Unidades de 7Z,,
Susana Puddu

1. Introduccién.

Sean € IN, n > 1. Si en el conjunto
Upn={a€Z/0<a<n}
definimos las operaciones + y - en la forma
a+b=ry(a+D)

a.b =ry,(ab)

(donde 7, (c) denota el resto de la divisién de ¢ por n), resulta que (Z,, , +, -) es un anillo
conmutativo.
Sea U,, el conjunto de unidades de este anillo, es decir,

U, ={a€Z,/3be 7, que satisface a.b =1 = b.a }.

Teniendo en cuenta la definicion del producto en 7Z,,, se tiene que a.b = 1 en 7, sii
rn(ab) = 1sii ab =1 (n). Luego, dado a € Z,,, 3b € Z,, tal que ab = 1 = ba sii la
ecuacién de congruencia aX =1 (n) tiene una solucién b tal que 0 < b < n, lo que ocurre
si, y sélo si, (a,n) = 1.
Se tiene entonces que

U, ={a €,/ (a,n)=1}.

Siendo U,, el conjunto de unidades del anillo conmutativo (%, , +, -), resulta que (U, , -)
es un grupo abeliano finito de orden

|Un| =9{a € Zn [ (a,n) =1} = p(n),

donde ¢ es la funcién de Euler (recordemos que si n = p{* ...p%", con p; primos positivos
distintos y a; € IN, entonces ¢(n) = p* " (p1 —1)...po ~Y(p, — 1)).

Nuestro objetivo es caracterizar el grupo abeliano U,,. Para ello, primero en la seccién 2
estudiaremos el caso en que n es primo. Luego, en la seccion 3, el caso en que n = 2%, con
a € IN, a > 2 y en la seccién 4, el caso n = p®, con p primo, p > 2y a € IN, a > 2. Por
ultimo, en la seccién 5, caracterizaremos U,, Vn € IN, n > 2, a partir de la factorizacién de
n como producto de primos.



2. El caso n = p, con p primo.
Probaremos en esta seccién que si p es un primo positivo, entonces U, ~ Z,_;. Para ello,

necesitaremos la nocién de exponente de un grupo finito.

Definicién: Sea (G, -) un grupo finito. Definimos el ezponente de G como

exp(G) =min{k e N/z¥ =1 Ve G}

Observacién: Si (G, -) es un grupo finito, |G| € {k € N/2* =1 Vz € G}. Luego,
exp(G) est4 bien definido (pues {k € IN/2F =1 Vax e G} #0)yexp(G) < |G|
Ejemplos:
i) Si G = Z,, entonces |G| =m y exp(G) =m
) Si G = g @ 715 entonces |G| =72 y exp(G) = 12
) Si G = Ze ® 715 entonces |G| =90 y exp(G) = 30
iv) SiG=Dig=(s,p;s2=1=p1" sp=pLs) entonces |G| = 20 y exp(G) = 10
) SiG=Dg=(s,p;s2=1=p", sp=p's) entonces |G| = 18 y exp(G) = 18
) SiG=H={(i,j;i*t=1=j% ij = j%) entonces |G| = 8 y exp(G) = 4
vii Si G = Sy, el grupo de permutaciones de 4 elementos, entonces |G| = 24 y exp(G) = 12

Veamos ahora algunas propiedades de exp(G).

Proposicién 2.1. Sea (G, -) un grupo finito. Entonces exp(G) | |G]|.

Demostracion: Sea e = exp(G) y sea m = |G|. Sean q,r € 7 tales que m = e.q+ 71y
0<r<e.

Como z¢ = 1 = 2™ para todo x € G, entonces " = ™~ %9 = g™ .(2¢)~% = 1 para todo
x € G.

Si fuese r # 0, entonces resultaria que r € {k € N/2*¥ =1 Vz € G }. Pero como e es el
minimo de este conjunto y r < e, esto no puede ocurrir.

Luegor =01y, asi, e | m. o

Proposicién 2.2. Sea (G, -) un grupo finito. Entonces ord(x) | exp(G) para todo = € G.
Demostracién: Sea e = exp(G) y sea x € G. Como y° = 1 para todo y € G entonces, en
particular, z¢ = 1, de donde ord(z) | e. o

Proposicién 2.3. Sea G un grupo abeliano y sean z,y € G tales que ord(z) = ny
ord(y) = m. Entonces existe en G un elemento de orden [n : m].

Demostracién: Sean r,s € N tales que [n:m|=r.s, (r:s)=1,r|ny s|m. Dejamos

a cargo del lector demostrar que dados n y m siempre existen r y s que satisfacen estas
o . n m .

condiciones. Veremos que z+.y= tiene orden r.s = [n : m)|
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Es claro que (z7.y = (z")*.(y™)" = 1. Si (z7.y*)¥ = 1 entonces elevando a la s
2.s.k

se tiene que xr = 1 y elevando a la r se tiene que y* ™* = 1 de donde n | ~sky
m | %.r.k. Como n | *.s.k entonces *.s.k = n.q para algin ¢ € Z y por lo tanto s.k = r.q
de donde 7 | s.k. Andlogamente, m | *.r.k implica que s | r.k. Por lo tanto r |k y s | k

pues r y s son coprimos. Luego, por la misma razén, r.s | k. o

Proposicién 2.4. Sea (G, -) un grupo finito. Si G es abeliano entonces 3x € G tal que
ord(z) = exp(G).

Demostracién: Sea x € G tal que ord(z) > ord(g) para todo g € G (tal = existe pues G
es finito), y sea s = ord(x). Veamos primero que ord(y) | s para todo y € G.

Sea y € G y sea m = ord(y). Como G es un grupo abeliano, por la proposicién 2.3. existe
z € (G tal que

i - 2
y como ord(x) > ord(g) para todo g € G, en particular, s = ord(x) > ord(z) = ( sm ; de
s,m

donde (s, m) > m. Pero (s,m) | m. Luego debe ser (s,m) =m y, por lo tanto, m | s.
Luego, ord(y) | s para todo y € G y, en consecuencia, y* = 1 para todo y € G. Esto
implica que

exp(G) =min{keN/z¥ =1 Vze G} <s.

Pero, por la proposicién 2.2., s = ord(z) | exp(G), de donde s < exp(G).
Luego, exp(G) = s = ord(z). o

Observacion: La hipdtesis “G es abeliano” en la proposiciéon anterior es esencial. Por
ejemplo, si G = S3 es el grupo de permutaciones de 3 elementos, entonces exp(G) =6y G
no contiene elementos de orden 6.

Proposicién 2.5. Sea (G, -) un grupo abeliano finito. Entonces G es ciclico si, y sélo si
exp(G) = |G|.

Demostracién: Si G es ciclico entonces existe z € G tal que ord(x) = |G|. Como
exp(G) | |G|, por la proposicién 2.1., y como ord(z) | exp(G), por la proposicién 2.2.,
teniendo en cuenta que ord(z) = |G| resulta que exp(G) = |G|.

Reciprocamente, si exp(G) = |G|, sea © € G tal que ord(z) = exp(G) (su existencia estd
garantizada por la proposicién 2.4., ya que G es abeliano). Entonces ord(x) = |G|, de
donde resulta que G es ciclico. o

Observacion: También aqui la hipdtesis “G es abeliano” es esencial. Por ejemplo, si
G=Ds=(s,p;82=1=p°, sp=pLs) entonces exp(G) = 10 = |G|, pero G no es
ciclico.

Sea (K, +, -) un cuerpo. Si K* denota el conjunto de elementos no nulos de K, entonces
(K*, -) es un grupo abeliano. Probaremos, usando propiedades del exponente que, cuando
K es finito, este grupo es ciclico.



Teorema 2.6. Sea (K, +, ) un cuerpo. Si K es finito, entonces (K*, -) es ciclico.

Demostracién: Sea e = exp(K™*) y sea f € K[X] el polinomio f = X°¢ — 1.

Como z¢ = 1 para todo z € K*, entonces f(z) = 0 para todo z € K*. Siendo f
un polinomio en una variable, de grado e y con coeficientes en el cuerpo K, entonces f
tiene a lo sumo e raices en K. Luego, |K*| = #K* < e. Pero, por la proposicién 2.1.,
e = exp(K*) | |K*|. Luego debe ser e = |K*|. Como (K*, -) es un grupo abeliano finito y
exp(K*) = e = |K*| entonces, por la proposicién 2.5., K* es ciclico. o

Si p es un primo positivo, entonces (Z, , +, ) es un cuerpo finito y
Uy = {ac,/(ap) =1} =7

Luego, U, = 7, es un grupo ciclico de orden o(p) = p— 1. Por lo tanto, se tiene el
siguiente

Corolario 2.7. Sip es un primo positivo, entonces U, ~ 7, _1.

3. El caso n =2, con a > 2.

Estudiaremos por separado los casos a« = 2 y a > 3. Probaremos primero que si a = 2
entonces Usa =~ Zs v luego que, para a > 3, Usa >~ o @ Ziga—-2.

Si a = 2 entonces Use = Uy es un grupo abeliano de orden ¢(4) = 2 y, por lo tanto,
isomorfo a Zs.

Sea ahora v € IN, o > 3.

Como |Usa | = ¢(2%) = 2271 el siguiente lema muestra que para probar nuestra afirmacién,
basta encontrar z € Use de orden 2 e y € Uze de orden 2%~ 2 tales que z ¢ (y).

Lema 3.1. Sea o > 3 y sea G un grupo abeliano de orden 2°~!. Si existen x,y € G tales
que ord(y) =272, ord(x) =2 y x ¢ (y) entonces G ~ Ziy ® Uiga—-2.

Demostracién: Sea f : Zy @ Zya—> — G la aplicacién definida por f(i,j) = xt.y’.
Veremos que f es un isomorfismo de grupos.

f es un morfismo:

Teniendo en cuenta que ord(x) = 2, ord(y) = 2°"2 y que G es abeliano, se tiene que
F((5,3) + (7, 9) = F(rali 1), yemalf ) = 720 7 sea 00 = gty =

=o'yl aly® = f(i,5).f(r,s).
f es un monomorfismo:
Supongamos que f(i,5) = 1 para algin 0 < i < 2,0 < j < 2°72, Entonces z°.y7 = 1, de
donde z'.2%.y/ = x*, es decir, z?".3/ = z°. Siendo z € G un elemento de orden 2 resulta
entonces que z° = y’ y, por lo tanto, z° € (y). Como 0 < i <2y z ¢ (y), entonces debe
ser ¢ = 0.



Luego, 1 = .3/ = 3/, de donde 272 = ord(y) | j y, como 0 < j < 272 resulta que
7 =20. Por lo tanto i =0 = j.

f es sobre:

Sea H = Imf. Siendo f un monomorfismo, H es un subgrupode Gy f : Zo®Ziga—2 — H
es un isomorfismo. Luego H ~ Zo & Ziye-2, de donde resulta que H es un subgrupo de G
de orden 2°~!. Como por hipétesis |G| = 2271, entonces H = G. o

Probaremos ahora que 5 tiene orden 2¢~2 en Usa.

Lema 3.2. Para todo k € IN, k >3, 52"~ =1+42k1 (2k)

Demostracién: Por induccién en k. Si k=3,52 ~=5=5=1+2"1 (23). Supon-
gamos ahora que la afirmacion es cierta para un k > 3, es decir, que 5277 = 1 pok-1 (2%)

para un k > 3. Entonces, 52° ~ = 1 4+ 2F=1 4+ ¢.2% para algin ¢ € Z.
Luego,

52’“*2 _ (52’“*3)2 _
= (142814 q2k)2 =1 422071 4 292k 4 9 ok=1 4 9 g9k L 9.9k~1 g9k =
= 1428 4 g2kt 1 220=D) o (2 4 ¢) 2% =
=1+2F (28

pues 2(k—1)>k+1y2k>k+1, yaquek>3.
Por lo tanto,
527 = 1428 (28
es decir, la afirmacion es cierta para k 4+ 1, como queriamos probar. o

Proposicién 3.3. Sea o € IN, o > 3. Entonces 5 tiene orden 2%~2 en Use.

Demostracién: Por el lema 3.2.,

2(172 2(173

52 T =142 (2T y 5 T =1422"1 (29).

Luego,
a—2 a—
52 =1 (24 vy 5 C#1 (29,

es decir, 52" " =1y 52" " %1 en Usa. Por lo tanto, ord(5) | 2272 y ord(5) | 2°3. Luego
debe ser ord(5) =272, o

Ahora caracterizaremos Use .

Teorema 3.4. Sea o € IN, o > 3. Entonces Usa >~ o B Zina—2.

Demostracion: Por el lema 3.1. y la proposicién 3.3., basta encontrar x € Usa de orden
2 tal que = ¢ (5). Claramente 2% — 1 € Usa tiene orden 2. Veamos que 2% — 1 ¢ (5).
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Como (5) es un subgrupo ciclico de Usa , de orden 2%~2, entonces contiene un tinico elemento
de orden 2: 52°° (recordemos que si G es un grupo ciclico de orden m y d es un divisor
de m, entonces G contiene exactamente p(d) elementos de orden d). Luego, basta ver que
52" Pzt o0 — 1 (29).

Si fuese 52~ =2 — 1 (2%) entonces, por el lema 3.2., 1 42071 =1 (2).

Luego, 271 | 2. Siendo a > 3, esto no puede ocurrir. Luego, z = 2% — 1 tiene orden 2 en
Z/{Qa yx ¢ <5> a

(e

4. El caso n = p“, con p primo impar y « > 2.

Probaremos que si p es un primo, p > 2y a € IN, a > 2, entonces Upo =~ Z,a-1(,_1). Para

ello, primero encontraremos z,y € Upe tales que ord(z) = p*~1 y ord(y) =p — 1.

a—1

Para encontrar un elemento de orden p necesitaremos probar primero el siguiente

Lema 4.1. Sea p un primo, p > 2. Entonces, ¥k > 2, (1 —i—p)pk_2 =1+p* 1t (ph).

Demostracién: Por induccién en k. Si k = 2,
L+p)?  =1+p=l+p=1+p"" ().
Supongamos ahora que la afirmacién es cierta para un k > 2, es decir, que
pk=2 _ k—1 k
(1+p)P =14p (")

Entonces, (1 —i—p)pk_2 =1+ pF~1 + ¢.p* para algin ¢ € Z. Luego,

A+p = (4" 7) = T by =

= (1 +pk—1)p —l—p.(l —l—pk_l)p_l.q.pk = (1 +pk—1)p (pk—|—1)

pues, VO<i<p—2,k+1<2k <k(p—1i)y, por lo tanto, p**1 | (p*)P~,
Por otra parte,

p
_ P 1y 1, p—1 o
(L+p* =3 (j)(pk =1appt Tt S =1t M)
§=0

pues, V3 < j < p, pTt | (p¥ 1) yaque k+1 < 3(k—1) < j(k—1), p es impar y
pFtl | p?k—1 ya que k + 1 < 2k — 1.

Luego,

k—1
(1+p)P  =1+p"
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como queriamos probar. o

El lema 4.1. nos permitird ahora encontrar el elemento de orden p®~! que estdbamos
buscando.

Proposicion 4.2. Sea a € IN, @ > 2, y sea p un primo positivo impar. Entonces 1 + p
tiene orden p®~! en Upe

Demostracion: Por el lema 4.1.

a—1 a—2 _
(I+p? =1+p* *) y @A+pP =1+p*" ().

Luego,

@ a—2
1+pP =1 (") vy Q+p) #F1 (%),
es decir, (1+p)P" =1y (1+p)P"  #1len Uye. Por lo tanto, en Uye, ord(1 +p) | p*~!
y ord(1 +p)J2%72. Luego, ord(1 +p) = p>~1. o
La siguiente proposicién garantiza la existencia de un elemento de orden p — 1 en U«
Proposicion 4.3. Sea p un primo positivo impar y sea o € IN. Si a es un generador del
grupo ciclico U,,, entonces a?" " tiene orden p—1enUp
a-1\P~1
Demostracién: Como |Upa| = o(p*) = p*~1(p—1) y a € Upe, entonces (ap 1) =
— apa_l(p_l) =1 (po‘)
RN

Supongamos ahora que (ap 1) =1 (p“). Entonces, ( > (p).

k

Como a? = a (p) entonces a?* " =a (p). Luego, a® =1 (p) de donde resulta que
p—11k, yaque, enlU,, ord(a) =|Uy| =p—1. 0
Ahora si estamos en condiciones de caracterizar U«

Teorema 4.4. Sean p un primo, p > 2y a € IN, a > 2. Entonces Upa >~ Zpa-1(;—1)-

Demostracién: Por la proposicién 4.2., 3z € Uy~ de orden p®~1 y, por la proposicién
4.3., 3y € Upe de orden p—1. Como (p*~*,p—1) = 1, entonces [p*~*,p—1] = p*~1(p—1).

Sea g = x.y € Upo. Como Uy, es un grupo abeliano finito, resulta que

ord(g) = ord(z.y) = [ord(z),ord(y)] = [p*',p—1] =p* ' (p—1) = p(p*) = |Upe|.

Luego, Uye es un grupo ciclico de orden ¢(p*) = p*~*(p — 1) y por lo tanto se tiene que
upa ~ Zpo‘_l(pfl)' ]

Observacion: De la demostracion del teorema anterior y de la proposicion 4.3. se deduce

que si a es un generador de U, (con p primo, p > 2), entonces (1+ p).apa_1 es un generador
de Uy



5. El caso general.

Como hemos caracterizado Uy~ para todo primo positivo p y o € IN, para caracterizar U,
para todo n > 1, utilizaremos la factorizacién de n como producto de primos.

Proposicién 5.1. Sean m,k € IN, m, k > 2. Si (m, k) = 1, entonces U, , ~= Uy, & Uy.
Demostracién: Sea f : Uy, . — U, DUy, la aplicacion definida por f(a) = (1, (a), ri(a)).

Probaremos que f estéd bien definida (i.e., que si a € U, entonces f(a) € U,, DUy) y que
es un isomorfismo.

f esta bien definida:

Sea a € Up, . Es claro que rp,(a) € Z,,. Luego, para probar que r,(a) € U,,, basta ver
que (ry,(a),m) = 1.

Sea d = (rp(a),m). Entonces d | m y d | rm(a). Como a = m.q + rp,(a), para algin
q € Z, resulta que d | my d | a. Luego d | m.k'y d | ay, en consecuencia, d | (a, m.k).
Como a € Uy, . entonces (a, m.k) = 1. Por lo tanto, d = 1.

Hemos probado entonces que 7,,(a) € U,,. Andlogamente, ri(a) € Uy.

Dejamos a cargo del lector verificar que f es un morfismo.
f es biyectiva:

Como (m, k) = 1, por el teorema Chino del resto, dados b, c € Z existe un tnico a € 7Z
talquea=b (m),a=c (k)y0<a<m.k.

Teniendo en cuenta que, VO < b < m, a = b (m) es equivalente a r,,(a) = by que,
V0 <ec¢<k,a=c (k) esequivalente a riy(a) = ¢, se tiene que dado (b,¢) € Uy, B Uy,
existe un tnico a € Z,, i tal que rp,(a) =by ri(a) = c.

Veamos que a € Uy, ;. Supongamos que existe un primo p tal que p | a y p | m.k. Entonces,
playp|m,op|ayplk, loqueimplicaquep |[byp|m,op|cyp]k, yaque
a=b (m)ya=c (k). Luego, p| (b,m) o p| (¢, k), lo cual es absurdo pues b € U,,, y
¢ € Uy. Por lo tanto, (a, m.k) = 1. Hemos probado entonces que Y(b, c) € U,,, ® U}, existe
un Unico a € Uy, i tal que f(a) = (b,c). o

Corolario: Dadon € IN, n > 1, si n = p{* ...pS", con p; primos positivos distintos y
a; € IN, entonces U,, ~ L{p;u @ D Uper.

Demostracion: Por induccion en r. El resultado es trivial si » = 1. Supongamos que

Z/{p?lmpgr ~ upflll b---D up?r

paraun r € IN. Sea p,41 un primo positivo distinto de py, ..., p, y sea a1 € IN. Entonces

(p1*...por, pffll) = 1y, por lo tanto, aplicando la proposicion 5.1., se tiene que

por @up"‘r+1 ~ L{pt;l D--- @upgr @Uparﬂ

r4+1 r41

~
uptll\fl po‘rJrl —= u

1
py T Pyl

como queriamos probar. o



Ejemplos:
)UQl—U37NU3@Z/{7 ZQ@ZG

iii

A%

ii)
i)
iv)
) U

Uro = Uzs 32 ~ Uos D Us2 ~ 2y & 2o & g
Uggo = Uz 572 >~ U2 O Us © Upz ~ o © 2y D 2y
Ur3s0 = Ua 33 52 = Uz © Uzs & Us2 ~= g @ iz
932 323 74 17 = Ussz @ Uszs @ Uza @ Uy > Zho © Zigso © 2o 322 © g 73 © ZLne

Ejercicios:

1.

SO

Encontrar un generador de U715 y uno de ;34

Determinar el exponente de U3 11.31, de Us 572 13 v de Uss

Determinar cuéntos elementos de orden 15 hay en Ugg. ;Y de orden 127
Hallar todos los n € IN tales que U,, ~ %> b g

Hallar todos los n € IN tales que U, es ciclico

,Cuédntos subgrupos de orden 5 tiene Uspg? ;Cuédntos subgrupos de orden 15 tiene
Uaos7

Usando que un grupo ciclico de orden n tiene elementos de orden d, para todo d tal
que d | n, probar que si p es un primo positivo impar entonces —1 es un cuadrado en
Z, si, y so6lo si, p es de la forma 4k + 1



