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1 Wst¦p
Teoria perkolacji zajmuje si¦ wªasno±ciami losowych grafów. Graf taki losujemy jako podgraf
zadanego grafu wyj±ciowego G, a mo»emy to robi¢ na ró»ne sposoby.

Najprostszym z nich jest perkolacja Bernoulliego dwóch rodzajów: kraw¦dziowa i wierzchoª-
kowa. Kraw¦dziowa perkolacja Bernoulliego polega na ustaleniu warto±ci prawdopodobie«stwa
p ∈ [0; 1] i losowaniu ka»dej kraw¦dzi grafu G niezale»nie z prawdopodobie«stwem p do na-
szego podgrafu. Jego zbiór wierzchoªków jest zawsze zbiorem wszystkich wierzchoªków grafu
wyj±ciowego. W wierzchoªkowej wersji tego procesu losujemy równie» z ustalonym prawdopo-
dobie«stwem, ale nie kraw¦dzie, lecz niezale»nie ka»dy wierzchoªek caªego grafu G, i bierzemy
podgraf indukowany na zbiorze wylosowanych wierzchoªków.

Pytamy si¦ wówczas o skªadowe spójno±ci (inna nazwa: klastry) takiego losowego podgrafu.
Je±li graf wyj±ciowy jest niesko«czony i spójny, to mog¡ si¦ zdarzy¢ w±ród nich niesko«czone
skªadowe spójno±ci. Okazuje si¦, »e prawdopodobie«stwo tego zdarzenia � »e w±ród skªadowych
spójno±ci losowego podgrafu w perkolacji Bernoulliego jest skªadowa niesko«czona � wynosi za-
wsze 0 albo 1, niezale»nie od grafu G i prawdopodobie«stwa p (dowód � patrz np. tw. 1.11 w
[Grim]).

Z drugiej strony prawdopodobie«stwo tego zdarzenia ro±nie wraz z p dla ustalonego grafu G �
jest to intuicyjnie zrozumiaªe, gdy», mówi¡c nieformalnie, im wi¦ksze jest p, tym wi¦cej kraw¦dzi
ma nasz losowy podgraf. Zatem gdyby±my zwi¦kszali warto±¢ parametru p od 0 do 1, to w
którym± momencie prawdopodobie«stwo istnienia niesko«czonej skªadowej w losowym podgra�e
przestaje by¢ 0, a zaczyna wynosi¢ 1. To zjawisko przeskoku warto±ci owego prawdopodobie«stwa
z 0 na 1 nazywa si¦ przej±ciem fazowym, a warto±¢ p przy tym przeskoku � prawdopodobie«stwem
krytycznym, które oznaczamy pc(G). (Je»eli p. n. jest niesko«czona skªadowa w naszym podgra�e
losowym, to mówimy, »e zachodzi perkolacja.)

Okazuje si¦, »e analogicznych przej±¢ fazowych mo»e by¢ wi¦cej. Mo»emy np. pyta¢ si¦, czy
jest w naszym losowym podgra�e konkretna ilo±¢ niesko«czonych skªadowych, np. niesko«czenie
wiele. Wówczas okazuje si¦, i» mamy do czynienia z przej±ciem fazowym, które polega na tym,
»e poni»ej pewnej warto±ci progowej parametr p warunkuje istnienie p. n. niesko«czenie wielu
skªadowych w losowym podgra�e, a powy»ej � dokªadnie jednej skªadowej. T¦ progow¡ warto±¢
p nazywamy z kolei prawdopodobie«stwem uni�kacji i oznaczamy pu. (W rzeczywisto±ci zawsze
przy zaªo»eniach o spójno±ci i niesko«czono±ci i dodatkowym zaªo»eniu o tranzytywno±ci1 grafu
G jest p. n. dokªadnie zero, jedna albo niesko«czenie wiele niesko«czonych skªadowych w losowym
podgra�e dla kraw¦dziowej perkolacji Bernoulliego grafu G).

S¡ przykªady grafów, dla których te obydwa progi: prawdopodobie«stwo krytyczne i praw-
dopodobie«stwo uni�kacji s¡ ró»ne i ró»ne od 0 i 1, tzn.

0 < pc(G) < pu(G) < 1,

a wi¦c mamy wówczas trzy fazy wzgl¦dem p ∈ [0; 1]. Takimi grafami s¡ np. grafy parkieta»u
pªaszczyzny hiperbolicznej H2 wielok¡tami foremnymi (patrz: de�nicje 12 i 15), o czym b¦dzie
mówiªo twierdzenie 17 opieraj¡ce si¦ na twierdzeniu 1.1 z pracy [hp]. (Przykªadowy graf takiego
parkieta»u przedstawia rysunek 1.) Wówczas skrótowo mo»na mówi¢ o uprawianiu perkolacji na
pªaszczy¹nie hiperbolicznej. Taki wªa±nie tytuª (Percolation in the Hyperbolic Plane) ma wspo-
mniana praca [hp], która byªa jedn¡ z motywacji dla powstania niniejszej pracy, ale gªówn¡
motywacj¡ byªy hipotezy dotycz¡ce kraw¦dziowej perkolacji Bernoulliego na podobnych grafach
parkieta»y przestrzeni hiperbolicznej H3 (np. graf pochodz¡cy od parkieta»u H3 dwunasto±cia-
nami foremnymi o k¡cie prostym). Otó» Benjamini i Schramm postawili hipotezy zawarte w

1Graf G jest tranzytywny z def., gdy grupa jego automor�zmów dziaªa tranzytywnie na jego zbiorze wierz-
choªków.



Rysunek 1: Graf parkieta»u pªaszczyzny hiperbolicznej pi¦ciok¡tami foremnymi prostok¡tnymi.

ksi¡»ce [PL] jako hipoteza 6.26 i hipoteza 6.29, z których wynikaj¡ identyczne ostre nierówno±ci
dla prawdopodobie«stwa krytycznego i prawdopodobie«stwa uni�kacji w przypadku grafu ta-
kiego parkieta»u H3 (gdy» powinien by¢ on tranzytywny, nie±redniowalny i z jednym ko«cem2).
Hipoteza zaproponowana przez mojego promotora postuluje istnienie jeszcze jednego (istotnie
ró»nego od dwóch pozostaªych) przej±cia fazowego dla takich grafów w H3 w ramach fazy ±rod-
kowej (gdy jest p. n. niesko«czenie wiele niesko«czonych klastrów). Przej±cie to nie polegaªoby
ju», oczywi±cie, na zmianie ilo±ci niesko«czonych skªadowych spójno±ci wylosowanego podgrafu,
lecz np. na wyst¦puj¡cych p. n. geometryczych wªasno±ciach niesko«czonych skªadowych, które
ulegaj¡ zmianie przy tym przej±ciu. Otó» o H3 mo»na my±le¢ jako o kuli otwartej w modelu dys-
kowym Poincarégo. Mo»na wyobrazi¢ sobie, »e gdy w takim gra�e mamy w podgra�e losowym
p. n. jedn¡ niesko«czon¡ skªadow¡, to jest ona obiektem w pewnym sensie trójwymiarowym i
ma jeden koniec3. W fazie bez niesko«czonych klastrów skªadowe s¡ p. n. sko«czone, a wi¦c w
skali caªej H3 s¡ podobne do obiektów zerowymiarowych (punktów). Mo»na wi¦c s¡dzi¢, »e w
fazie ±rodkowej, gdy jest p. n. niesko«czenie wiele niesko«czonych klastrów, dla mniejszych war-
to±ci prawdopodobie«stwa wylosowania pojedynczej kraw¦dzi p niesko«czone klastry s¡ szczupªe,
wªókniste, czyli � jednowymiarowe�, za± dla wi¦kszych p s¡ szersze, wachlarzowate, �dwuwymia-
rowe�. Prób¡ rozró»nienia pomi¦dzy skªadowymi � jednowymiarowymi�, a �dwuwymiarowymi�
jest badanie brzegów ich ko«ców na brzegu przestrzeni hiperbolicznej, co zde�niuj¦ potem (patrz
def. 18). Mianowicie � jednowymiarow¡� skªadow¡ charakteryzowaªoby to, »e ka»dy jej koniec ma
brzeg jednopunktowy.

W niniejszej pracy b¦d¦ zajmowaª si¦ kraw¦dziow¡ perkolacj¡ Bernoulliego na pewnych gra-
fach parkieta»u pªaszczyzny hiperbolicznej wielok¡tami foremnymi. Udowodni¦ twierdzenie wy-
kluczaj¡ce przej±cie fazowe zde�niowane przy pomocy brzegów ko«ców niesko«czonych klastrów

2Patrz def. 16
3Patrz def. 16
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w przypadku H2. Chcieliby±my bowiem, aby nie byªo czterech faz w przypadku H2, a jedynie
w przypadku H3, gdy» fazy dla perkolacji na gra�e parkieta»u H2 miaªyby odpowiada¢ intuicji
zero-, jedno- i dwuwymiarowych klastrów. Dodatkowo w rozdziale pt. �Drzewa� b¦d¦ pomocniczo
rozwa»aª kraw¦dziow¡ perkolacj¦ Bernoulliego na peªnych niesko«czonych d-arnych drzewach.

Bardzo dzi¦kuj¦ mojemu promotorowi dr. Janowi Dymarze za cenne sugestie i wskazówki
redakcyjne i merytoryczne oraz za propozycj¦ tematu pracy.

2 Podstawowe poj¦cia
Dla dowolnego grafu G niech E(G), V (G) oznaczaj¡ zbiory odpowiednio kraw¦dzi i wierzchoªków
w G. Formalnie zde�niujemy teraz podstawowe poj¦cia: dla dowolnego niesko«czonego, spój-
nego grafu G niech ω(p)(G) oznacza proces kraw¦dziowej perkolacji Bernoulliego na gra�e G z
prawdopodobie«stwem p wylosowania pojedynczej kraw¦dzi, czyli taki losowy podgraf G, »e

• p. n. V (ω(p)(G)) = V (G);

• dla kraw¦dzi e ∈ E(G) zachodzi P(e ∈ E(ω(p)(G))) = p;

• rodzina {{e ∈ E(ω(p)(G))} : e ∈ E(G)} jest rodzin¡ zdarze« stochastycznie niezale»nych.

Prawdopodobie«stwo krytyczne i prawdopodobie«stwo uni�kacji de�niujemy w nast¦puj¡cy spo-
sób:

pc(G) = sup{p ∈ [0; 1] : P(ω(p)(G) ma niesko«czon¡ skªadow¡ spójno±ci) = 0},

pu(G) = inf{p ∈ [0; 1] : P(ω(p)(G) ma dokªadnie jedn¡ niesko«czon¡ skªadow¡ spójno±ci) = 1}.
Dla wierzchoªka v ∈ V (G) dowolnego grafu G niech av(p) oznacza prawdopodobie«stwo, »e v
le»y w niesko«czonej skªadowej ω(p)(G). Okazuje si¦, »e perkolacja w ω(p)(G) zachodzi wtedy i
tylko wtedy, gdy av(p) > 0 dla pewnego (równowa»nie: ka»dego) v ∈ V (G) (patrz znów tw. 1.11
z [Grim]).
Uwaga 1. W przypadku dowolnego grafu G dla ka»dego jego wierzchoªka v ∈ V (G) funkcja av

jest niemalej¡ca.

Dowód. Przyjmijmy skrótowe oznaczenie ω(p) na kon�guracj¦ losow¡ w perkolacji dla grafu G
przy p ∈ [0; 1], czyli ω(p) = ω(p)(G). Rodzin¦

{ω(p) : p ∈ [0; 1]}

mo»na skonstruowa¢ w nast¦puj¡cy sposób: niech {Xe : e ∈ E(G)} b¦dzie rodzin¡ zmiennych
losowych stochastycznie niezale»nych o rozkªadzie jednostajnym na odcinku [0; 1]. Wówczas dla
p ∈ [0; 1] podgraf losowy ω(p) zde�niowany jako podgraf G o zbiorze wierzchoªków V (G), a zbiorze
kraw¦dzi {e ∈ E(G) : Xe ≤ p} jest zgodny z de�nicj¡ procesów perkolacyjnych Bernoulliego ω(p)

na kraw¦dziach G.

De�nicja 2. Mówimy, »e wªasno±¢ A podgrafu G (niech formalnie A b¦dzie rodzin¡ podgrafów
G o tej wªasno±ci) jest niemalej¡ca (odp. nierosn¡ca), gdy dla podgrafu γ o wªasno±ci A ka»dy
podgraf G zawieraj¡cy γ (odp. zawarty w γ) te» ma wªasno±¢ A. Wówczas zdarzenie losowe
nazywamy niemalej¡cym (odp. nierosn¡cym), gdy jest ono postaci {ω(p) ∈ A} dla wªasno±ci
niemalej¡cej (odp. nierosn¡cej) A.
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Je±li A jest wªasno±ci¡ niemalej¡c¡ (odp. nierosn¡c¡), to zawsze P(ω(p) ∈ A) jest niemalej¡ce
(odp. nierosn¡ce) wzgl¦dem p, gdy» dla p < q, gdzie p, q ∈ [0; 1] zachodzi p. n.

{e ∈ E(G) : Xe ≤ p} ⊆ {e ∈ E(G) : Xe ≤ q},
czyli ω(p) jest podgrafem ω(q), wi¦c p. n. je±li A jest niemalej¡ca i ω(p) ∈ A, to ω(q) ∈ A, czyli

P(ω(p) ∈ A) ≤ P(ω(q) ∈ A).

Podobnie, gdy A jest nierosn¡ca, to

P(ω(p) ∈ A) ≥ P(ω(q) ∈ A).

Otó» zdarzenie mówi¡ce, »e skªadowa spójno±ci wierzchoªka v jest niesko«czona (jest to wªasno±¢
podgrafu grafu G) jest zdarzeniem niemalej¡cym, gdy» dla podgrafów γ, γ′ grafu G, gdzie γ jest
podgrafem γ′, je±li γ ma niesko«czon¡ skªadow¡ zawieraj¡c¡ v, to γ′ zawiera t¦ skªadow¡, wi¦c γ′

tym bardziej speªnia ten warunek. Zatem av(p) jako prawdopodobie«stwo powy»szego zdarzenia
jest funkcj¡ niemalej¡c¡ wzgl¦dem p.

3 Drzewa
Rozwa»amy kraw¦dziow¡ perkolacj¦ Bernoulliego na peªnym niesko«czonym d-arnym drzewie
T , gdzie d = 2, 3, 4, . . . (z teoriografowego punktu widzenia wierzchoªek obrany jako korze« ma
stopie« d, a wszystkie pozostaªe - stopie« d + 1).

Oznaczenia 3. Niech ω(p) dla p ∈ [0; 1] oznacza kon�guracj¦ (podgraf) wylosowan¡ w procesie
perkolacyjnym Bernoulliego na zbiorze kraw¦dzi T z prawdopodobie«stwem p wylosowania po-
jedynczej kraw¦dzi. Niech Sk(p) oznacza zdarzenie, »e korze« drzewa, który oznacz¦ przez v, le»y
w sko«czonej skªadowej spójno±ci ω(p), a a(p) = P((Sk(p))c) = 1− P(Sk(p)), czyli a(p) = av(p).

Twierdzenie 4. a(p) jest funkcj¡ ci¡gª¡ p na odcinku [0; 1] i

(1) a(p)
{

= 0 dla p ≤ 1
d

> 0 dla p > 1
d

(Przy tym oczywi±cie a(1) = 1 i a jest rosn¡ca.) Zatem perkolacja zachodzi dokªadnie gdy p > 1
d .

Dowód.
Oznaczenia 5. Ponumerujmy kraw¦dzie wychodz¡ce z korzenia liczbami od 1 do d i oznaczmy
i-t¡ kraw¦d¹ przez ei. Niech wówczas:

Ti � i-te poddrzewo na pierwszym poziomie (czyli ukorzenione w i-tym dziecku korzenia T ).

T ′i � Ti z dodanym korzeniem T i kraw¦dzi¡ ei.

Sk(p)
i � zdarzenie: korze« Ti jest w sko«czonej skªadowej obci¦cia ω(p) do Ti.

Uwaga 6. Niech Σ(p) oznacza σ-ciaªo zdarze« generowane przez zmienne oznaczaj¡ce stany kra-
w¦dzi dla ω(p), czyli 1e∈ω(p) dla e ∈ E(T ):

Σ(p) = σ({1e∈ω(p)}e∈E(T )).

Mo»na ªatwo pokaza¢, »e wówczas istotnie Sk(p),Sk(p)
i ∈ Σ(p) dla i = 1, . . . , d.
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...

Rysunek 2: Drzewo T z zaznaczonymi fragmentami, o których mowa w oznaczeniach 5.

Poniewa» Sk(p)
i jest tak samo zde�niowane dla drzewa Ti, jak Sk(p) dla drzewa T , a Ti i T s¡

izomor�czne, to P(Sk(p)
i ) = P(Sk(p)). Z drugiej strony zdarzenie Sk(p) mo»na opisa¢ �rekurencyj-

nie� za pomoc¡ zdarze« Sk(p)
i :

Sk(p) =
d⋂

i=1

{ω(p) obci¦ta do T ′i ma sko«czon¡ skªadow¡ wierzchoªka v (czyli korzenia T ′i )}

=
d⋂

i=1

(
{ei /∈ ω(p)} ∪ Sk(p)

i

)
.

Poniewa» {ei /∈ ω(p)}, Sk(p)
i dla i = 1, . . . , d s¡ zdarzeniami stochastycznie niezale»nymi, to

P(Sk(p)) = P

(
d⋂

i=1

(
{ei /∈ ω(p)} ∪ Sk(p)

i

))
=

d∏

i=1

P
(
{ei /∈ ω(p)} ∪ Sk(p)

i

)

=
d∏

i=1

(
1− P

(
{ei ∈ ω(p)} ∩ (Sk(p)

i )c
))

=
d∏

i=1

(
1− P

(
{ei ∈ ω(p)}

)
P

(
(Sk(p)

i )c
))

=
d∏

i=1

(
1− pP

(
(Sk(p))c

))
=

(
1− pP

(
(Sk(p))c

))d
,

czyli
1− a(p) = (1− pa(p))d.

Innymi sªowy, a(p) speªnia równanie

(2) (1− pa)d + a− 1 = 0

zmiennej a.
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Rysunek 3: Wykresy przedstawiaj¡ce zale»no±¢ zbioru pierwiastków a ∈ [0; 1] równania (2) od
p ∈ [0; 1] dla d = 2 (po lewej) i dla d = 5 (po prawej). Dwa kolory przedstawiaj¡ dwa ró»ne
pierwiastki. Oka»e si¦, »e wi¦ksze z tych warto±ci s¡ równe a(p). Pionowa linia na prawym
wykresie jest wynikiem najpewniej bª¦dów numerycznych.

To równanie ma co najwy»ej dwa pierwiastki w odcinku [0; 1] (gdy parametr p ∈ [0; 1]), gdy»
druga pochodna lewej strony wzgl¦dem zmiennej a

∂2

∂a2

(
(1− pa)d + a− 1

)
=

∂

∂a

(
−dp(1− pa)d−1 + 1

)
= d(d− 1)p2(1− pa)d−2(3)

jest dodatnia dla p ∈ (0; 1] i a ∈ [0; 1), czyli lewa strona równania dla d ≥ 2 jest ±ci±le wypukªa
na odcinku [0; 1] (wzgl¦dem a przy ustalonym p > 0). (Dla p = 0 równanie to ma oczywi±cie
jedyny pierwiastek a = 0.)

Zawsze (jak wida¢) pierwiastkiem równania (2) jest a = 0. Okazuje si¦ jednak, »e jest on
jedyny w odcinku [0; 1], gdy p < 1

d : otó» z nierówno±ci Bernoulliego przy p < 1
d , czyli pd < 1

mamy
1− a = (1− pa)d ≥ 1− dpa ≥ 1− a,

czyli 1−dpa = 1−a, dpa = a, co jest niemo»liwe dla a > 0, gdy» wówczas byªoby pd = 1 sprzecznie
z zaªo»eniem. Zatem dla p < 1

d jedynym rozwi¡zaniem a ∈ [0; 1] równania (2) jest a = 0, czyli
wówczas P(Sk(p)) = 1. Na wykresach wida¢, »e dla p > 1

d równanie ma dwa pierwiastki na
odcinku [0; 1]; oka»e si¦, »e wówczas a(p) jest tym dodatnim pierwiastkiem. Aby obliczy¢ P(Sk(p))
dla p ≥ 1

d , spróbuj¦ wyznaczy¢ je innym, kombinatorycznym sposobem. Wprowadz¦ w tym celu
kolejne oznaczenia: dla podgrafu H grafu G niech ∂GH oznacza zbiór wszystkich kraw¦dzi G
spoza H incydentnych z jakim± wierzchoªkiem z H. Niech ogólnie |G| = |E(G)| dla grafu G.
Niech K(p) oznacza skªadow¡ spójno±ci korzenia drzewa T w ω(p) (jest to zmienna losowa), za±
S � rodzin¦ wszystkich sko«czonych poddrzew T zakorzenionych w korzeniu T . Otó»

Sk(p) =
⋃
·

S∈S
{K(p) = S},
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a zdarzenie
{K(p) = S} =

⋂

e∈S

{e ∈ ω(p)} ∩
⋂

e∈∂T S

{e /∈ ω(p)}.

Zatem
P(K(p) = S) =

∏

e∈S

p
∏

e∈∂T S

(1− p) = p|S|(1− p)|∂T S|

i
P(Sk(p)) =

∑

S∈S
P(K(p) = S) =

∑

S∈S
p|S|(1− p)|∂T S|.

Okazuje si¦, »e zachodzi nast¦puj¡cy lemat:

Lemat 7. |∂T S| = (d− 1)|S|+ d dla S ∈ S.

Dowód. Mo»na to uzasadni¢ poprzez indukcj¦ wzgl¦dem rozmiaru drzewa S:
Baza indukcji: dla |S| = 0 zachodzi V (S) = {v} i ∂T S = {ei : i = 1, . . . , d}, czyli

|∂T S| = d = (d− 1)|S|+ d.

Krok indukcyjny: Niech n ∈ N. Zaªó»my, »e dla S ∈ S takiego, »e |S| < n teza indukcyjna
zachodzi. Wówczas dla S ∈ S, jes¨i |S| = n, to

∂T S =
d⋃
·

i=1

(∂T S ∩ E(T ′i )) =
d⋃
·

i=1

∂T ′i (S ∩ T ′i )

gdy» dla dowolnego grafu G i jego podgrafów G′, H mamy równo±¢ ∂G′(H ∩G′) = ∂GH ∩E(G′).
S ∩ Ti jest albo grafem pustym (bez wierzchoªków), albo poddrzewem Ti zawieraj¡cym korze«
Ti. W drugim przypadku stosuj¡c zaªo»enie indukcyjne dla S ∩ Ti jako podgrafu Ti (Ti jest
izomor�czne z T a |S ∩ Ti| < |S| gdy» tu na pewno ei ∈ E(S)) mamy

∣∣∣∂T ′i (S ∩ T ′i )
∣∣∣ = |∂Ti(S ∩ Ti)| = (d− 1)|S ∩ Ti|+ d = (d− 1)|S ∩ T ′i |+ 1.

Je±li za± V (S ∩ Ti) jest pusty, to ei /∈ E(S) i |S ∩ T ′i | = 0, a ∂T ′i (S ∩ T ′i ) = {ei}, wi¦c
∣∣∣∂T ′i (S ∩ T ′i )

∣∣∣ = 1 = (d− 1)|S ∩ T ′i |+ 1.

Zatem ogólnie ∣∣∣∂T ′i (S ∩ T ′i )
∣∣∣ = (d− 1)|S ∩ T ′i |+ 1

dla i = 1, . . . , d i

|∂T S| =
d∑

i=1

∣∣∣∂T ′i (S ∩ T ′i )
∣∣∣ = (d− 1)

d∑

i=1

|S ∩ T ′i |+ d

= (d− 1)

∣∣∣∣∣
d⋃
·

i=1

E(S ∩ T ′i )

∣∣∣∣∣ + d = (d− 1)|S|+ d

dla S ∈ S.
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Zatem
P(Sk(p)) =

∑

S∈S
p|S|(1− p)(d−1)|S|+d =

∞∑

n=0

Cd
npn(1− p)(d−1)n+d,

gdzie dla n ≥ 0, d ≥ 2 symbol Cd
n oznacza ilo±¢ poddrzew drzewa T (d-arnego) o wspólnym

korzeniu z T o rozmiarze n:
Cd

n = |{S ∈ S : |S| = n}| .
Wobec tego dla p < 1

P(Sk(p))
(1− p)d

=
∞∑

n=0

Cd
n

(
p(1− p)d−1

)n
,

czyli lewa strona zale»y rosn¡co od p(1− p)d−1. Oznaczaj¡c F (x) =
∑∞

n=0 Cd
nxn (z powy»szych

równo±ci uzasadnionych probabilistycznie wynika, »e szereg jest zbie»ny dla warto±ci funkcji
p(1− p)d−1 na przedziale [0; 1]) mamy

(4) P(Sk(p))
(1− p)d

= F
(
p(1− p)d−1

)
.

Niech ϕ : [0; 1] → R b¦dzie zadana wzorem ϕ(p) = p(1 − p)d−1. Obliczmy jej ekstrema: ϕ ≥ 0,
ϕ(0) = ϕ(1) = 0, czyli

min
p∈[0;1]

ϕ(p) = 0,

za± ϕ(p) > 0 dla p ∈ (0; 1), czyli punkt, w którym ϕ przyjmuje maksimum musi le»e¢ w odcinku
(0; 1) i by¢ zerem pochodnej ϕ:

ϕ′(p) = (1− p)d−1 − p(d− 1)(1− p)d−2 = (1− p)d−2(1− p− p(d− 1)) = (1− p)d−2(1− pd)

i ϕ′(p) = 0 dla p = 1 lub p = 1
d , czyli

maxϕ = ϕ

(
1
d

)
=

1
d

(
d− 1

d

)d−1

=
(d− 1)d−1

dd
.

Poniewa» ϕ(0) = ϕ(1) = 0, a ϕ(p) > 0 dla p ∈ (0; 1), i ϕ′(p) zeruje si¦ tylko dla p = 1
d i

ewentualnie p = 1, to ϕ ro±nie ±ci±le na odcinku
[
0; 1

d

]
i ±ci±le maleje na odcinku

[
1
d ; 1

]
, czyli

ϕ ¹[0; 1
d ]:

[
0;

1
d

]
1�1, na−→

[
0;ϕ

(
1
d

)]

i
ϕ ¹[ 1

d
;1]:

[
1
d
; 1

]
1�1, na−→

[
0;ϕ

(
1
d

)]
.

Niech wi¦c
% : [0; 1]

1�1, na−→ [0; 1]

b¦dzie funkcj¡ ±ci±le malej¡c¡ uto»samiaj¡c¡ punkty odcinka [0; 1], na których ϕ przyjmuje t¦
sam¡ warto±¢, przeprowadzaj¡c odcinek

[
0; 1

d

]
na

[
1
d ; 1

]
i vice-versa:

dla p ≤ 1
d

%(p) := (ϕ ¹[ 1
d
;1])

−1(ϕ(p)) ∈
[
1
d
; 1

]
,

dla p ≥ 1
d

%(p) := (ϕ ¹[0; 1
d ])

−1(ϕ(p)) ∈
[
0;

1
d

]
.
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Tak zde�niowana % jest ±ci±le malej¡ca na odcinku
[
0; 1

d

]
i ±ci±le malej¡ca na odcinku

[
1
d ; 1

]
, wi¦c

i na caªym odcinku [0; 1] (de�nicja %
(

1
d

)
jest poprawna, gdy»

(
ϕ ¹[ 1

d
;1]

)−1
(

ϕ

(
1
d

))
=

1
d

=
(
ϕ ¹[0; 1

d ]
)−1

(
ϕ

(
1
d

))

� ϕ przyjmuje warto±¢ ϕ
(

1
d

)
tylko raz). Zatem dla p > 1

d z równo±ci (4) i z faktu, »e ϕ(p) =
ϕ(%(p)) mamy równo±¢

P(Sk(p))
(1− p)d

= F (ϕ(p)) = F (ϕ(%(p))) =
P(Sk(%(p)))
(1− %(p))d

,

przy czym %(p) < 1
d , wi¦c

(5) P(Sk(p)) =
(1− p)d

(1− %(p))d
P(Sk(%(p))) =

(
1− p

1− %(p)

)d

< 1,

gdy» p > 1
d > %(p) i 1 − p < 1 − %(p), czyli 1−p

1−%(p) < 1. Zatem P(Sk(p)) dla p > 1
d przyjmuje

warto±¢ mniejsz¡ od 1.
Zauwa»my, »e % jest homeomor�zmem odcinka [0; 1], poniewa» % i %−1 s¡ ±ci±le malej¡cymi bi-

jekcjami odcinka [0; 1], a wi¦c przeprowadzaj¡ odcinki otwarte [0; 1] w odcinki otwarte. Poniewa»
a(p) jest niemalej¡c¡, a P(Sk(p)) � nierosn¡c¡ funkcj¡ p, to skoro

lim
p→ 1

d

+
%(p) = %

(
1
d

)
=

1
d

(z ci¡gªo±ci %), to

(6) P
(
Sk( 1

d)
)
≥ lim

p→ 1
d

+
P

(
Sk(p)

)
= lim

p→ 1
d

+

(
1− p

1− %(p)

)d

=

(
1− 1

d

1− 1
d

)d

= 1,

czyli
P

(
Sk( 1

d)
)

= 1.

Podsumowuj¡c
P(Sk(p))

{
= 1 dla p ≤ 1

d
< 1 dla p > 1

d

Ze wzoru (5) wynika, »e P(Sk(p)) jest ci¡gª¡ funkcj¡ p na odcinku
(

1
d ; 1

]
. Z drugiej strony

P(Sk(p)) ma granic¦ prawostronn¡ równ¡ 1 (patrz nierówno±¢ (6)) i jest równe 1 dla p ∈ [
0; 1

d

]
.

Zatem P(Sk(p)), a wraz z ni¡ a(p), jest funkcj¡ ci¡gª¡ zmiennej p, co ko«czy dowód twierdzenia.

4 Pªaszczyzna hiperboliczna
W dalszej cz¦±ci pracy b¦dziemy rozwa»a¢ kraw¦dziow¡ perkolacj¦ Bernoulliego na pewnych
grafach parkieta»y pªaszczyzny hiperbolicznej H2 wielok¡tami.

Fakt 8. Dla dowolnego n ∈ N, n ≥ 3 oraz α ∈ (0; (n−2)π
n ) istnieje wielok¡t foremny na pªasz-

czy¹nie hiperbolicznej (gdzie boki s¡ odcinkami geodezyjnych hiperbolicznych) o wszystkich bokach
równej dªugo±ci i wszystkich k¡tach miary α.
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Uwaga 9. Wielok¡t taki jest dokªadnie jeden z dokªadno±ci¡ do izometrii H2.
Dowody faktu i uwagi jako znanych faktów z geometrii hiperbolicznej pomin¦.

De�nicja 10. �rodkiem wielok¡ta foremnego nazywamy jedyny punkt staªy wspólny dla wszyst-
kich izometrii zachowuj¡cych ten wielok¡t.

De�nicja 11. Klas¦ n-k¡tów hiperbolicznych o k¡cie postaci 2π
k dla pewnego k ∈ Z, k ≥ 2

oznacz¦ przez ΠH2.

Niech A b¦dzie n-k¡tem foremnym klasy ΠH2, za± a1, . . . , an � geodezyjnymi wyznaczonymi
przez jego kolejne boki. Niech grupa izometrii GA b¦dzie zde�niowana nast¦puj¡co:

GA = 〈Sai : i = 1, . . . , n〉,

gdzie Sl oznacza odbicie H2 wzgl¦dem geodezyjnej l.

De�nicja 12. Przez parkieta» pªaszczyzny hiperbolicznej wielok¡tami b¦d¦ rozumiaª tak¡ ro-
dzin¦ wielok¡tów pokrywaj¡cych w sumie caª¡ H2, »e ka»de dwa wielok¡ty z tej rodziny kroj¡
si¦ albo pusto, albo wierzchoªkiem, albo bokiem, albo caªkowicie si¦ (wzajemnie) pokrywaj¡.

Z uproszczonej wersji twierdzenia Poincarégo (np. sformuªowanego jako propozycja 35. w
rozdziale V.B ksi¡»ki [PH]) mo»na wywnioskowa¢ nast¦puj¡cy fakt:

Fakt 13. GA jest tak¡ grup¡ izometrii H2, w której orbita wielok¡ta A stanowi parkieta» pªasz-
czyzny hiperbolicznej.

Uwaga 14. W przypadku, gdy A ma k¡t postaci 2π
2k dla pewnego k ∈ Z, k ≥ 1, to GA jest tzw.

grup¡ Coxetera i powy»szy fakt wynika bezpo±rednio z twierdzenia Poincarégo.
Z kolei gdy A ma k¡t postaci 2π

2k+1 dla pewnego k ∈ Z, k ≥ 1, to nale»y zastosowa¢ twierdze-
nie Poincarégo do innego wielok¡ta, a mianowicie do trójk¡ta prostok¡tnego o wierzchoªkach w
±rodku wielok¡ta A, w ±rodku wybranego jego boku i w ko«cu tego boku. Wówczas korzystaj¡c
z tego, »e ów trójk¡t jest dziedzin¡ fundamentaln¡ dla jego grupy Coxetera (bo ma k¡ty o mia-
rach π

2 , 2π
2(2k+1) i 2π

2n , gdzie n jest ilo±ci¡ boków A) mo»emy dowie±¢, »e orbita wielok¡ta A jest
parkieta»em H2.

De�nicja 15. Zde�niuj¦ wreszcie graf ΓA, na jakim b¦dziemy rozwa»a¢ perkolacj¦, jako graf
parkieta»u pochodz¡cego od A, który oznacz¦ przez ΠA:

ΠA = {g(A) : g ∈ GA}.

Mianowicie niech
V (ΓA) =

⋃

g∈GA

g(V (A)),

gdzie V (A) oznacza zbiór wierzchoªków A, za± rodzin¡ odcinków geodezyjnych reprezentuj¡cych
kraw¦dzie ΓA jest rodzina

Ẽ(Γ̃A) = {g(e) : e � bok A, g ∈ GA},

czyli formalnie

E(ΓA) = {{g(v), g(w)} : v, w � s¡siednie wierzchoªki A, g ∈ GA}.
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Rysunek 4: Graf parkieta»u pªaszczyzny hiperbolicznej pi¦ciok¡tami foremnymi prostok¡tnymi
wraz z grafem dualnym (zaznaczonym na niebiesko).

Pami¦taj¡c o fakcie 13 w kontek±cie uwagi 12 ªatwo si¦ przekona¢, »e dwa odcinki geodezyjne z
rodziny Ẽ(Γ̃A) kroj¡ si¦ pusto, albo jednym ko«cem, albo si¦ pokrywaj¡; zatem tak zde�niowany
graf ΓA = (V (ΓA), E(ΓA)) jest grafem planarnym, którego graf pªaski

Γ̃A = (V (Γ̃A), Ẽ(Γ̃A)),

gdzie V (Γ̃A) = V (ΓA), jest planaryzacj¡ (±ci±lej: tu przyporz¡dkowujemy kraw¦dzi {v, w} odci-
nek geodezyjny o ko«cach v i w, który nale»y do Ẽ(Γ̃A)).

�cianami grafu pªaskiego Γ̃A = (V (ΓA), Ẽ(Γ̃A)) (czyli skªadowymi spójno±ci H2 \⋃
Ẽ(Γ̃A))

s¡ dokªadnie wn¦trza komórek parkieta»u ΠA, czyli int(g(A)) dla g ∈ GA. Graf dualny do
grafu pªaskiego jest to z de�nicji graf na zbiorze ±cian danego grafu, które ª¡czymy w gra�e
dualnym kraw¦dzi¡ wtedy, gdy s¡siaduj¡ poprzez kraw¦d¹ w gra�e oryginalnym. W przypadku
grafu pªaskiego Γ̃A mo»na zrealizowa¢ pªaski graf do« dualny, który oznaczymy przez Γ̃†A, w
nast¦puj¡cy sposób:

Jako wierzchoªki Γ̃†A obierzemy ±rodki ±cian grafu Γ̃A (tzn. ±rodki ich domkni¦¢ jako wielok¡-
tów foremnych), za± jako kraw¦dzie � odcinki geodezyjnych ª¡cz¡cych ±rodki ±cian Γ̃A s¡siadu-
j¡cych przez kraw¦d¹. Zatem ka»da kraw¦d¹ Γ̃†A przecina dokªadnie raz pewn¡ kraw¦d¹ Γ̃A pod
k¡tem prostym (gdy» ±rodki dwóch wielok¡tnych komórek parkieta»u ΠA s¡siaduj¡cych poprzez
kraw¦d¹ s¡ poªo»one symetrycznie wzgl¦dem geodezyjnej zawieraj¡cej t¦ kraw¦d¹). Tak zde�nio-
wany Γ̃†A jest istotnie grafem pªaskim, gdy» dwie ró»ne kraw¦dzie Γ̃†A ª¡cz¡ albo wspólny ±rodek
pewnej ±ciany Γ̃A z dwoma innymi ró»nymi, i wówczas kroj¡ si¦ tym wspólnym ko«cem, albo
ª¡cz¡ ±rodki czterech ró»nych ±cian Γ̃A, a poniewa» ka»da z tych kraw¦dzi zawiera si¦ we wn¦trzu
domkni¦cia sumy dwóch ±cian, których ±rodki ª¡czy, to s¡ one wówczas rozª¡czne. Graf Γ̃†A ma
równie» ±ciany b¦d¡ce wielok¡tami foremnymi: je±li ±ciany Γ̃A s¡ n-k¡tami foremnymi o k¡cie
2π
k , to ±ciany Γ̃†A s¡ k-k¡tami foremnymi o k¡cie 2π

n . �ciany Γ̃†A odpowiadaj¡ w naturalny sposób
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wierzchoªkom Γ̃A tak jak ±ciany Γ̃A odpowiadaj¡ wierzchoªkom Γ̃†A. Wierzchoªki Γ̃A s¡ równie»
±rodkami ±cian Γ̃†A. Formalny graf, którego planaryzacj¡ jest Γ̃†A oznaczymy przez Γ†A. �ciany
Γ̃†A po domkni¦ciu równie» stanowi¡ parkieta» H2, który oznacz¦ przez Π†A. Jest on oczywi±cie
niezmienniczy na dziaªanie grupy GA tak jak ΠA.

Zauwa»my, »e zawsze (Γ̃†A)† = Γ̃A i (Π†A)† = ΠA.

Okazuje si¦, »e dla takiego grafu ΓA istniej¡ obydwa przej±cia fazowe w kraw¦dziowej perkola-
cji Bernoulliego, o których byªa mowa we wst¦pie. Aby to uzasadni¢, zde�niuj¦ pewne wªasno±ci
grafów:

De�nicja 16. Niech G b¦dzie dowolnym grafem. Mówimy, »e graf G:

• jest tranzytywny, gdy jego grupa automor�zmów Aut(G) dziaªa tranzytywnie na jego zbio-
rze wierzchoªków.

• ma jeden koniec, gdy dla dowolnego sko«czonego podzbioru V0 ⊆ V (G) podgraf induko-
wany G\V0 ma tylko jedn¡ niesko«czon¡ skªadow¡ spójno±ci. (Ta de�nicja ma sens przede
wszystkim dla G spójnego niesko«czonego.)

• jest nie±redniowalny, gdy

(∃ε > 0)(∀V0 ⊆ V (G), V0 � sko«czony)(|∂V0| ≥ ε|V0|)
(tu ∂V0 jest zbiorem kraw¦dzi G o dokªadnie jednym ko«cu w zbiorze V0 � podobnie, jak
w cz¦±ci �Drzewa�). Graf G nazywamy ±redniowalnym w przeciwnym przypadku.

Twierdzenie 17. Dla dowolnego wielok¡ta foremnego A klasy ΠH2 i grafu parkieta»u ΓA dla A
zachodz¡ nierówno±ci

0 < pc(ΓA) < pu(ΓA) < 1.

Dowód (szkicowy). Powoªuj¡c si¦ na twierdzenie 1.1 z pracy [hp] potrzebujemy jedynie spraw-
dzi¢ zaªo»enia tego twierdzenia dla grafu ΓA, czyli »e graf ΓA jest zawsze planarny, tranzytywny,
nie±redniowalny, o jednym ko«cu. Wówczas uzyskamy tez¦ owego twierdzenia, to»sam¡ z tez¡
niniejszego twierdzenia.
Planarno±¢ grafu ΓA stwierdzili±my ju» powy»ej.
Tranzytywno±¢ grafu ΓA:

We¹my dwa dowolne wierzchoªki x i y grafu ΓA. Wybierzmy wielok¡ty A1, A2 parkieta»u ΠA

zawieraj¡ce odpowiednio x i y. Wówczas wielok¡t A1 jest przeksztaªcany na A2 przez pewn¡
izometri¦ g ∈ GA, za± g(x) ∈ A2 jest przeksztaªcany na y przez odpowiedni obrót H2 zachowuj¡cy
A2. Zatem x przechodzi na y przez pewn¡ izometri¦ zachowuj¡c¡ parkieta» ΠA, a wi¦c i przez
odpowiadaj¡cy jej automor�zm grafu ΓA. Wobec dowolno±ci x, y ∈ V (ΓA) mamy tranzytywno±¢
ΓA.
Nie±redniowalno±¢ grafu ΓA:

Znajdziemy tak¡ staª¡ ε > 0, »e dla dowolnego sko«czonego zbioru wierzchoªków V0 ⊆ V (ΓA)
zachodzi |∂V0| ≥ ε|V0|. Niech V0 6= ∅ (bez zmniejszenia ogólno±ci) b¦dzie sko«czonym podzbio-
rem V (ΓA), a n, k oznaczaj¡ odpowiednio ilo±¢ boków wielok¡ta A i stopie« grafu ΓA (tak, »e
miara k¡ta wielok¡ta A wynosi 2π

k ). Niech zawsze V †
0 oznacza zbiór ±cian (domkni¦tych) grafu

Γ̃†A odpowiadaj¡cych wierzchoªkom ze zbioru V0, a ∂V †
0 � zbiór kraw¦dzi Γ̃†A dualnych do kraw¦-

dzi ze zbioru ∂V0. Kraw¦dzie z ∂V †
0 s¡ to dokªadnie kraw¦dzie rozgraniczaj¡ce ±ciany Γ̃†A z V †

0 i
spoza V †

0 .
Zaªó»my na pocz¡tek, »e podgraf indukowany ΓA o zbiorze wierzchoªków V0 jest spójny.

Wówczas suma rodziny ±cian
⋃

V †
0 ma spójne wn¦trze w H2. Suma ta jest wielok¡tem, którego
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∂V †
0 jest obwodem, by¢ mo»e niespójnym. Je±li jednak �zalepimy� te skªadowe dopeªnienia

⋃
V †

0 ,
które s¡ ograniczone hiperbolicznie, brakuj¡cymi wielok¡tami parkieta»u Π†A, czyli we¹miemy
zbiór V1 wielok¡tów Π†A le»¡cych poza niesko«czon¡ skªadow¡ spójno±ci H2\⋃ V †

0 , to otrzymamy
jednospójny wielok¡t

⋃
V †

1 o jednospójnym wn¦trzu i o spójnym obwodzie ∂V †
1 b¦d¡cym cyklem

w gra�e Γ̃†A. Zauwa»my, »e |V0| = |V †
0 | ≤ |V †

1 |, za± ∂V †
0 ⊇ ∂V †

1 , czyli

|∂V0|
|V0| ≥

|∂V †
1 |

|V †
1 |

,

zatem oszacowanie od doªu prawej strony da nam »¡dane oszacowanie lewej strony dla zbioru
V0.

Wierzchoªki i kraw¦dzie wielok¡tów z V †
1 tworz¡ podgraf spójny γ grafu Γ̃†A, którego ±cianami

ograniczonymi s¡ wn¦trza tych wielok¡tów. Zatem oznaczaj¡c ich ilo±ci:

W = |V (γ)| K = |E(γ)| S = |V †
1 |

zapisujemy nast¦puj¡co wzór Eulera dla γ:

(7) W −K + S = 1.

Oznaczmy dªugo±¢ obwodu wielok¡ta
⋃

V †
1 (czyli |∂V †

1 |) przez O. Chcemy oszacowa¢ z doªu
stosunek

|∂V †
1 |

|V †
1 |

=
O

S
.

Wówczas poniewa» V †
1 skªada si¦ wyª¡cznie z k-k¡tów (wielok¡tów parkieta»u Π†A), to licz¡c

kraw¦dzie ka»dego z nich z osobna policzymy ka»d¡ kraw¦d¹ obwodu raz, a pozostaªe kraw¦dzie
� po dwa razy, wi¦c mamy równo±¢

(8) kS = 2(K −O) + O = 2K −O.

Poniewa» O jest te» ilo±ci¡ wierzchoªków γ na obwodzie wielok¡ta
⋃

V †
1 , czyli dokªadnie tych,

które nie s¡ wewn¡trz tego wielok¡ta, a stopie« grafu Γ̃†A wynosi n, to licz¡c wierzchoªki ka»dej
ze ±cian z osobna w podobny sposób otrzymujemy nierówno±¢

kS ≥ n(W −O) + O = nW − (n− 1)O.

Bior¡c powy»sz¡ nierówno±¢ i równo±¢ (8) z odpowiednimi wspóªczynnikami i odejmuj¡c stronami
mamy

2kS − nkS ≥ 2(nW − (n− 1)O)− n(2K −O),

czyli korzystaj¡c z (7)

(2k − nk + 2n)S ≥ 2n(W −K + S)− (n− 2)O = 2n− (n− 2)O,

czyli
(nk − 2k − 2n)S = ((n− 2)(k − 2)− 4)S ≤ (n− 2)O − 2n ≤ (n− 2)O,

wi¦c

(9) O

S
≥ (n− 2)(k − 2)− 4

n− 2
.
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Zauwa»my, »e k¡ty wielok¡ta A s¡ mniejsze, ni» euklidesowego n-k¡ta foremnego:

2π

k
<

nπ − 2π

n
,

wi¦c
2n < k(n− 2),

czyli
4 < (k − 2)(n− 2),

czyli (k − 2)(n− 2) ≥ 5 jako liczba naturalna, wi¦c z nierówno±ci (9) mamy

O

S
≥ 1

n− 2
.

Bior¡c ε = 1
n−2 otrzymujemy tez¦ lematu dla V1 jak i równie» V0.

W przypadku ogólnym, gdy wn¦trze
⋃

V †
0 ma niekoniecznie jedn¡ skªadow¡ spójno±ci, roz-

wa»my rodzin¦ {Ui : i ∈ I} skªadowych wn¦trza
⋃

V †
0 (jest ona sko«czona). Dla i ∈ I domkni¦-

cie Ui jest sum¡ odpowiedniej podrodziny rodziny V †
0 . Ta podrodzina jest dobrze okre±lona;

oznaczmy j¡ przez V †
0i. Otó» {V †

0i : i ∈ I} stanowi podziaª rodziny V †
0 (sumuje si¦ bowiem do V †

0 ,
gdy» ka»dy wielok¡t z V †

0 ma wn¦trze w pewnym Ui i wówczas nale»y do V †
0i, a rodziny V †

0i s¡
parami rozª¡czne, gdy» inaczej nie pochodziªyby od ró»nych skª¡dowych wn¦trza

⋃
V †

0 ). Zatem
poniewa» dla ka»dego i ∈ I suma

⋃
V †

0i ma wn¦trze spójne Ui, a »adne dwa wielok¡ty z ró»nych
rodzin V †

0i, V
†
0j nie maj¡ wspólnej kraw¦dzi, to

|∂V †
0i| ≥ |V †

0i|,

wi¦c
|∂V0| = |∂V †

0 | =
∑

i∈I

|∂V †
0i| ≥

∑

i∈I

ε|V †
0i| = ε|V †

0 | = ε|V0|,

co byªo do udowodnienia.
Jeden koniec grafu ΓA:

Je»eli wyrzucimy z grafu Γ̃A sko«czony zbiór wierzchoªków V0, to dowolne dwa wierzchoªki
spo±ród prawie wszystkich wierzchoªków spoza tego zbioru mo»na nadal poª¡czy¢ ±cie»k¡ omija-
j¡c¡ V0. Istotnie, niech kula domkni¦ta B w H2 zawiera zbiór V0 wraz z wielok¡tami parkieta»u
ΠA kroj¡cymi niepusto V0. Wówczas bior¡c dowolne dwa wierzchoªki Γ̃A spoza niej i dowoln¡ ªa-
man¡ w H2 ª¡cz¡c¡ je i omijaj¡c¡ t¦ kul¦, mo»emy skonstruowa¢ marszrut¦ w Γ̃A równie» ª¡cz¡c¡
te wierzchoªki, która biegnie przez kolejne wielok¡ty ΠA odwiedzane przez t¦ ªaman¡ i zreduko-
wa¢ t¦ marszrut¦ do ±cie»ki w Γ̃A, która b¦dzie rozª¡czna z B. Pewna niesko«czona skªadowa
podgrafu indukowanego ΓA \ V0 zawiera zbiór wierzchoªków V (ΓA) \B, który jest kosko«czony,
a wi¦c ta skªadowa jest jedyn¡ niesko«czon¡ skªadow¡ ΓA \ V0, co byªo do udowodnienia.

Tak jak zapowiedziaªem we wst¦pie, wprowadz¦ poni»ej poj¦cie brzegu ko«ca podzbioru pªasz-
czyzny hiperbolicznej Hn, które mo»e pomóc w wyodr¦bnieniu dodatkowego przej±cia fazowego
mi¦dzy prawdopodobie«stwem krytycznym a prawdopodobie«stwem uni�kacji dla grafów par-
kieta»y przestrzeni hiperbolicznej H3. To poj¦cie zde�niuj¦ jednak ogólnie:

De�nicja 18. Niech X b¦dzie dowoln¡ przestrzeni¡ topologiczn¡ caªkowicie regularn¡ (tzn.
speªniaj¡c¡ aksjomat oddzielania T3 1

2
), lokalnie zwart¡. Wówczas:
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• Ko«cem zbioru a ⊆ X nazywamy dowolne odwzorowanie e z rodziny wszystkich zwartych
podzbiorów X w rodzin¦ wszystkich podzbiorów a speªniaj¡ce warunki:

� dla K zwartego e(K) jest skªadow¡ spójno±ci a \K,
� dla K ⊆ K ′ � zwartych

e(K) ⊇ e(K ′).

Niech X̂ b¦dzie dowolnym uzwarceniem X.

• Brzegiem zbioru a ⊆ X nazywamy nast¦puj¡cy podzbiór narostu uzwarcenia X̂:

∂a = aX̂ \X.

• Wreszcie brzegiem ko«ca e zbioru a ⊆ X (tu koniec bierzemy zawsze w przestrzeni uzwar-
canej X) nazywamy zbiór

∂e =
⋂

K⊆X
K � zwarty

∂e(K).

Uwaga 19. W topologii brzegiem standardowo nazywa si¦ ró»nic¦ domkni¦cia i wn¦trza zbioru
w przestrzeni topologicznej. Brzeg w tym sensie b¦dziemy okre±la¢ dla odró»nienia jako brzeg
topologiczny.
Uwaga 20. Zawsze ∂X = X̂ \X jest domkni¦ty w X̂, co udowodnimy poni»ej:

Niech x ∈ X. Znajdziemy otoczenie x rozª¡czne z ∂X. Niech U b¦dzie otoczeniem x w X

warunkowo zwartym w X. Jest ono ±ladem w X pewnego otoczenia U ′ w X̂. Poniewa» U
X

jest zwarte, to jest domkni¦te w X̂ i jest równe U
X̂ . Otó» U ′ ⊆ U

X . Gdyby tak nie byªo,
to U ′ \ U

X byªby niepusty otwarty w X̂ i kroiªby si¦ niepusto z X (gdy» X jest g¦sty w X̂).
Jednak U ′ ∩X = U , wi¦c U ′ ∩X \ U

X = U \ U
X byªby niepusty, co jest sprzeczno±ci¡. Zatem

U ′ ⊆ U
X ⊆ X, wi¦c U ′ = U , czyli U jest otwarty w X̂. Zatem X jest otwarty w X̂, a ∂X �

domkni¦ty (i zwarty).
Rozwa»my teraz dowolny zbiór A ⊆ X i jego koniec e. Wówczas z powy»szego dowodu mamy,

»e dla zwartego K ⊆ X zbiór ∂e(K) jest domkni¦ty w X̂ (i zwarty).
Nale»y zaznaczy¢, »e zawsze ∂e(K) 6= ∅, gdy» e(K) nie jest warunkowo zwarty w X;

w przeciwnym razie bowiem K ∪ e(K)
X byªby zwarty i e(K ∪ e(K)

X
) ∩ e(K)

X
= ∅, ale

e(K ∪ e(K)
X

) ⊆ e(K), czyli e(K ∪ e(K)
X

) jest pusty, co jest niemo»liwe, gdy» jest skªadow¡
spójno±ci.

Podobnie ∂e jako przekrój scentrowanej rodziny zbiorów zwartych niepustych:

∂e =
⋂

K⊆X
K � zwarty

∂e(K)

jest zwarty niepusty. (Rodzina {∂e(K) : K ⊆ X, K � zwarty} jest scentrowana gdy» dla zwartych
K1, . . . , Kn zachodzi ∅ 6= ∂e(K1 ∪ . . . ∪Kn) ⊆ ⋂n

i=1 ∂e(Ki)).

Lemat 21. Dla dowolnej przestrzeni X caªkowicie regularnej i lokalnie zwartej oraz jej dowolnego
uzwarcenia X̂ i dla dowolnego podzbioru a ⊆ X dowolny jego koniec e ma brzeg spójny niepusty.
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Rysunek 5: Dowód lematu 21.

Dowód (lematu). Niepusto±¢ zbioru ∂e pokazali±my ju» w powy»szej uwadze.
Zaªó»my zatem nie wprost, »e ∂e jest niespójny, czyli »e istniej¡ zbiory C i D otwarte w ∂e,

niepuste, rozª¡czne i takie, »e
∂e = C ∪· D.

S¡ one otwarto-domkni¦te w ∂e, wi¦c s¡ zwarte. Poniewa» X̂ jako przestrze« zwarta jest nor-
malna, to istniej¡ rozª¡czne otoczenia U , V zbiorów odpowiednio C i D w X̂. Zatem ∂e ⊆ U ∪· V ,
gdzie U ∪· V jest otwarty w X̂. Udowodni¦, »e istnieje zbiór zwarty K ⊆ X taki, »e

∂e(K) ⊆ U ∪· V.

Otó» rodzina {U ∪ V, (∂e(K))c : K ⊆ X, K � zwarty} jest pokryciem otwartym X̂, gdy»

X̂ = (∂e)c ∪ (U ∪ V ) =
⋃

K⊆X
K � zwarty

(∂e(K))c ∪ (U ∪ V ),

wi¦c istnieje podpokrycie sko«czone {U ∪ V, (∂e(K1))c, . . . , (∂e(Kn))c} dla pewnych zwartych
K1, . . . , Kn ⊆ X. We¹my K =

⋃n
i=1 Ki; wówczas dla i = 1, . . . , n mamy e(K) ⊆ e(Ki), czyli

∂e(K) ⊆ ∂e(Ki), a (∂e(Ki))c ⊆ (∂e(K))c, wi¦c
⋃n

i=1(∂e(Ki))c ⊆ (∂e(K))c, zatem równie»
{U ∪ V, (∂e(K))c} jest pokryciem otwartym X̂, czyli ∂e(K) ⊆ U ∪· V tak jak chcieli±my.

Znajdziemy w ko«cu zwarty nadzbiór K ′ zbioru K, dla którego e(K ′) b¦dzie niespójne (co
b¦dzie sprzeczno±ci¡) dzi¦ki temu, »e e(K ′) ⊆ U ∪· V , ale e(K ′) b¦dzie si¦ kroiªo niepusto zarówno
z U jak i z V .
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Udowodnimy jeszcze przedtem, »e e(K) \ (U ∪ V ) jest warunkowo zwarty w X, czyli »e
e(K) \ (U ∪ V )

X̂ ⊆ X. Gdyby istniaª p ∈ ∂X ∩ e(K) \ (U ∪ V )
X̂ , to

p ∈ ∂X ∩ e(K)
X̂

= ∂e(K) ⊆ U ∪ V,

ale wówczas p le»aªby poza zbiorem domkni¦tym X̂ \ (U ∪V ) zawieraj¡cym e(K)\ (U ∪V ), czyli
p /∈ e(K) \ (U ∪ V )

X̂ � sprzeczno±¢. Niech zatem

K ′ = K ∪ e(K) \ (U ∪ V )
X̂

b¦dzie zwartym podzbiorem X. Wówczas

e(K ′) ⊆ e(K) \K ′ ⊆ e(K) ∩ (U ∪· V ) ⊆ U ∪· V,

za±
∂e(K ′) ⊆ ∂e(K) ⊆ U ∪· V,

a poniewa»
C ∪· D = ∂e ⊆ ∂e(K ′),

to ∂e(K ′) kroi si¦ niepusto z U oraz V , wi¦c e(K ′) równie» (bo inaczej e(K ′)
X̂ i jego podzbiór

∂e(K ′) zawieraªyby si¦ w jednym ze zbiorów domkni¦tych U c, V c wraz z e(K ′)). Zatem e(K ′)
nie jest spójny, co jest sprzeczne z de�nicj¡ ko«ca. To ko«czy dowód lematu.

Uwaga 22. W przypadku przestrzeni hiperbolicznych Hn dla n = 1, 2, . . . mówi¡c o brzegach
i brzegach ko«ców b¦d¦ miaª na my±li uzwarcenie Hn w modelu dyskowym Poincarégo b¦d¡ce
domkni¦ciem do dysku domkni¦tego (które oznaczymy przez Ĥn) tak, »e narostem uzwarcenia
b¦dzie standardowo rozumiany brzeg przestrzeni hiperbolicznej Hn. W ten sposób mo»na na
Ĥn równie» rozwa»a¢ metryk¦ euklidesow¡, jednak domy±ln¡ metryk¡ na Hn b¦dzie metryka
hiperboliczna, chyba »e zostanie zaznaczone inaczej.

Zanim sformuªuj¦ gªówne twierdzenie, wykluczaj¡ce przej±cie fazowe de�niowane przy po-
mocy brzegów ko«ców niesko«czonych klastrów perkolacji dla grafów parkieta»y H2, udowodni¦
kilka lematów.

Pªaszczyzn¦ hiperboliczn¡ H2 rozwa»am zawsze w modelu dyskowym Poincarégo jako koªo
jednostkowe na R2, którego ±rodek oznacz¦ przez O.

Oznaczenie 23. Niech odt¡d a» do ko«ca pracy A b¦dzie pi¦ciok¡tem foremnym prostok¡tnym
w H2.

Nast¦puj¡c¡ obserwacj¦ przyjmuj¦ za intuicyjnie oczywist¡, wi¦c pozostawi¦ j¡ bez dowodu.

Obserwacja 24. Dla dowolnego ε > 0 istnieje δ > 0 takie, »e dla dowolnego punktu x ∈ H2

le»¡cego euklidesowo (tzn. w modelu Poincarégo) w odlegªo±ci od brzegu H2 mniejszej od δ ±rednica
euklidesowa mniejszej póªpªaszczyzny hiperbolicznej ograniczonej przez geodezyjn¡ przechodz¡c¡
przez x prostopadª¡ do odcinka geodezyjnego [O;x] wynosi mniej ni» ε.

Lemat 25. Dla dowolnego otwartego ªuku Φ okr¦gu b¦d¡cego brzegiem H2 istnieje wierzchoªek x
grafu Γ̃A i dwie kraw¦dzie Γ̃A incydentne z x, które wyznaczaj¡ ramiona k¡ta prostego (hiperbo-
licznego) o brzegu zawartym w Φ.
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Dowód. Niech H b¦dzie póªpªaszczyzn¡ H2, której brzeg zawiera si¦ w Φ (jej istnienie wynika
z obserwacji 24). (Ów brzeg jest zawsze ªukiem okr¦gu ∂H2 o ko«cach b¦d¡cych brzegowymi
ko«cami geodezyjnej ograniczaj¡cej H). Niech x b¦dzie wierzchoªkiem Γ̃A le»¡cym we wn¦trzu
H. Taki wierzchoªek istnieje, gdy» dla pewnego r > 0 dowolna kula hiperboliczna o promieniu
r zawiera we wn¦trzu pewien wierzchoªek Γ̃A (np. dla r > diam(A)) i pewna taka kula zawiera
si¦ w H, gdy» np. kul¦ hiperboliczn¡ o ±rodku O i promieniu r mo»na przeksztaªci¢ w H za
pomoc¡ odpowiedniego przesuni¦cia hiperbolicznego. Kraw¦dzie incydentne z wierzchoªkiem x
wyznaczaj¡ dwie prostopadªe geodezyjne. Poniewa» ka»da z nich przecina geodezyjn¡ bdH2H
(brzeg topologiczny) ograniczaj¡c¡ H co najwy»ej raz, a x le»y we wn¦trzu H, to pewna skªadowa
ka»dej z tych dwóch geodezyjnych rozspojonych przez punkt x le»y w caªo±ci w H. Rozwa»my
te dwie prostopadªe póªproste hiperboliczne. W sumie z {x} s¡ one ramionami hiperbolicznego
k¡ta prostego. Poniewa» ramiona te zawieraj¡ si¦ w H i ich suma rozspaja H2 na wn¦trze i
dopeªnienie owego k¡ta, podobnie bdH2H rozspaja H2 na dwie skªadowe spójno±ci, to albo ów
k¡t le»y we wn¦trzu H albo jego k¡t dopeªniczy. W drugim przypadku mamy do czynienia z
k¡tem miary 3

2π, wi¦c mo»na wybra¢ jeden z trzech k¡tów prostych zawartych w nim, równie»
wytyczonych przez dwie geodezyjne zawieraj¡ce ramiona caªego k¡ta (a wi¦c wybra¢ k¡t prosty
przylegªy albo wierzchoªkowy do k¡ta prostego, który okazaª si¦ nie by¢ zawarty w H). Tak wi¦c
mo»emy wybra¢ k¡t prosty zgodny w powy»szym sensie z grafem Γ̃A, zawarty w H. Jego brzeg
jest zawarty w brzegu H, a wi¦c i w ªuku Φ (gdy» operacja ∂ brania brzegu zbioru jest zawsze
monotoniczna ze wzgl¦du na zawieranie zbiorów). Zatem obrany k¡t prosty speªnia warunki tezy
lematu.

Lemat 26. Dla dowolnego ªuku otwartego Φ okr¦gu ∂H2 zarówno w graf Γ̃A jak i w graf Γ̃†A
mo»na zanurzy¢ niesko«czone peªne drzewo binarne, którego brzeg zawiera si¦ w ªuku Φ, a ka»da
jego ±cie»ka niesko«czona (o pocz¡tku w korzeniu) ma granic¦ euklidesow¡ na ∂H2 (dokªadnie:
na Φ).

Dowód. Niech α bedzie k¡tem z poprzedniego lematu o brzegu zawartym w Φ i wierzchoªku
v ∈ V (Γ̃A), za± l0 i l1 � geodezyjnymi wyznaczonymi odpowiednio przez obydwa jego ramiona.
Niech S0 b¦dzie przesuni¦ciem wzdªu» l0 takim, »e S0(v) jest s¡siadem v w Γ̃A le»¡cym na
ramieniu k¡ta α zawartym w l0, za± S1 niech b¦dzie analogicznym przesuni¦ciem wzdªu» l1. S0 i
S1 indukuj¡ automor�zmy grafu Γ̃A i zachowuj¡ parkieta» ΠA (gdy» ka»de z nich przeprowadza
pewien wielok¡t parkieta»u na inny), wi¦c indukuj¡ równie» automor�zmy grafu Γ̃†A. Zauwa»my,
»e geodezyjna S0(l1) jest równolegªa, nieasymptotyczna do l1, podobnie S1(l0) do l0 oraz S0(l1)
do S1(l0) (bo inaczej utworzyªby si¦ trójk¡t hiperboliczny o sumie k¡tów przynajmniej π � patrz
rys. � co jest niemo»liwe). Ponadto k¡ty S0(α), S1(α) zawieraj¡ si¦ w α. S¡ one jednak rozª¡czne,
gdy» S0(l1) i S1(l0) s¡ rozª¡czne.

Niech wierzchoªki niesko«czonego peªnego drzewa binarnego T b¦d¡ reprezentowane przez
sªowa nad alfabetem zerojedynkowym (zbiór wszystkich takich sªów oznacz¦ przez L) w nast¦-
puj¡cy (standardowy) sposób:

• korze« drzewa jest reprezentowany przez sªowo ε (sªowo puste);

• lewe dziecko wierzchoªka reprezentowanego przez dowolne sªowo w jest reprezentowane
przez w0, a prawe � przez w1.

My±lmy, »e V (T ) = L. Dla sªowa w = a1a2 · · · an ∈ L, gdzie a1, . . . , an ∈ {0; 1} niech

Sw = Sa1 ◦ . . . ◦ San

(w szczególno±ci Sε = IdH2).
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Rysunek 6: Dowód lematu 26 � pocz¡tek.

Wówczas oczywi±cie Sw(α) ⊆ α.
Niech ϕ : L → V (Γ̃A) b¦dzie dane wzorem

ϕ(w) = Sw(v).

Zauwa»my, »e ϕ(L) ⊆ α, gdy» v ∈ α. Udowodni¦, »e ϕ jest izomor�cznym zanurzeniem drzewa
T w ΓA. Wystarczy udowodni¢, »e ϕ jest ró»nowarto±ciowe i zachowuje s¡siedztwo wierzchoªków:
Ró»nowarto±ciowo±¢ ϕ:

Niech w′ 6= w′′, w′, w′′ ∈ L. Niech w b¦dzie ich najdªu»szym wspólnym pre�ksem. Wówczas
albo istniej¡ w1, w2 takie, »e

w′ = w0w1 i w′′ = w1w2,

albo w′ jest wªa±ciwym pre�ksem w′′, czyli istnieje w1 6= ε takie, »e

w′ = w i w′′ = ww1

� bez straty ogólno±ci (ewentualnie mo»na zamieni¢ rolami w′ i w′′).
W pierwszym przypadku

ϕ(w′) = Sw(S0(Sw1(v))),

a
ϕ(w′′) = Sw(S1(Sw2(v))).

Poniewa» S0(α) i S1(α) s¡ rozª¡czne, to

S0(Sw1(v)) 6= S1(Sw2(v)),

a poniewa» Sw jest bijekcj¡, to

ϕ(w′) = Sw(S0(Sw1(v))) 6= Sw(S1(Sw2(v))) = ϕ(w′′).
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Za± w drugim przypadku
ϕ(w′) = Sw(v) 6= Sw(Sw1(v)),

gdy» podobnie v 6= Sw1(v), bo v /∈ S0(α) i v /∈ S1(α), a w1 6= ε.
Zachowywanie s¡siedztwa przez ϕ:

Rozwa»my wierzchoªki T poª¡czone kraw¦dzi¡; jeden z nich jest wówczas dzieckiem drugiego,
czyli s¡ to w i wa dla pewnych w ∈ L i a ∈ {0; 1}. Wówczas ϕ(wa) = Sw(Sa(v)) i ϕ(w) = Sw(v),
a skoro v jest s¡siadem Sa(v) w ΓA i Sw ¹V (ΓA) jest automor�zmem grafu ΓA, to ϕ(wa) jest
s¡siadem ϕ(w) w ΓA.

Zatem ϕ jest istotnie izomor�cznym zanurzeniem drzewa T w graf ΓA.
Poniewa» ϕ(L) ⊆ α, a ka»da kraw¦d¹ ª¡cz¡ca wierzchoªki Γ̃A le»¡ce w α równie» le»y w α

(gdy» póªpªaszczyzna w H2, a wi¦c i k¡t wypukªy zawsze zawiera odcinek geodezyjny wraz z jego
ko«cami), to ϕ(T ) jako zanurzony podgraf Γ̃A zawiera si¦ w α, a wi¦c jego brzeg zawiera si¦ w
∂α.

Rozwa»my teraz dowoln¡ ±cie»k¦ P w drzewie T o pocz¡tku w korzeniu (i jej obraz przez
ϕ). Jest ona reprezentowana przez niesko«czony ci¡g zerojedynkowy w tak, »e jej wierzchoªki
s¡ sko«czonymi pre�ksami w. Niech P̃ oznacza krzyw¡ w H2 utworzon¡ przez kolejne obrazy
wierzchoªków P przez ϕ i kraw¦dzie grafu Γ̃A b¦d¡ce obrazami kolejnych kraw¦dzi P . Dokªadniej
mówi¡c

P̃ =
∞⋃

n=1

[Sw¹n−1(v);Sw¹n(v)],

gdzie w ¹n oznacza pre�ks w dªugo±ci n, a [x; y] � odcinek geodezyjnej o ko«cach x, y ∈ H2. (P̃
mo»e by¢ sparametryzowana np. póªprost¡ [0;∞) tak, »e wierzchoªki P̃ odpowiadaj¡ parametrom
naturalnym.) Mamy udowodni¢, »e ±cie»ka ϕ(P ) w gra�e Γ̃A ma granic¦ na brzegu H2, a ±ci±lej,
»e krzywa P̃ zbiega do pewnego punktu ∂H2.

Oznaczmy przez w|n2
n1

podsªowo w zaczynaj¡ce si¦ od pozycji n1, a ko«cz¡ce na pozycji n2 dla
naturalnych n1, n2 takich, »e n1 − 1 ≤ n2 (gdy n2 = n1 − 1, to w|n2

n1
= ε). Otó» dla dowolnego

k ∈ N krzywa P̃ od pewnego miejsca le»y ju» caªy czas w Sw¹k
(α). Jest tak, poniewa» dla k ∈ N

zachodzi równo±¢

P̃ =
k⋃

n=1

[Sw¹n−1(v);Sw¹n(v)] ∪
∞⋃

n=k+1

Sw¹k
([Sw|n−1

k+1
(v);Sw|nk+1

(v)]),

gdy» Sw¹k
jest izometri¡ i przeksztaªca odcinki geodezyjne na odcinki geodezyjne, zatem

P̃ ⊆
k⋃

n=1

[Sw¹n−1(v);Sw¹n(v)] ∪ Sw¹k
(α).

Zauwa»my, »e je±li dowolny zbiór B ⊆ H2 zsumujemy ze zbiorem zwartym K ⊆ H2, to
brzeg ∂B = ∂(B ∪ K) (ten fakt zachodzi równie» w dowolnej przestrzeni uzwarconej z de�-
nicji 18). Wobec tego ∂P̃ ⊆ ∂(Sw¹k

(α)) dla dowolnego k ∈ N (bior¡c B = Sw¹k
(α) i K =⋃k

n=1[Sw¹n−1(v);Sw¹n(v)]), czyli

∂P̃ ⊆
∞⋂

k=0

∂(Sw¹k
(α)).

Udowodni¦, »e zbiór
⋂∞

k=0 ∂(Sw¹k
(α)) jest jednopunktowy. Otó» dla ka»dego k naturalnego

∂(Sw¹k
(α)) jest domkni¦tym ªukiem okr¦gu ∂H2 (gdy» Sw¹k

(α) jest k¡tem). Poniewa» dla k1 < k2

Sw¹k2
(α) = Sw¹k1

◦ S
w|k2

k1+1

(α) ⊆ Sw¹k1
(α),
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Rysunek 7: Dowód lematu 26 � porównanie warto±ci dk i dk+1.

to rodzina {∂(Sw¹k
(α))}k∈N jest zst¦puj¡c¡ rodzin¡ zwartych ªuków okr¦gu ∂H2, wi¦c jej przekrój

te» jest ªukiem domkni¦tym okr¦gu ∂H2. Zaªo»my nie wprost, »e nie jest on zdegenerowany do
punktu. Dla dowolnej póªpªaszczyzny H2 i k¡ta hiperbolicznego wypukªego o brzegu zawieraj¡-
cym brzeg tej póªpªaszczyzny ów k¡t zawiera t¦ póªpªaszczyzn¦, gdy» jest on przekrojem dwóch
póªpªaszczyzn H2, a je±li brzeg jednej póªpªaszczyzny H2 zawiera brzeg drugiej póªpªaszczyzny
H2, to ta pierwsza zawiera t¦ drug¡. Wobec tego póªpªaszczyzna H2 o brzegu zawartym w ªuku⋂∞

k=0 ∂(Sw¹k
(α)) (taka istnieje) zawiera si¦ w

⋂∞
k=0 Sw¹k

(α). W szczególno±ci
⋂∞

k=0 Sw¹k
(α) 6= ∅.

Niech wi¦c x ∈ ⋂∞
k=0 Sw¹k

(α). Niech dla k naturalnych dk b¦dzie sum¡ odlegªo±ci hiperbolicz-
nych punktu x od obydwu geodezyjnych zawieraj¡cych ramiona k¡ta Sw¹k

(α), tzn. od Sw¹k
(l0) i

Sw¹k
(l1). Porównajmy warto±ci dk i dk+1. Otó»

Sw¹k+1
(α) = Sw¹k

◦ Sw(k+1)(α) = Sw¹k
◦ Sw(k+1) ◦ S−1

w¹k
(Sw¹k

(α)),

przy czym Sw¹k
◦ Sw(k+1) ◦ S−1

w¹k
jest przesuni¦ciem sprz¦»onym do Sw(k+1), czyli przesuni¦ciem

wzdªu» prostej Sw¹k
(lw(k+1)) w kierunku ramienia k¡ta Sw¹k

(α) wyznaczaj¡cego Sw¹k
(lw(k+1)).

Przeksztaªcenie to zachowuje geodezyjn¡ Sw¹k
(lw(k+1)), a wzdªu» niej przesuwa prostopadª¡ geo-

dezyjn¡ Sw¹k
(l1−w(k+1)) o odlegªo±¢ c > 0 równ¡ dªugo±ci kraw¦dzi w Γ̃A. Zatem

Sw¹k
(lw(k+1)) = Sw¹k+1

(lw(k+1)) i dist(Sw¹k
(l1−w(k+1)), Sw¹k+1

(l1−w(k+1))) = c.

Niech h b¦dzie punktem realizuj¡cym na geodezyjnej Sw¹k
(l1−w(k+1)) minimaln¡ odlegªo±¢ do x.

Wówczas Sw¹k+1
(l1−w(k+1)) na pewno przecina odcinek geodezyjnej [x; h] w punkcie odlegªym

od h o co najmniej c, wi¦c odlegªo±¢ x do Sw¹k+1
(l1−w(k+1)) jest o co najmniej c mniejsza ni»

do Sw¹k
(l1−w(k+1)), a odlegªo±ci x do Sw¹k+1

(lw(k+1)) i do Sw¹k
(lw(k+1)) s¡ takie same. Zatem

dk+1 ≤ dk − c, co przy warunku 0 ≤ dk < ∞ dla k ∈ N daje sprzeczno±¢, bo c = const. Zatem⋂∞
k=0 ∂(Sw¹k

(α)) jest co najwy»ej jednopunktowy.
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Rysunek 8: Drzewa zanurzone w graf Γ̃A i Γ̃†A w dowodzie lematu 26.

Nale»y jeszcze zaznaczy¢, »e krzywa P̃ (sparametryzowana póªprost¡ dodatni¡) nie ma punk-
tów skupienia w H2 (poza trywialnym zawieraniem punktów), bo dowolna kula hiperboliczna
kroi sko«czenie wiele kraw¦dzi i wierzchoªków Γ̃A i krzywa P̃ od pewnego momentu do tej
kuli nie wraca, zatem jedynym punktem skupienia i granic¡ krzywej P̃ jest jedyny element⋂∞

k=0 ∂(Sw¹k
(α)). Nale»y on do Φ jako element brzegu podzbioru α, bo ∂α ⊆ Φ.

W podobny sposób zanurzamy drzewo T w graf pªaski Γ̃†A: niech ϕ† : L → V (Γ̃†A) b¦dzie
dane wzorem

ϕ†(w) = Sw(v†),

gdzie v† jest ±rodkiem pi¦ciok¡ta parkieta»u ΠA, którego k¡tem jest α. Podobnie, jak w przy-
padku ϕ, dowodzimy, »e ϕ† jest ró»nowarto±ciowe (korzystaj¡c z tego, »e v† /∈ S0(α) ∪ S1(α),
ale v† ∈ α) i zachowuje s¡siedztwo wierzchoªków (gdy» v† jest s¡siadem S0(v†) i S1(v†) w gra-
�e Γ†A), wi¦c ϕ† jest izomor�cznym zanurzeniem drzewa T w graf Γ†A. Równie» podobnie, jak
dla ϕ, podgraf pªaski ϕ†(T ) grafu Γ̃†A zawiera si¦ w α i jego brzeg zawiera si¦ w ∂α. W ko«cu
analogiczny rachunek pokazuje, »e dla dowolnej ±cie»ki P w drzewie T reprezentowanej przez nie-
sko«czony ci¡g zerojedynkowy w jej zanurzenie przez ϕ† jako krzywa nieograniczona P̃ † ma brzeg
zawarty w

⋂∞
k=0 ∂(Sw¹k

(α)), który, jak ju» wiemy, jest jednopunktowy, i jego jedyny element jest
w analogiczny sposób granic¡ P̃ †. To ko«czy dowód lematu.
Uwaga 27. Nast¦puj¡ce twierdzenie sformuªuj¦ dla grafu Γ̃A oraz Γ̃†A. Oznacz¦ wi¦c dla wygody
przez A† wielok¡t b¦d¡cy domkni¦ciem ±ciany grafu Γ̃†A tak, »e Γ̃†A = Γ̃A† . Twierdzenie jest gªów-
nym twierdzeniem pracy i dotyczy ±rodkowej fazy perkolacji (tzn. gdy mamy p. n. niesko«czenie
wiele niesko«czonych klastrów, czyli pc(ΓB) < p < pu(ΓB), gdzie pc(ΓB), pu(ΓB) s¡ odpowiednio
prawdopodobie«stwem krytycznym i uni�kacji dla grafu ΓB = ΓA lub ΓB = Γ†A).
Twierdzenie 28. W ±rodkowej fazie dla kraw¦dziowej perkolacji Bernoulliego z prawdopodobie«-
stwem p wylosowania pojedynczej kraw¦dzi na gra�e ΓB, gdzie B = A lub B = A† p. n. ka»dy
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koniec ka»dej skªadowej niesko«czonej ma jednopunktowy brzeg.

Dowód. Niech ω(p) oznacza losowy podgraf procesu perkolacyjnego z twierdzenia, gdzie p jest
prawdopodobie«stwem wylosowania pojedynczej kraw¦dzi.

Z lematu 21 wynika, »e ka»dy koniec dowolnego podzbioru H2 ma brzeg b¦d¡cy ªukiem
domkni¦tym ∂H2 (by¢ mo»e punktem albo caªym okr¦giem). Teza twierdzenia mówi, »e w
przypadku niesko«czonych klastrów ω(p) p. n. s¡ to zawsze ªuki zdegenerowane do punktów.

De�nicja 29. Dla wielok¡ta foremnego B klasy ΠH2 i dla kraw¦dzi e ∈ Γ̃B niech e† oznacza
kraw¦d¹ w Γ̃†B dualn¡ do e, tzn. jedyn¡ kraw¦d¹ Γ̃†B kroj¡c¡ si¦ niepusto z e. Operacja brania
kraw¦dzi dualnej jest bijekcj¡ mi¦dzy Ẽ(Γ̃B) i Ẽ(Γ̃†B). Niech dla podgrafu γ grafu Γ̃B

γ† = (V (Γ̃†B), {e† : e /∈ γ}).

Uwaga 30. Zauwa»my, »e w istocie ω(p)† z powy»szej de�nicji jest losowym podgrafem w kraw¦-
dziowej perkolacji Bernoulliego na gra�e Γ̃†B z prawdopodobie«stwem 1 − p wylosowania poje-
dynczej kraw¦dzi, gdy» rodzina zdarze«

{{e† ∈ ω(p)†} : e† ∈ Ẽ(Γ̃†B)} = {{e /∈ ω(p)} : e ∈ Ẽ(Γ̃B)}

jest rodzin¡ zdarze« stochastycznie niezale»nych o prawdopodobie«stwie 1− p ka»de.

Lemat 31. Dla p > 1
2 p. n. zbiór punktów ∂H2 b¦d¡cych granicami ±cie»ek niesko«czonych w

ω(p) jest g¦sty w ∂H2. Podobnie dla p < 1
2 zbiór ów jest g¦sty dla ω(p)†.

Dowód (lematu). Niech Φ b¦dzie dowolnym ªukiem otwartym w ∂H2 i niech p > 1
2 . Wówczas z

lematu 26 istnieje podgraf pªaski T̃ grafu Γ̃B b¦d¡cy peªnym niesko«czonym drzewem binarnym,
którego ka»da ±cie»ka niesko«czona wychodz¡ca z korzenia ma granic¦ w Φ. Wobec tego ka»da
±cie»ka niesko«czona w owym drzewie ma granic¦ w Φ, gdy» od pewnego miejsca pokrywa si¦ z
pewn¡ ±cie»k¡ o pocz¡tku w korzeniu T̃ .

Niech T b¦dzie odpowiadaj¡cym T̃ podgrafem ΓB. Poniewa» obci¦cie ω(p) do grafu T jest
odpowiednim procesem perkolacyjnym na T , to skoro p > 1

2 w drzewie T zachodzi perkolacja
(z twierdzenia 4) i p. n. istnieje niesko«czona ±cie»ka w T ∩ ω(p). Jest ona wówczas w wersji
pªaskiej zbie»na do pewnego punktu Φ. Zatem dla dowolnego ªuku otwartego w ∂H2 p. n.
istnieje niesko«czona ±cie»ka w ω(p) maj¡ca granic¦ w tym ªuku.

We¹my baz¦ B topologii okr¦gu ∂H2 zªo»on¡ z przeliczalnej ilo±ci ªuków otwartych. Wówczas
dla ka»dego ªuku Φ ∈ B p. n. istnieje ±cie»ka zbie»na do pewnego jego punktu, a wi¦c p. n. dla
ka»dego Φ ∈ B istnieje taka ±cie»ka, gdy» jest to przeliczalny przekrój zdarze« prawie pewnych.
Zdarzenie to poci¡ga g¦sto±¢ zbioru takich granic w ∂H2.

Dowód ten zostaª przeprowadzony ogólnie dla Γ̃B b¦d¡cego Γ̃A lub Γ̃†A, wi¦c dla przypadku
p < 1

2 i procesu ω(p)† wystarczy powoªa¢ si¦ na uwag¦ 30 i stwierdzi¢, »e ω(p)† jest procesem
perkolacyjnym na jednym z tych grafów z prawdopodobie«stwem wylosowania kraw¦dzi wi¦kszym
od 1

2 i speªnia tez¦ lematu na mocy jego pierwszej cz¦±ci.

Nast¦pny lemat ma charakter geometryczno-topologiczny.

Lemat 32. Niech γ b¦dzie podgrafem Γ̃B, przy czym V (γ) = V (Γ̃B). Je±li γ lub γ† ma g¦sty w
∂H2 zbiór granic swoich ±cie»ek (w sensie takim jak w powy»szym lemacie), za± γ ma niesko«-
czenie wiele niesko«czonych skªadowych spójno±ci i ka»da póªpªaszczyzna H2 przecina niepusto
niesko«czenie wiele spo±ród nich, to wówczas ka»dy koniec ka»dej niesko«czonej skªadowej γ ma
brzeg jednopunktowy.
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Rysunek 9: Pierwsza cz¦±¢ punktu 1 (albo podobny punkt 2) dowodu lematu 32.

Dowód (lematu). Zaªó»my nie wprost, »e pewien koniec e pewnej niesko«czonej skªadowej a
grafu γ ma brzeg b¦d¡cy niezdegenerowanym ªukiem okr¦gu ∂H2. Niech Φ b¦dzie wn¦trzem tego
ªuku. Rozwa»¦ dwa przypadki:

Przyp. 1. Zbiór granic ±cie»ek grafu γ le»y g¦sto w ∂H2.
Wówczas istniej¡ w Φ trzy ró»ne granice odpowiednio trzech ró»nych ±cie»ek γ. Mo»emy

»¡da¢, aby te trzy ±cie»ki byªy parami rozª¡czne (mo»emy je urozª¡czni¢ odpowiednio je skracaj¡c,
gdy» maj¡ ró»ne granice). Oznaczmy ich zbiór przez P. Udowodni¦ najpierw, »e przynajmniej
dwie z tych ±cie»ek, powiedzmy P1 6= P2, �le»¡ w ko«cu� e, tzn. dla dowolnego K ⊆ H2 zwartego
ich niesko«czone ogony po wyrzuceniu K (czyli jedyne nieograniczone skªadowe P1 \K, P2 \K),
albo innymi sªowy e1(K), e2(K), gdzie e1, e2 s¡ jedynymi ko«cami odpowiednio P1 i P2, le»¡ w
e(K).

Gdyby tak nie byªo, to pewne pozostaªe dwie ró»ne ±cie»ki P ′
1, P

′
2 ∈ P nie miaªyby tej

wªasno±ci, czyli istniaªyby zwarte K1, K2 ⊆ H2 odpowiednio dla P ′
1, P

′
2 takie, »e ei(Ki)∩e(Ki) = ∅

dla i = 1, 2. Niech wówczas B b¦dzie kul¡ domkni¦t¡ w H2 zawieraj¡c¡ K1 ∪K2 i zahaczaj¡c¡ o
P ′

1, P ′
2. Wówczas tak»e ei(B) ∩ e(B) = ∅ dla i = 1, 2 (gdy» ei(B) ⊆ ei(Ki) oraz e(B) ⊆ e(Ki)).

H2 \ B tworzy pier±cie« (bez wewn¦trznego brzegu) rozspajany przez ªuki bez jednych ko«ców:
e1(B) ∪ ∂P ′

1 oraz e2(B) ∪ ∂P ′
2 na dwie skªadowe, które zawieraj¡ odpowiednio skªadowe zbioru

∂H2 \ (∂P ′
1 ∪ ∂P ′

2). Zatem e(B) zawiera si¦ w jednej ze skªadowych zbioru

Ĥ2 \ (B ∪ (e1(B) ∪ ∂P ′
1) ∪ (e2(B) ∪ ∂P ′

2))

i równie» e(B)
bH2

jest rozª¡czny z drug¡ skªadow¡ tego zbioru, ale Φ (a wi¦c równie» ∂e oraz
∂e(B)) kroi si¦ niepusto z obydwiema skªadowymi, gdy» np. punkt zbioru ∂P ′

1 le»y w Φ, co daje
sprzeczno±¢.
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Rysunek 10: Druga cz¦±¢ punktu 1 dowodu lematu 32.

Rysunek 11: Rys. 10 z dodan¡ krzyw¡ P ′.
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Wobec tego niech P1 6= P2 z P maj¡ �wspólny koniec� z e. Niech P0 b¦dzie najkrótsz¡ ±cie»k¡
w γ ª¡cz¡c¡ P1 z P2. Wówczas jeden jej koniec le»y w P1, a drugi w P2 i »aden z jej wierzchoªków
wewn¦trznych nie le»y w P1 ∪P2. Oznaczmy nieograniczone krzywe zawarte odpowiednio w P1 i
P2 o pocz¡tkach b¦d¡cych ko«cami P0 odpowiednio przez P1 ¹P0 , P2 ¹P0 . Krzywe P1 ¹P0 , P2 ¹P0

w sumie z P0 i granicami P1 i P2 tworz¡ ªuk σ:

σ = (P1 ¹P0 ∪∂P1) ∪ (P2 ¹P0 ∪∂P2) ∪ P0 ⊆ a

rozspajaj¡cy Ĥ2 na dwie skªadowe C i D, których brzegami s¡ ªuki ∂H2 pokrywaj¡ce w sumie
∂H2 o ko«cach b¦d¡cych odpowiednio punktami zbiorów ∂P1 i ∂P2 (patrz: rys. 10). Zatem z
domkni¦to±ci σ w Ĥ2 istniej¡ punkty na ka»dym z tych ªuków o otoczeniach w H2 rozª¡cznych z
σ. Mo»na zatem obra¢ dwie póªpªaszczyzny HC , HD w H2 zawarte odpowiednio w C i D (np.
zawarte w owych otoczeniach). Poniewa» ka»da z nich kroi si¦ niepusto z niesko«czenie wieloma
niesko«czonymi skªadowymi grafu γ, to w szczególno±ci istniej¡ dwie ró»ne skªadowe γ inne ni»
a, zawarte odpowiednio w C i D. Nazwijmy je odpowiednio c i d. Niech domkni¦ta kula B w
H2 zahacza o obydwa te klastry oraz o P1 ¹P0 i P2 ¹P0 . Niech e1, e2 b¦d¡ jedynymi ko«cami
odpowiednio P1 i P2. Wówczas B ∪ e1(B) ∪ e2(B) rozspaja H2 na dwie skªadowe (podobnie jak
w pierwszej cz¦±ci dowodu, tylko »e tam rozwa»ali±my Ĥ2). Niech

K = B ∪ (σ \ ((e1(B) ∪ ∂P1) ∪ (e2(B) ∪ ∂P2)))

(jest to zwarty podzbiór H2, gdy» e1(B) ∪ ∂P1, e2(B) ∪ ∂P2 s¡ otwarte w σ). Mi¦dzy e1(K) i
e2(K) istnieje ª¡cz¡ca je ±cie»ka w γ omijaj¡ca zbiór K, gdy» e1 i e2 le»¡ �w ko«cu� e. Niech P ′

b¦dzie najkrótsz¡ tak¡ ±cie»k¡. Ma ona ko«ce odpowiednio w e1(K) i e2(K) i »adnych innych
wierzchoªków w e1(K)∪ e2(K). Jest zatem ªukiem w C

bH2

lub D
bH2

, gdy» jest rozª¡czna z σ poza
ko«cami. Zaªó»my bez zmniejszenia ogólno±ci, »e P ′ ⊆ C

bH2

. Wówczas P ′ rozspaja C
bH2

na dwie
skªadowe spójno±ci C1 i C2 (patrz: rys. 11). Niech ªuk w σ ograniczony przez ko«ce P ′ b¦dzie
oznaczony jako σ ¹P ′ . Jedna ze skªadowych C1, C2, powiedzmy, C2 jest warunkowo zwarta w
H2, gdy» jej brzegiem topologicznym w H2 jest P ′ ∪ σ ¹P ′ . �uk

σ′ = P ′ ∪ (σ \ σ ¹P ′) ∪ ∂P1 ∪ ∂P2

rozspaja Ĥ2 na dwie skªadowe spójno±ci: D′ = intbH2D ∪ C2

bH2

oraz C ′ = intbH2C1. Poniewa» σ′

jest rozª¡czna z kul¡ B, a tak»e zawiera si¦ w klastrze a, to skoro B kroi si¦ niepusto z D, to
B ⊆ D′, a wi¦c obydwa klastry c i d le»¡ w D′ (bo s¡ rozª¡czne z σ′, a z B kroj¡ si¦ niepusto),
przy czym c ⊆ C ∩ D′ = C2, ale C2 jest warunkowo zwarty w H2, wi¦c c jest sko«czonym
podgrafem Γ̃B, co daje sprzeczno±¢.
Przyp. 2. Zbiór granic ±cie»ek γ† le»y g¦sto w ∂H2.

Wówczas istniej¡ dwie ±cie»ki P1 i P2 grafu γ† o ró»nych granicach w Φ. S¡ one rozª¡czne z
γ, wi¦c w sensie z dowodu poprzedniego punktu ich ko«ce �nie le»¡� w e. Zatem podobnie, jak w
pierwszej cz¦±ci dowodu punktu 1, mamy sprzeczno±¢ z de�nicj¡ brzegu ko«ca e, który zawiera
Φ, a jego wn¦trzu � granice P1 i P2.

To ko«czy dowód caªego lematu.
Teza powy»szego lematu dla γ = ω(p) jest tez¡ twierdzenia. Z lematu 31 wiemy ju», »e

p. n. zachodzi pierwsze zaªo»enie lematu (o g¦sto±ci granic ±cie»ek) dla γ = ω(p) dla p 6= 1
2 .

Podobnie o drugim zaªo»eniu tego lematu (o póªpªaszczyznach zahaczaj¡cych o niesko«czenie
wiele niesko«czonych klastrów) dla p ∈ (pc(ΓB), pu(ΓB)) pozwoli nam powiedzie¢ kolejny lemat.
Sformuªuj¦ go ogólnie dla dowolnego wielok¡ta foremnego klasy ΠH2. Przedtem poczyni¦ jednak
pewne obserwacje.
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De�nicja 33. Mówimy, »e póªpªaszczyzna H2 jest zgodna z grafem Γ̃D (albo z parkieta»em ΠD),
gdy jej brzeg topologiczny w H2 zawiera pewn¡ kraw¦d¹ Γ̃D.

Udowodnimy najpierw pomocniczy fakt mówi¡cy, »e w dowolnej póªpªaszczy¹nie H2 zawiera
si¦ póªpªaszczyzna zgodna z grafem parkieta»u. Skorzystamy w tym celu z nast¦puj¡cej obser-
wacji:

Obserwacja 34. Dla dowolnego ε > 0 istnieje C > 0 takie, »e dla dowolnej geodezyjnej σ i
póªpªaszczyzny H0 ograniczonej geodezyjn¡ przecinaj¡c¡ σ w punkcie x pod k¡tem ostrym nie
mniejszym od ε istnieje póªpªaszczyzna H symetryczna wzgl¦dem σ zawieraj¡ca H0 o brzegu
topologicznym odlegªym hiperbolicznie od punktu x o co najwy»ej C.

Dowód (obserwacji). Niech ε > 0, za± σ niech b¦dzie geodezyjn¡ H2 przechodz¡c¡ przez punkt
x. Ograniczmy si¦ pocz¡tkowo do przypadku x = O (±rodek dysku Poincarégo). Wówczas σ
jest ±rednic¡ (bez ko«ców) dysku Poincarégo, a ka»da H0 z zaªo»enia obserwacji jest euklide-
sowym póªkolem. Rozwa»my sum¦ takich póªpªaszczyzn o brzegu topologicznym tworz¡cym z
σ k¡t ostry nie mniejszy od ε, zawieraj¡cych ustalon¡ póªprost¡ geodezyjnej σ. Ta suma jest
k¡tem o mierze 2π − 2ε i symetralnej σ. Jeden z ko«ców σ w ∂H2 nie nale»y do brzegu hiper-
bolicznego tego k¡ta, wi¦c pewna póªpªaszczyzna o symetralnej σ jest rozª¡czna z tym k¡tem.
Póªpªaszczyzna do niej dopeªnicza, któr¡ oznacz¦ przez H, zawiera ten k¡t, a wi¦c i dowoln¡
póªpªaszczyzn¦ speªniaj¡c¡ zaªo»enia obserwacji (oczywi±cie zawieraj¡c¡ odpowiedni¡ póªprost¡
σ, ale nie zmniejsza to ogólno±ci). Staªa C obrana jako odlegªo±¢ punktu x od brzegu topolo-
gicznego H speªnia ogólnie tez¦ obserwacji, gdy» dla dowolnej geodezyjnej σ i póªpªaszczyzny
H0 jak w zaªo»eniu stosuj¡c izometri¦ przenosz¡c¡ punkt x do O otrzymamy przypadek x = O i
obran¡ w tym przypadku póªpªaszczyzn¦ H nale»y cofn¡¢ przez t¦ izometri¦, aby speªniaªa tez¦
obserwacji dla oryginalnych danych σ, x i H0, a jej brzeg topologiczny byª odlegªy o C od punktu
x.

Fakt 35. W ka»dej póªpªaszczy¹nie H2 zawiera si¦ póªpªaszczyzna zgodna z Γ̃D, gdzie D jest
dowolnym wielok¡tem foremnym klasy ΠH2.

Dowód (faktu). Niech H b¦dzie dowoln¡ póªpªaszczyzn¡ H2. Niech C b¦dzie staª¡ z obserwacji
dla ε = π

4 , za± H ′ � tak¡ póªpªaszczyzn¡ zawart¡ w H, »e jej odlegªo±¢ euklidesowa od H2 \H
jest nie mniejsza od ±rednicy euklidesowej H ′. Wówczas H ′ nie zawiera punktu O. Niech H ′′

b¦dzie póªpªaszczyzn¡ H2 zawart¡ w H ′ odlegª¡ od H2 \H ′ przynajmniej o C. Z dowodu lematu
25 wiemy, »e H ′′ zawiera pewien wierzchoªek x grafu Γ̃D (wtedy x 6= O). Niech σ b¦dzie
geodezyjn¡ przechodz¡c¡ przez x i O. Rozwa»my geodezyjne zawieraj¡ce kraw¦dzie incydentne z
x. K¡t pomi¦dzy s¡siednimi spo±ród nich wynosi co najwy»ej π

2 , wi¦c jedna z tych geodezyjnych
przecina σ pod k¡tem (ostrym) co najmniej 1

2 · π
2 = π

4 = ε. We¹my zatem póªpªaszczyzn¦
H0 ograniczon¡ przez t¦ geodezyjn¡ tak, by O /∈ H0 (tzn. H0 zawiera póªprost¡ geodezyjnej σ o
pocz¡tku x zawart¡ w H ′′). Jest ona zgodna z Γ̃D. Z obserwacji wiemy, »e istnieje póªpªaszczyzna
H1 zawieraj¡ca H0 o brzegu topologicznym przecinaj¡cym σ pod k¡tem prostym w punkcie y
odlegªym od x o nie wi¦cej ni» C. Zatem y jest odlegªy od H ′′ o co najwy»ej C, wi¦c y ∈ H ′.
Wobec tego odlegªo±¢ H1 od O (czyli y od O) jest nie mniejsza, ni» odlegªo±¢ H ′ od O, wi¦c
±rednica euklidesowa H1 nie przekracza ±rednicy euklidesowej H ′, ale H1∩H ′ 6= ∅, wi¦c H1 ⊆ H,
czyli H0 ⊆ H, co byªo do udowodnienia.

Lemat 36. Dla dowolnego wielok¡ta foremnego D klasy ΠH2 rozwa»my proces kraw¦dziowej per-
kolacji Bernoulliego ω(p) na ΓD z prawdopodobie«stwem p wylosowania pojedynczej kraw¦dzi, przy
czym p ∈ (pc(ΓD), pu(ΓD)). Wówczas p. n. dowolna póªpªaszczyzna H2 zahacza o niesko«czenie
wiele niesko«czonych skªadowych ω(p).
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Rysunek 12: Dowód faktu pomocniczego 35.

Dowód. Najpierw udowodni¦, »e dowolna póªpªaszczyzna H0 zgodna z Γ̃D p. n. zahacza o nie-
sko«czenie wiele niesko«czonych skªadowych ω(p). Zaªó»my nie wprost zaprzeczenie tej sytuacji,
czyli »e zahacza ona z dodatnim prawdopodobie«stwem jedynie o sko«czenie wiele niesko«czo-
nych skªadowych, za± jej dopeªnienie H2 \H0 (czyli wn¦trze póªpªaszczyzny dopeªniczej do H0)
zawiera pozostaªe niesko«czenie wiele niesko«czonych skªadowych.

Dla dowolnej póªpªaszczyzny H i podgrafu γ grafu Γ̃D niech γ ¹H oznacza obci¦cie γ do
zbioru kraw¦dzi zahaczaj¡cych o wn¦trze H.

Otó» zdarzenie: �we wn¦trzu H zawiera si¦ niesko«czenie wiele niesko«czonych skªadowych
grafu γ� zale»y jedynie od γ ¹H . Innymi sªowy, dla podgrafów γ, γ′ grafu Γ̃D takich, »e γ ¹H=
γ′ ¹H , je±li γ ma niesko«czenie wiele niesko«czonych skªadowych le»¡cych we wn¦trzu H, to γ′

te». Oznacz¦ to zdarzenie dla γ = ω(p) przez AH .
Poniewa» dowoln¡ póªpªaszczyzn¦ zgodn¡ z Γ̃D na dowoln¡ póªpªaszczyzn¦ równie» zgodn¡

z Γ̃D przeprowadza pewna izometria H2 zachowuj¡ca Γ̃D, to prawdopodobie«stwo wszelkich
zdarze« takiego typu jak AH nie zale»y od wyboru póªpªaszczyzny H zgodnej z Γ̃D (b¦d¡cej
jednym z parametrów tego zdarzenia). Wobec tego P(AH) jest staªe wzgl¦dem póªpªaszczyzny
H zgodnej z grafem Γ̃D i dodatnie zgodnie z zaªo»eniem nie wprost.

Niech H1,H2, . . . b¦d¡ póªpªaszczyznami zgodnymi z Γ̃D zawartymi w H0 takimi, »e zbiory
kraw¦dzi grafów Γ̃D ¹Hn dla n = 1, 2, . . . s¡ parami rozª¡czne. Konstrukcja takich póªpªasz-
czyzn opiera si¦ na wybraniu niesko«czenie wielu póªpªaszczyzn H ′

1,H
′
2, . . . parami rozª¡cznych

le»¡cych w H0, nast¦pnie póªpªaszczyzn odpowiednio w nich zawartych wraz z otoczeniem hi-
perbolicznym o promieniu równym dªugo±ci kraw¦dzi grafu Γ̃D, a z kolei w nich zawartych póª-
pªaszczyzn H1,H2, . . . zgodnych z grafem Γ̃D. Wówczas istotnie Γ̃D ¹Hn⊆ H ′

n dla n = 1, 2, . . .
i Ẽ(Γ̃D ¹Hn) s¡ parami rozª¡czne. Wobec tego zdarzenia AHn przy n = 1, 2, . . . s¡ niezale»ne
o staªym prawdopodobie«stwie dodatnim, wi¦c p. n. zachodzi niesko«czenie wiele spo±ród AHn .
W szczególno±ci p. n. H0 zahacza o niesko«czenie wiele niesko«czonych skªadowych ω(p), co jest
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sprzeczne z zaªo»eniem nie wprost. Zatem w istocie jest tak, »e póªpªaszczyzna zgodna z Γ̃D p. n.
zahacza o niesko«czenie wiele niesko«czonych skªadowych i równie» p. n. jest tak dla wszystkich
póªpªaszczyzn zgodnych z Γ̃D jednocze±nie, gdy» jest ich przeliczalnie wiele, i wówczas p. n. do-
wolna póªpªaszczyzna H kroi niepusto niesko«czenie wiele niesko«czonych skªadowych, poniewa»
zawiera pewn¡ póªpªaszczyzn¦ zgodn¡ z Γ̃D.

Z lematów 31 i 36 wynika, »e zaªo»enia lematu 32 dla γ = ω(p) s¡ speªnione p. n., gdy

p ∈ (pc(ΓB), pu(ΓB)) \
{

1
2

}
.

Zatem twierdzenie zostaªo udowodnione dla tych warto±ci p. Aby zako«czy¢ dowód musimy mie¢
tez¦ dla p = 1

2 , o ile 1
2 ∈ (pc(ΓB), pu(ΓB)). Potrzebujemy w tym celu ostatniego lematu:

Lemat 37. Dla dowolnego wielok¡ta foremnego D klasy ΠH2 i grafu parkieta»u ΓD zdarzenie
jednopunktowo±ci wszystkich ko«ców ka»dej niesko«czonej skªadowej spójno±ci ω(p) na tym gra�e
jest nierosn¡ce.

Dowód. We¹my podgraf γ grafu ΓD, w którym ka»dy koniec ka»dej niesko«czonej skªadowej
ma brzeg jednopunktowy oraz podgraf γ′ grafu γ. Udowodnimy, »e γ′ równie» ma t¦ wªasno±¢.

Zaªó»my nie wprost, »e istnieje koniec e′ skªadowej niesko«czonej a′ grafu γ′, który ma nie-
jednopunktowy brzeg. Wówczas zde�niujemy odpowiedni¡ skªadow¡ a grafu γ i jej koniec e w
nast¦puj¡cy sposób: niech a b¦dzie skªadow¡ γ zawieraj¡c¡ a′, za± e � ko«cem a takim, »e dla
zwartego K ⊆ H2 zbiór e(K) jest skªadow¡ a\K zawieraj¡c¡ e′(K). Odwzorowanie e jest dobrze
zde�niowane, bo zawsze

e′(K) ⊆ a′ \K ⊆ a \K.

Odwzorowanie e jest ko«cem a, bo dla K1 ⊆ K2 � zwartych zachodzi

∅ 6= e′(K1) ∩ e′(K2) ⊆ e(K1) ∩ e(K2),

a e(K2) zawiera si¦ w pewnej skªadowej spójno±ci a \K1, wi¦c musi by¢ e(K2) ⊆ e(K1).
Wówczas przy tak zde�niowanych a i e

∂e =
⋂

K⊆X
K � zwarty

∂e(K) ⊇
⋂

K⊆X
K � zwarty

∂e′(K) = ∂e′,

wi¦c ∂e równie» nie jest jednopunktowy, co daje sprzeczno±¢. Zatem γ′ musi mie¢ jednopunktowe
brzegi ko«ców skªadowych spójno±ci.

Z powy»szego lematu i dowodu uwagi 1 wynika, »e prawdopodobie«stwo zdarzenia z tezy
twierdzenia jest nierosn¡ce wzgl¦dem p, czyli zachodzi ono p. n. dla

p < sup((pc(ΓB), pu(ΓB)) \ {1
2
}) = pu(ΓB),

co ko«czy dowód twierdzenia.
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