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Oswiadczam, ze prace magisterska wykonalem samodzielnie i zglaszam ja do oceny.

Oswiadczam, ze praca jest gotowa do oceny przez recenzenta.



1 Wstep

Teoria perkolacji zajmuje sie wlasnosciami losowych graféw. Graf taki losujemy jako podgraf
zadanego grafu wyjsciowego G, a mozemy to robi¢ na rézne sposoby.

Najprostszym z nich jest perkolacja Bernoulliego dwéch rodzajéw: krawedziowa i wierzchot-
kowa. Krawedziowa perkolacja Bernoulliego polega na ustaleniu warto$ci prawdopodobieristwa
p € [0;1] i losowaniu kazdej krawedzi grafu G niezaleznie z prawdopodobieristwem p do na-
szego podgrafu. Jego zbiér wierzchotkow jest zawsze zbiorem wszystkich wierzchotkow grafu
wyjsciowego. W wierzchotkowej wersji tego procesu losujemy réwniez z ustalonym prawdopo-
dobienistwem, ale nie krawedzie, lecz niezaleznie kazdy wierzchotek calego grafu G, i bierzemy
podgraf indukowany na zbiorze wylosowanych wierzchotkdw.

Pytamy sie wowczas o sktadowe spojnosci (inna nazwa: klastry) takiego losowego podgrafu.
Jedli graf wyjdciowy jest nieskorniczony i spéjny, to moga sie zdarzy¢ wérod nich nieskoriczone
sktadowe spdjnosci. Okazuje sie, ze prawdopodobieristwo tego zdarzenia — ze wérod sktadowych
spojnodci losowego podgrafu w perkolacji Bernoulliego jest skladowa nieskoriczona — wynosi za-
wsze 0 albo 1, niezaleznie od grafu G i prawdopodobieristwa p (dowod — patrz np. tw. 1.11 w
|Grim]).

7 drugiej strony prawdopodobieristwo tego zdarzenia rognie wraz z p dla ustalonego grafu G —
jest to intuicyjnie zrozumiale, gdyz, mowigc nieformalnie, im wieksze jest p, tym wiecej krawedzi
ma nasz losowy podgraf. Zatem gdybyémy zwickszali warto§¢ parametru p od 0 do 1, to w
ktorym$ momencie prawdopodobieristwo istnienia nieskonczonej sktadowej w losowym podgrafie
przestaje by¢ 0, a zaczyna wynosi¢ 1. To zjawisko przeskoku wartosci owego prawdopodobieristwa
z 0 na 1 nazywa sie przej$ciem fazowym, a wartos¢ p przy tym przeskoku — prawdopodobienstwem
krytycznym, ktore oznaczamy p.(G). (Jezeli p. n. jest nieskoriczona sktadowa w naszym podgrafie
losowym, to mowimy, ze zachodzi perkolacja.)

Okazuje sie, ze analogicznych przejéé¢ fazowych moze byé¢ wiecej. Mozemy np. pytac sie, czy
jest w naszym losowym podgrafie konkretna ilog¢ nieskoriczonych sktadowych, np. nieskonczenie
wiele. Wowczas okazuje sie, iz mamy do czynienia z przejéciem fazowym, ktére polega na tym,
7€ ponizej pewnej wartosci progowej parametr p warunkuje istnienie p. n. nieskoniczenie wielu
sktadowych w losowym podgrafie, a powyzej — doktadnie jednej sktadowej. Te progowa wartosc
p nazywamy z kolei prawdopodobieristwem unifikacji i oznaczamy py. (W rzeczywistosdci zawsze
przy zalozeniach o spéjnosci i nieskoriczonosci i dodatkowym zatozeniu o tranzytywnogci® grafu
G jest p. n. dokladnie zero, jedna albo nieskoriczenie wiele nieskoniczonych sktadowych w losowym
podgrafie dla krawedziowej perkolacji Bernoulliego grafu G).

Sa przyktady grafow, dla ktérych te obydwa progi: prawdopodobieristwo krytyczne i praw-
dopodobieristwo unifikacji sa rézne i rozne od 01 1, tzn.

0 < p(G) < pu(G) <1,

a wiec mamy wowczas trzy fazy wzgledem p € [0;1]. Takimi grafami sa np. grafy parkietazu
ptaszczyzny hiperbolicznej H? wielokatami foremnymi (patrz: definicje 12 i 15), o czym bedzie
mowilo twierdzenie 17 opierajace sie na twierdzeniu 1.1 z pracy |[hp|. (Przyktadowy graf takiego
parkietazu przedstawia rysunek 1.) Woéwczas skrotowo mozna mowié¢ o uprawianiu perkolacji na
ptaszcezyinie hiperbolicznej. Taki wlasnie tytul (Percolation in the Hyperbolic Plane) ma wspo-
mniana praca |hp|, ktéra byta jedna z motywacji dla powstania niniejszej pracy, ale gtowna
motywacja byly hipotezy dotyczace krawedziowej perkolacji Bernoulliego na podobnych grafach
parkietazy przestrzeni hiperbolicznej H? (np. graf pochodzacy od parkietazu H? dwunastoécia-
nami foremnymi o kacie prostym). Ot6z Benjamini i Schramm postawili hipotezy zawarte w

!Graf G jest tranzytywny z def., gdy grupa jego automorfizméw dziala tranzytywnie na jego zbiorze wierz-
chotkow.



Rysunek 1: Graf parkietazu ptaszczyzny hiperbolicznej pieciokatami foremnymi prostokatnymi.

ksiazce |[PL] jako hipoteza 6.26 i hipoteza 6.29, z ktorych wynikaja identyczne ostre nieréwnosci
dla prawdopodobienstwa krytycznego i prawdopodobienstwa unifikacji w przypadku grafu ta-
kiego parkietazu H3 (gdyz powinien by¢ on tranzytywny, niesredniowalny i z jednym koricem?).
Hipoteza zaproponowana przez mojego promotora postuluje istnienie jeszcze jednego (istotnie
réznego od dwoch pozostatych) przejécia fazowego dla takich grafow w H® w ramach fazy §rod-
kowej (gdy jest p. n. nieskoriczenie wiele nieskoniczonych klastréw). Przejécie to nie polegaloby
juz, oczywidcie, na zmianie ilosci nieskoniczonych sktadowych spojnosci wylosowanego podgrafu,
lecz np. na wystepujacych p. n. geometryczych wlasnosciach nieskoniczonych sktadowych, ktére
ulegaja zmianie przy tym przejiciu. Ot6z o H? mozna mysle¢ jako o kuli otwartej w modelu dys-
kowym Poincarégo. Mozna wyobrazié¢ sobie, ze gdy w takim grafie mamy w podgrafie losowym
p- n. jedna nieskoniczona sktadowa, to jest ona obiektem w pewnym sensie tréjwymiarowym i
ma jeden koniec®. W fazie bez nieskoriczonych klastrow sktadowe sg p. n. skoriczone, a wiec w
skali catej H? sg podobne do obiektéw zerowymiarowych (punktéow). Mozna wiec sadzi¢, ze w
fazie srodkowej, gdy jest p. n. nieskonczenie wiele nieskoriczonych klastréow, dla mniejszych war-
tosci prawdopodobienistwa wylosowania pojedynczej krawedzi p nieskoriczone klastry sa szczupte,
wloékniste, czyli , jednowymiarowe”, zas dla wiekszych p sa szersze, wachlarzowate, ,dwuwymia-
rowe”. Proba rozréznienia pomiedzy sktadowymi ,jednowymiarowymi”’, a ,dwuwymiarowymi”
jest badanie brzegow ich koricow na brzegu przestrzeni hiperbolicznej, co zdefiniuje potem (patrz
def. 18). Mianowicie ,,jednowymiarowa’ sktadowa charakteryzowaloby to, ze kazdy jej koniec ma
brzeg jednopunktowy.

W niniejszej pracy bede zajmowat sie krawedziowa perkolacja Bernoulliego na pewnych gra-
fach parkietazu ptaszczyzny hiperbolicznej wielokatami foremnymi. Udowodnie twierdzenie wy-
kluczajace przejicie fazowe zdefiniowane przy pomocy brzegdéw koncoéw nieskoriczonych klastrow

2Patrz def. 16
3Patrz def. 16



w przypadku H2. Chcielibyémy bowiem, aby nie bylo czterech faz w przypadku H?, a jedynie
w przypadku H3, gdyz fazy dla perkolacji na grafie parkietazu H? miatyby odpowiada¢ intuicji
zero-, jedno- i dwuwymiarowych klastréw. Dodatkowo w rozdziale pt. ,Drzewa” bede pomocniczo
rozwazal krawedziows perkolacje Bernoulliego na pelnych nieskoriczonych d-arnych drzewach.

Bardzo dziekuje mojemu promotorowi dr. Janowi Dymarze za cenne sugestie i wskazdéwki
redakcyjne 1 merytoryczne oraz za propozycje tematu pracy.

2 Podstawowe pojecia

Dla dowolnego grafu G niech E(G), V(G) oznaczaja zbiory odpowiednio krawedzi i wierzchotkow
w (. Formalnie zdefiniujemy teraz podstawowe pojecia: dla dowolnego nieskoriczonego, spoj-
nego grafu G niech w(p)(G) oznacza proces krawedziowej perkolacji Bernoulliego na grafie G z
prawdopodobienstwem p wylosowania pojedynczej krawedzi, czyli taki losowy podgraf G, ze

o pn. V(@P(G) = V(G);
e dla krawedzi e € E(G) zachodzi P(e € E(w?(Q))) = p;
e rodzina {{e € E(w®(G))} : e € E(G)} jest rodzina zdarzen stochastycznie niezaleznych.

Prawdopodobieristwo krytyczne i prawdopodobieristwo unifikacji definiujemy w nastepujacy spo-
sob:
pe(G) = sup{p € [0;1] : P(w® (@) ma nieskoriczona skiadows spojnosci) = 0},

po(G) = inf{p € [0;1] : P(w® (@) ma dokladnie jedng nieskoniczong skladows spojnosci) = 1}.

Dla wierzchotka v € V(G) dowolnego grafu G niech a,(p) oznacza prawdopodobienstwo, ze v
lezy w nieskoniczonej sktadowej w)(G). Okazuje sie, ze perkolacja w w®)(G) zachodzi wtedy i
tylko wtedy, gdy a,(p) > 0 dla pewnego (réwnowaznie: kazdego) v € V(G) (patrz znow tw. 1.11
z |Grim]).

Uwaga 1. W przypadku dowolnego grafu G dla kazdego jego wierzchotka v € V(G) funkcja a,
jest niemalejaca.

Dow6d. Przyjmijmy skrotowe oznaczenie w® na konfiguracje losowa w perkolacji dla grafu G
przy p € [0;1], czyli w® = w®)(G). Rodzine

{w® :p e 0;1]}

mozna skonstruowa¢ w nastepujacy sposob: niech {X. : e € E(G)} bedzie rodzing zmiennych
losowych stochastycznie niezaleznych o rozkltadzie jednostajnym na odcinku [0;1]. Woéwczas dla
p € [0; 1] podgraf losowy w'®) zdefiniowany jako podgraf G o zbiorze wierzcholkéw V(G), a zbiorze
krawedzi {e € E(G) : X, < p} jest zgodny z definicja proceséw perkolacyjnych Bernoulliego w(®)
na krawedziach G.

Definicja 2. Moéwimy, ze wlasnos¢ A podgrafu G (niech formalnie A bedzie rodzina podgrafow
G o tej wlasnosci) jest niemalejaca (odp. nierosnaca), gdy dla podgrafu v o wlasnosci A kazdy
podgraf G zawierajacy v (odp. zawarty w ) tez ma whasnos¢ A. Wowczas zdarzenie losowe
nazywamy niemalejacym (odp. nierosnacym), gdy jest ono postaci {w(p) € A} dla whasnosci
niemalejacej (odp. nierosngcej) A.



Jesli A jest wlasnoscia niemalejaca (odp. nierosnaca), to zawsze P(w® € A) jest niemalejace
(odp. nierosnace) wzgledem p, gdyz dla p < ¢, gdzie p,q € [0; 1] zachodzi p. n.

{e€ B(G): X, <p} C{ec E(G): X, <q},
czyli wP) jest podgrafem w(® | wiec p. n. jesli A jest niemalejaca i w?) € A, to W@ € A, czyli
P(w®) € A) <P e A).
Podobnie, gdy A jest nierosnaca, to
P(w®) € A) > P(w? e A).

Ot067 zdarzenie mowiace, ze sktadowa spojnosci wierzchotka v jest nieskonczona (jest to wasnosé
podgrafu grafu G) jest zdarzeniem niemalejacym, gdyz dla podgrafow v, grafu G, gdzie 7 jest
podgrafem v/, jesli v ma nieskoriczong sktadowa zawierajaca v, to 7/ zawiera te sktadows, wiec 7/
tym bardziej spetnia ten warunek. Zatem a,(p) jako prawdopodobieristwo powyzszego zdarzenia
jest funkcja niemalejaca wzgledem p. [ |

3 Drzewa

Rozwazamy krawedziowa perkolacje Bernoulliego na pelnym nieskoniczonym d-arnym drzewie
T, gdzie d = 2,3,4,... (z teoriografowego punktu widzenia wierzchotek obrany jako korzen ma
stopien d, a wszystkie pozostate - stopien d + 1).

Oznaczenia 3. Niech w® dla p € [0; 1] oznacza konfiguracje (podgraf) wylosowana w procesie
perkolacyjnym Bernoulliego na zbiorze krawedzi T' z prawdopodobieiistwem p wylosowania po-
jedynczej krawedzi. Niech Sk®) oznacza zdarzenie, ze korzen drzewa, ktory oznacze przez v, lezy
w skoniczonej sktadowej spojnosci w®, a a(p) = P((SkP)¢) = 1 — P(Sk®), czyli a(p) = a,(p).

Twierdzenie 4. a(p) jest funkcjq ciggla p na odcinku [0;1] 1

=0 dlap<
>0 dlap>
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., o . . . R . 1
(Przy tym oczywiscie a(1) =1 i a jest rosngca.) Zatem perkolacja zachodzi doktadnie gdy p > 5.
Dowéd.

Oznaczenia 5. Ponumerujmy krawedzie wychodzace z korzenia liczbami od 1 do d i oznaczmy
i-ta krawed?z przez e;. Niech wowczas:

T; — i-te poddrzewo na pierwszym poziomie (czyli ukorzenione w i-tym dziecku korzenia T').
T! — T; z dodanym korzeniem T i krawedzia e;.
Skgp) — zdarzenie: korzen T; jest w skoniczonej sktadowej obciecia w® do T;.

Uwaga 6. Niech () oznacza o-cialo zdarzen generowane przez zmienne oznaczajace stany kra-
wedzi dla w® czyli 1,4 dlae € E(T):

Z(P) — U({leew(”) }BGE(T)>'

Mozna tatwo pokazaé, ze wowczas istotnie Sk, Skgp) ex® dlai=1,...,d.
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Rysunek 2: Drzewo T z zaznaczonymi fragmentami, o ktérych mowa w oznaczeniach 5.

Poniewaz Skz(p) jest tak samo zdefiniowane dla drzewa T;, jak Sk® dla drzewa T, aT;iT sa
izomorficzne, to P(Skgp)) = P(Sk). Z drugiej strony zdarzenie Sk'”) mozna opisa¢ ,rekurencyj-
nie” za pomoca zdarzen Skgp):

d
Sk®) = ﬂ{w(p) obcieta do T} ma skoriczong skladowa wierzcholka v (czyli korzenia T} )}
=1

d
N ({ei ¢ w?yUsk?).
i=1
Poniewaz {e; ¢ w®}, Skl(p) dlai =1,...,d sy zdarzeniami stochastycznie niezaleznymi, to

d d
P(SkP) =P (ﬂ ({ei ¢ wP} U Skfp))) — HP ({ei ¢ wP}y Skg”)>
i=1

=1

TT(-P (te ety s))) = T (1- P (e € w) P (59)))

i=1 i=1
ST (05)) = e (57)
=1

czyli

Innymi stowy, a(p) spetnia rownanie
(2) (1-pa)'+a-1=0

zmiennej a.
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Rysunek 3: Wykresy przedstawiajace zaleznosé zbioru pierwiastkow a € [0;1] rownania (2) od
p € [0;1] dla d = 2 (po lewej) i dla d = 5 (po prawej). Dwa kolory przedstawiajg dwa rozne
pierwiastki. Okaze sie, ze wieksze z tych wartosci sa rowne a(p). Pionowa linia na prawym
wykresie jest wynikiem najpewniej bledéw numerycznych.

To rownanie ma co najwyzej dwa pierwiastki w odcinku [0; 1] (gdy parametr p € [0;1]), gdyz
druga pochodna lewej strony wzgledem zmiennej a

0 d 9 d—1 2 d—2
(3) pye) ((1 —pa)®+a— 1) = % (—dp(l —pa)® "+ 1) =d(d—1)p*(1 — pa)
jest dodatnia dla p € (0;1] i a € [0;1), czyli lewa strona rownania dla d > 2 jest scisle wypukta
na odcinku [0;1] (wzgledem a przy ustalonym p > 0). (Dla p = 0 réwnanie to ma oczywiscie
jedyny pierwiastek a = 0.)

Zawsze (jak widac¢) pierwiastkiem rownania (2) jest a = 0. Okazuje sie jednak, ze jest on
jedyny w odcinku [0;1], gdy p < é: ot67 z nieréwnosci Bernoulliego przy p < é, czyli pd < 1
mamy

l—a=1—-pa)?>1—dpa>1—a,

czyli 1—dpa = 1—a, dpa = a, co jest niemozliwe dla a > 0, gdyz wowczas byloby pd = 1 sprzecznie
z zatozeniem. Zatem dla p < é jedynym rozwiazaniem a € [0;1] rownania (2) jest a = 0, czyli
woOwWCzas P(Sk(p)) = 1. Na wykresach wida¢, ze dla p > é rOwnanie ma dwa pierwiastki na
odcinku [0; 1]; okaze sie, ze wowczas a(p) jest tym dodatnim pierwiastkiem. Aby obliczy¢ P(Sk®))
dla p > é, sprobuje wyznaczy¢ je innym, kombinatorycznym sposobem. Wprowadze w tym celu
kolejne oznaczenia: dla podgrafu H grafu G niech 0gH oznacza zbior wszystkich krawedzi G
spoza H incydentnych z jakims$ wierzchotkiem z H. Niech ogolnie |G| = |FE(G)| dla grafu G.
Niech K®) oznacza sktadows spojnosci korzenia drzewa T w w(®) (jest to zmienna losowa), zas
S — rodzine wszystkich skonczonych poddrzew T' zakorzenionych w korzeniu T'. Ot6z

qkP) — U {K® = 5},
Ses

8



a zdarzenie

{KP) =5} = m{e cw®in ﬂ {e ¢ w®

e€eS e€orS
Zatem
P(K®) = Hp H (1—p) =pl(1 = p)lors|
eeS e€drS
i
— ZP(K(p) Zplsl \3TS\
Ses SesS

Okazuje sie, ze zachodzi nastepujacy lemat:
Lemat 7. [07pS|=(d—1)|S|+d dla S € S.

Dowod. Mozna to uzasadnié poprzez indukeje wzgledem rozmiaru drzewa S:
Baza indukgcji: dla |S| = 0 zachodzi V(S) = {v}i0rS ={e;:i=1,...,d}, czyli

078 = d = (d—1)|S| + d.

Krok indukcyjny: Niech n € N. Zalézmy, ze dla S € S takiego, ze |S| < n teza indukcyjna
zachodzi. Wowczas dla S € S, jesli |S| = n, to

orS = U orS N E(T, UaT/ SNT))

=1 =1

gdyz dla dowolnego grafu G i jego podgrafow G', H mamy rowno$¢ O (HNG') = 0cHNE(G').
S NT; jest albo grafem pustym (bez wierzchotkéw), albo poddrzewem T; zawierajacym korzeri
T;. W drugim przypadku stosujac zatozenie indukcyjne dla S N T; jako podgrafu T; (7; jest
izomorficzne z T a |S N T;| < |S| gdyz tu na pewno e; € E(S)) mamy

0r(S N T)| = [or (SN T)| = (@= DISAT| +d = (@—1ISOT| + 1.

Jesli zas V(S NT;) jest pusty, to e; ¢ E(S) 1 [SNT][ =0, a0p/(SNT]) = {e}, wiec

Ory($ 0 T)

=1=(d-1)|SNT/|+1.

Zatem ogdlnie

o (SN TH| = (@=1)IS N T + 1

dlai=1,...,d1i

d
0S| =" |or (S0 TY)
=1

d
=(d-1))_|SNT|+d
i=1

d
LJESNT)
=1

=(d-1) +d=(d-1)|5|+d

dla S €S. []



Zatem

(P)y = Zp|5|(1 — p)@-DISkd Z Clp(1 — p)ld-Dn+d,

SeS n=0

gdzie dla n > 0, d > 2 symbol C¢ oznacza ilos¢ poddrzew drzewa T (d-arnego) o wspolnym
korzeniu z T o rozmiarze n:

=|{SeS:|S=n}.
Wobec tego dlap <1

)y .
P@kp)::E:chxl—pW‘ﬂ :

_n)d n
(1-p) =

czyli lewa strona zalezy rosnaco od p(1 — p)?~1. Oznaczajac F(z) =Y o2 Cdx™ (7 powyzszych
réwnosci uzasadnionych probabilistycznie wynika, ze szereg jest zbiezny dla wartodci funkeji
p(1 — p)?~1 na przedziale [0;1]) mamy

p(Sk(p)) B
(4) W =F (p(l —p)d 1) .

Niech ¢ : [0;1] — R bedzie zadana wzorem ¢(p) = p(1 — p)4~!. Obliczmy jej ekstrema: ¢ > 0,
©(0) = (1) = 0, czyli

min =0,

pmﬂﬂm
zas p(p) > 0dlap € (0;1), czyli punkt, w ktorym ¢ przyjmuje maksimum musi leze¢ w odcinku
(0;1) i by¢ zerem pochodnej :

dp)=1-p ' —pd-1)(1-p)?=1-p (1 -p—p(d-1))=(1-p)*" 3?1 - pd)

i¢'(p)=0dap=11lubp=1, czyli

oo L d—1\""  (d-1)d!
we=vl\a) " a\a -

Poniewaz ¢(0) = ¢(1) = 0, a p(p) > 0 dlap €
ewentualnie p = 1, to ¢ roénie écisle na odcinku [ ;

i

Ul

1), 1 ¢'(p) zeruje sie tylko dla p =
i sc1sle maleje na odcinku [ ,1}, czyli

?

(
1
d

=

Niech wiec

[0 1] 1-1, na [0;1]
bedzie funkcja $cisle malejaca utozsamiajacg punkty odcinka [0; 1], na ktérych ¢ przyjmuje te
samg wartosé, przeprowadzajac odcinek [O, d] na [é; 1] i vice-versa:

dap sy o)i= (o ) e € |51,
dap> G o)i= (9 1joy) (00 € 0]



Tak zdefiniowana p jest §cisle malejaca na odcinku [O; é} i $cigle malejaca na odcinku [é; 1], wiec
i na calym odcinku [0; 1] (definicja o (%) jest poprawna, gdyz

() (o(3) 3= Cron) ™ (+(3))

— ¢ przyjmuje wartos¢ ¢ (5) tylko raz). Zatem dla p > % z rownosci (4) i z faktu, ze o(p) =
SO(Q(p)) mamy rownosc

(p) (e(p))
m — F(o(p)) = Flp(o(p))) = m
przy czym o(p) < é, wiec
1-p)¢ 1-p \*
(5) p(SkP)) — (f_gijwp(swew _ <1_pr>) <1,

gdyz p > é >o(p)il—p<1-o(p), cayli %g{p) < 1. Zatem P(Sk(p)) dla p > é przyjmuje
warto$é mniejsza od 1.

Zauwazmy, ze ¢ jest homeomorfizmem odcinka [0; 1], poniewaz o1 0~ sg Scisle malejacymi bi-
jekcjami odcinka [0; 1], a wiec przeprowadzajg odcinki otwarte [0; 1] w odcinki otwarte. Poniewaz
a(p) jest niemalejaca, a P(Sk(®P)) — nierosnaca funkeja p, to skoro

. 1 1
hqﬂ Q(p) =0 <d> =4

pP—3

1

(z ciagtosci o), to

d
1-p \* [1-1%
(6) P(Sk(%)) > lim P(Sk(p)) — lim <p> :( f) =1,
p—’%+ p—%+ - Q(p) 1- d
czyli
P (sk(@) =1.
Podsumowujac
1
@) =1 dlap=<y
P(Sk ){ <1 dlap>é

Ze wzoru (5) wynika, ze P(Sk(®)) jest ciagla funkcja p na odcinku (%;1]. Z drugiej strony
P(Sk®)) ma granice prawostronng rowna 1 (patrz nierownosé (6)) i jest rowne 1 dla p € [0; 1].
Zatem P(Sk), a wraz z nig a(p), jest funkcja ciagla zmiennej p, co konczy dowod twierdzenia.
|

4 Ptlaszczyzna hiperboliczna

W dalszej czesci pracy bedziemy rozwazaé krawedziowa perkolacje Bernoulliego na pewnych
grafach parkietazy plaszczyzny hiperbolicznej H? wielokatami.

Fakt 8. Dla dowolnego n € N, n > 3 oraz a € (0; @) istnieje wielokgt foremny na ptasz-
czyznie hiperbolicznej (gdzie boki sq odcinkami geodezyjnych hiperbolicznych) o wszystkich bokach
rownej dtugosci i wszystkich kgtach miary o.
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Uwaga 9. Wielokat taki jest dokladnie jeden z doktadnoscia do izometrii H?2.

Dowody faktu i uwagi jako znanych faktéw z geometrii hiperbolicznej pomine.

Definicja 10. Srodkiem wielokata foremnego nazywamy jedyny punkt staly wspolny dla wszyst-
kich izometrii zachowujacych ten wielokat.

Definicja 11. Klase n-katéw hiperbolicznych o kacie postaci 2% dla pewnego k € Z, k > 2
oznacze przez 1THZ.

Niech A bedzie n-katem foremnym klasy ITH?, za$ a1, ..., a, — geodezyjnymi wyznaczonymi
przez jego kolejne boki. Niech grupa izometrii G 4 bedzie zdefiniowana nastepujgco:

Ga=(Sq,:i=1,...,n),
gdzie S; oznacza odbicie H? wzgledem geodezyinej I.

Definicja 12. Przez parkietaz ptaszczyzny hiperbolicznej wielokatami bede rozumiat taka ro-
dzine wielokatéw pokrywajacych w sumie caly H?, ze kazde dwa wielokaty z tej rodziny kroja
si¢ albo pusto, albo wierzchotkiem, albo bokiem, albo catkowicie si¢ (wzajemnie) pokrywaja.

Z uproszczonej wersji twierdzenia Poincarégo (np. sformutowanego jako propozycja 35. w
rozdziale V.B ksiazki [PH]) mozna wywnioskowa¢ nastepujacy fakt:

Fakt 13. G4 jest takq grupg izometrii H?, w ktdrej orbita wiclokgta A stanowi parkietaz ptasz-
czyzny hiperboliczney.

Uwaga 14. W przypadku, gdy A ma kat postaci %—2 dla pewnego k € Z, k > 1, to G4 jest tzw.

grupg Coxetera i powyzszy fakt wynika bezpoérednio z twierdzenia Poincarégo.

7Z kolei gdy A ma kat postaci 2,3% dla pewnego k € Z, k > 1, to nalezy zastosowaé twierdze-
nie Poincarégo do innego wielokata, a mianowicie do trojkata prostokatnego o wierzchotkach w
grodku wielokata A, w érodku wybranego jego boku i w koticu tego boku. Wowczas korzystajac
z tego, ze Ow trojkat jest dziedzinag fundamentalng dla jego grupy Coxetera (bo ma katy o mia-
rach 7, % i %’ gdzie n jest iloscig bokow A) mozemy dowiesé, ze orbita wielokata A jest
parkietazem H?.

Definicja 15. Zdefiniuje wreszcie graf I'4, na jakim bedziemy rozwaza¢ perkolacje, jako graf
parkietazu pochodzacego od A, ktéry oznacze przez Il 4:

HA = {g(A) g c GA}.

Mianowicie niech

V(T = | g(V(4),

9eGa

gdzie V(A) oznacza zbior wierzchotkow A, za$ rodzing odcinkéw geodezyjnych reprezentujacych
krawedzie I'4 jest rodzina

E(fA) = {g(e) : e — bok A7g € GA}>
czyli formalnie

E(T4) ={{g9(v),g(w)} : v,w — sasiednie wierzchotki A,g € G4}.
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Rysunek 4: Graf parkietazu plaszczyzny hiperbolicznej pieciokatami foremnymi prostokatnymi
wraz z grafem dualnym (zaznaczonym na niebiesko).

Pamigtajac o fakcie 13 w kontekscie uwagi 12 tatwo si¢ przekonac, ze dwa odcinki geodezyjne z
rodziny E(I"4) kroja sie pusto, albo jednym konicem, albo sie pokrywaja; zatem tak zdefiniowany
graf 'y = (V(T'4), E(T'4)) jest grafem planarnym, ktorego graf ptaski

Ty = (V(Ta), E(T4)),

gdzie V(fA) = V(['4), jest planaryzacja (Sciélej: tu przyporzadkowujemy krawedzi {v,w} odci-
nek geodezyjny o koricach v i w, ktory nalezy do E(I"4)).

Scianami grafu plaskiego I'a = (V(I'a), E(T'4)) (czyli skladowymi spojnosci H2\ J E(T 1))
sa dokladnie wnetrza komorek parkietazu Il4, czyli int(g(A4)) dla g € G4. Graf dualny do
grafu ptaskiego jest to z definicji graf na zbiorze $cian danego grafu, ktore taczymy w grafie
dualnym krawedzig wtedy, gdy sasiaduja poprzez krawedz w grafie oryginalnym. W przypadku
grafu ptaskiego ['4 mozna zrealizowaé plaski graf doni dualny, ktéry oznaczymy przez r N W
nastepujacy sposob:

Jako wierzchotki fz obierzemy $rodki écian grafu T4 (tzn. srodki ich domknieé jako wieloka-
tow foremnych), zas jako krawedzie — odcinki geodezyjnych taczacych érodki $cian r 4 sasiadu-
jacych przez krawedz. Zatem kazda krawedz fL przecina doktadnie raz pewna krawedz T4 pod
katem prostym (gdyz srodki dwoch wielokatnych komorek parkietazu I14 sasiadujacych poprzez
krawedz sa potozone symetrycznie wzgledem geodezyjnej zawierajacej te krawedz). Tak zdefinio-
wany fTA jest istotnie grafem ptaskim, gdyz dwie rozne krawedzie f; tacza albo wspdlny Srodek
pewnej 4ciany r 4 z dwoma innymi réznymi, i woéwczas kroja sie tym wspélnym konicem, albo
tacza srodki czterech réznych $cian r A, a poniewaz kazda z tych krawedzi zawiera si¢ we wnetrzu
domkniecia sumy dwoch $cian, ktorych srodki taczy, to sa one wowczas roztaczne. Graf FJL‘ ma
rowniez Sciany bedace wielokatami foremnymi: jesli écia,nny A sa n-katami foremnymi o kacie

2%, to 4ciany FL sa k-katami foremnymi o kacie 27” Sciany FL odpowiadajg w naturalny sposéb
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wierzchotkom I'4 tak jak éciany I odpowiadaja wierzchotkom I:L Wierzcholki T'4 sa, rowniez
srodkami scian FZ. Formalny graf, ktorego planaryzacja jest FL‘ 0zZnaczymy przez FTA. Sciany
FZ po domknieciu réwniez stanowig parkietaz H?, ktory oznacze przez HTA. Jest on oczywiscie
niezmienniczy na dziatanie grupy G tak jak I14.

Zauwazmy, ze zawsze (FL‘)T =T41 (1'[1:‘)T =1I4.

Okazuje sie, ze dla takiego grafu I' 4 istnieja obydwa przejécia fazowe w krawedziowej perkola-
¢ji Bernoulliego, o ktorych byla mowa we wstepie. Aby to uzasadnié, zdefiniuje pewne wlasnosci
grafow:

Definicja 16. Niech G bedzie dowolnym grafem. Mowimy, ze graf G:

e jest tranzytywny, gdy jego grupa automorfizmow Aut(G) dziala tranzytywnie na jego zbio-
rze wierzchotkow.

e ma jeden koniec, gdy dla dowolnego skonczonego podzbioru Vy C V(G) podgraf induko-
wany G\ Vo ma tylko jedna nieskonczona skladows spojnosci. (Ta definicja ma sens przede
wszystkim dla G sp6jnego nieskonczonego.)

e jest niedredniowalny, gdy
(e > 0)(VVo C V(G), Vo — skoticzony)(|0Vy| > €|V])

(tu OVy jest zbiorem krawedzi G o doktadnie jednym koricu w zbiorze Vj — podobnie, jak
w czescl ,,Drzewa”). Graf G nazywamy $redniowalnym w przeciwnym przypadku.

Twierdzenie 17. Dla dowolnego wielokgta foremnego A klasy IIH? i grafu parkietazu T 4 dla A
zachodzg nierdwnosci
0< pc(FA) < pu(FA) <L

Dowod (szkicowy). Powotujac sie na twierdzenie 1.1 z pracy |[hp| potrzebujemy jedynie spraw-
dzi¢ zatozenia tego twierdzenia dla grafu I' 4, czyli ze graf I'4 jest zawsze planarny, tranzytywny,
niesredniowalny, o jednym koncu. Woéwczas uzyskamy teze owego twierdzenia, tozsama z teza
niniejszego twierdzenia.

Planarnosé grafu I'4 stwierdzilismy juz powyzej.

Tranzytywnosé grafu I'4:

Wezmy dwa dowolne wierzchotki x i y grafu I 4. Wybierzmy wielokaty Aj, As parkietazu I14
zawierajace odpowiednio z i y. Wowcezas wielokat Ay jest przeksztalcany na As przez pewna
izometrie g € G A, zas g(x) € Aj jest przeksztalcany na y przez odpowiedni obrét H? zachowujacy
Ag. Zatem x przechodzi na y przez pewna izometrie zachowujaca parkietaz 114, a wiec i przez
odpowiadajacy jej automorfizm grafu I' 4. Wobec dowolnosci z,y € V(I'4) mamy tranzytywnosé
4.

Niesredniowalnos¢ grafu I'4:

Znajdziemy taka stata € > 0, ze dla dowolnego skoriczonego zbioru wierzchotkow Vy C V(T'4)
zachodzi |0Vy| > €|Vo|. Niech Vp # 0 (bez zmniejszenia ogolnosci) bedzie skoriczonym podzbio-
rem V(I'4), a n, k oznaczaja odpowiednio ilo§¢é bokéow wielokata A i stopieri grafu I'4 (tak, ze

miara kata wielokata A wynosi 2%) Niech zawsze VJ oznacza zbior $cian (domknietych) grafu

fg odpowiadajacych wierzchotkom ze zbioru Vj, a 8VJ — zbidér krawedzi fl dualnych do krawe-
dzi ze zbioru 0Vy. Krawedzie z 8V0T sa to doktadnie krawedzie rozgraniczajace $ciany I‘L z VOT i
spoza VOT.

Zatézmy na poczatek, ze podgraf indukowany I'y o zbiorze wierzchotkéw Vf jest spdjny.
Wowczas suma rodziny $cian | VOT ma spéjne wnetrze w H?. Suma ta jest wielokatem, ktorego
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8VJ jest obwodem, by¢ moze niespojnym. Jesli jednak ,zalepimy” te sktadowe dopelnienia [ VOT,
ktoére sa ograniczone hiperbolicznie, brakujacymi wielokatami parkietazu I , czyli wezmiemy
zbior Vi wielokatow HL lezacych poza nieskonczong sktadows spéjnosci H?\ | J VOT, to otrzymamy
jednospdjny wielokat | VlJr o jednospéjnym wnetrzu i o spé6jnym obwodzie 8V1T bedacym cyklem
w grafie f}:‘ Zauwazmy, ze |Vp| = ]VOTI < |VIT|, zas 3V0T B) OVIT, czyli

oVol [0V
Vol = v

9

zatem oszacowanie od dotu prawej strony da nam zadane oszacowanie lewej strony dla zbioru
Vo.

Wierzcholki i krawedzie wielokatow z VlT tworzg podgraf spéjny v grafu f;, ktorego $cianami
ograniczonymi sa wnetrza tych wielokatéw. Zatem oznaczajac ich ilogci:

W=Vl K=|EM)] 5=V
zapisujemy nastepujaco wzoér Fulera dla v:
(7) W-K+5=1

Oznaczmy dtugosé obwodu wielokata UVlT (czyli \8V1T|) przez O. Chcemy oszacowaé z dotu
stosunek

Ele;

i S8

Wéwczas poniewaz VlT sktada sie wylacznie z k-katow (wielokatow parkietazu HL), to liczac
krawedzie kazdego z nich z osobna policzymy kazda krawedZ obwodu raz, a pozostate krawedzie
— po dwa razy, wiec mamy réwnosé

(8) kS =2(K —0)+0=2K - 0.

Poniewaz O jest tez ilogcia wierzchotkéw v na obwodzie wielokata |J VlT, czyli doktadnie tych,
ktore nie sa wewnatrz tego wielokata, a stopieri grafu FTA wynosi n, to liczac wierzchotki kazdej
ze Scian z osobna w podobny sposéb otrzymujemy nieréwnosé

ES>n(W -0)+ 0O =nW — (n—-1)0.

Biorac powyzsza nierownoscé i rownoscé (8) z odpowiednimi wspotezynnikami i odejmujac stronami
mamy

2kS — nkS > 2(nW — (n — 1)0) — n(2K — 0),
czyli korzystajac z (7)

(2k —nk+2n)S >2n(W — K+ S5) — (n—2)O = 2n — (n — 2)0,

czyli
’ (nk—2k—2n)S=((n—2)(k—2)—4)S < (n—-2)0 —2n < (n —2)0,
wiec
O_(n—=2)(k—-2)—4
%) 52 — :
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Zauwazmy, ze katy wielokata A sa mniejsze, niz euklidesowego n-kata foremnego:

2 nmw — 2w

k n

wiec
2n < k(n — 2),

czyli
4 < (k—-2)(n-2),

czyli (k—2)(n —2) > 5 jako liczba naturalna, wiec z nieréwnosci (9) mamy
@) 1
S " n—-2

Biorac € = ﬁ otrzymujemy teze lematu dla V; jak i réwniez Vj.

W przypadku ogélnym, gdy wnetrze |J Vg ma niekoniecznie jedng sktadowa spdjnosci, roz-
wazmy rodzine {U; : i € I} sktadowych wnetrza |J VOJr (jest ona skoniczona). Dla i € I domknie-
cie U; jest suma odpowiedniej podrodziny rodziny VOT. Ta podrodzina jest dobrze okreslona;
0ZNaczmy j przez VOTz Otoz {VO]LZ : 1 € I} stanowi podziat rodziny VJ (sumuje sie bowiem do VOT,
gdyz kazdy wielokat z VOJr ma wnetrze w pewnym U; i wéwcezas nalezy do VOTZ., a rodziny VOTl sa
parami rozlaczne, gdyz inaczej nie pochodzityby od réznych sktadowych wnetrza (J VOT). Zatem
poniewaz dla kazdego i € I suma VOTZ ma wnetrze spojne U;, a zadne dwa wielokaty z réznych
rodzin VOJ[L», VOTJ nie maja wspolnej krawedzi, to

V| > [V,

wiec
OVo| = [0Vi | =Y |Vl = Y elVil| = elVil| = e[al,
iel iel

co byto do udowodnienia.
Jeden komiec grafu I"4: N

Jezeli wyrzucimy z grafu I'y skoriczony zbiér wierzchotkéow Vg, to dowolne dwa wierzchotki
sposréd prawie wszystkich wierzchotkéw spoza tego zbioru mozna nadal potaczyé $ciezka omija-
jaca Vp. Istotnie, niech kula domknieta B w H? zawiera zbior Vj wraz z wielokatami parkietazu
114 krojacymi niepusto Vo. Wowcezas biorge dowolne dwa wierzcholtki I'4 spoza niej i dowolna la-
mang w H? laczaca je i omijajaca te kule, mozemy skonstruowaé marszrute w I' 4 réwniez taczaca
te wierzcholki, ktora biegnie przez kolejne wielokaty 114 odwiedzane przez t¢ lamang i zreduko-
wal te marszrute do $ciezki w "4, ktora bedzie roztaczna z B. Pewna nieskoriczona sktadowa
podgrafu indukowanego I'4 \ V zawiera zbior wierzchotkow V(I'4) \ B, ktory jest koskoniczony,
a wiec ta sktadowa jest jedyna nieskoniczong sktadows I'4 \ Vb, co byto do udowodnienia. u

Tak jak zapowiedzialem we wstepie, wprowadze ponizej pojecie brzegu korica podzbioru ptasz-
czyzny hiperbolicznej H", ktoére moze poméc w wyodrebnieniu dodatkowego przejécia fazowego
miedzy prawdopodobienstwem krytycznym a prawdopodobienstwem unifikacji dla graféw par-
kietazy przestrzeni hiperbolicznej H2. To pojecie zdefiniuje jednak ogolnie:

Definicja 18. Niech X bedzie dowolna przestrzenia topologiczna calkowicie regularna (tzn.
spelniajaca aksjomat oddzielania T3%)7 lokalnie zwarta. Wowczas:
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e Konicem zbioru ¢ C X nazywamy dowolne odwzorowanie e z rodziny wszystkich zwartych
podzbioréw X w rodzine wszystkich podzbioréw a spetniajace warunki:

— dla K zwartego e(K) jest sktadowa sp6jnosci a \ K,

— dla K C K’ — zwartych
e(K) D e(K").

Niech X bedzie dowolnym uzwarceniem X.

e Brzegiem zbioru a C X nazywamy nastepujacy podzbiér narostu uzwarcenia X:

da =7~ \ X.

e Wreszcie brzegiem konica e zbioru a C X (tu koniec bierzemy zawsze w przestrzeni uzwar-
canej X) nazywamy zbior
Oe = ﬂ Oe(K).

KCX
K — zwarty

Uwaga 19. W topologii brzegiem standardowo nazywa sie réznice domkniecia i wnetrza zbioru
w przestrzeni topologicznej. Brzeg w tym sensie bedziemy okresla¢ dla odréznienia jako brzeg
topologiczny.

Uwaga 20. Zawsze 0X = X \ X jest domkniety w X, co udowodnimy ponizej:

Niech x € X. Znajdziemy otoczenie x roztaczne z 0X. Niech U bedzie otoczeniem x w X
warunkowo zwartym w X. Jest ono sladem w X pewnego otoczenia U’ w X. Poniewas UX
jest zwarte, to jest domkniete w X i jest réwne T, Otor U’ C T, Gdyby tak nie byto,
to U’ \UX bytby niepusty otwarty w X i kroilby sie niepusto z X (gdyz X jest gesty w X)
Jednak U'NX =U, wiec U N X \UX =U \UX bylby niepusty, co jest sprzecznoscia. Zatem
U cU’ c X, wiec U’ = U, czyli U jest otwarty w X. Zatem X jest otwarty w X, a X —
domkniety (i zwarty).

Rozwazmy teraz dowolny zbiér A C X i jego koniec e. Wowczas z powyzszego dowodu mamy,
ze dla zwartego K C X zbior de(K) jest domkniety w X (i zwarty).

Nalezy zaznaczy¢, ze zawsze Oe(K) # 0, gdyz e(K) nie jest warunkowo zwarty w X;

w przeciwnym razie bowiem K U e(K)X bytby zwarty i e(K U e(K)X) N e(K)X = 0, ale

e(KU (K)X) Ce(K), czyli e(K U e(K)X) jest pusty, co jest niemozliwe, gdyz jest sktadowa
spOjnosci.

Podobnie Oe jako przekroj scentrowanej rodziny zbioréow zwartych niepustych:

de = () de(K)
KCX
K — zwarty

jest zwarty niepusty. (Rodzina {0e(K) : K C X, K — zwarty} jest scentrowana gdyz dla zwartych
Ky, ..., Ky zachodzi 0 # de(K1 U...UK,) C i, de(K;)).

Lemat 21. Dla dowolnej przestrzeni X catkowicie regularnej i lokalnie zwartej oraz jej dowolnego
wzwarcenia X 1 dla dowolnego podzbioru a C X dowolny jego koniec e ma brzeg spojny niepusty.
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Rysunek 5: Dowdd lematu 21.

Dowd6d (lematu). Niepusto$é zbioru de pokazalisémy juz w powyzszej uwadze.
Zalozmy zatem nie wprost, ze Oe jest niespdjny, czyli ze istniejg zbiory C'i D otwarte w Oe,
niepuste, roztaczne i takie, ze
de=CUD.

Sa one otwarto-domkniete w Oe, wiec sg zwarte. Poniewaz X jako przestrzen zwarta jest nor-
malna, to istnieja roztaczne otoczenia U, V zbioréw odpowiednio C'i D w X. Zatem de CU UV,
gdzie U UV jest otwarty w X. Udowodnie, ze istnieje zbior zwarty K C X taki, ze

de(K) CUUYV.
Ot67 rodzina {U UV, (8e(K))¢ : K C X, K — zwarty} jest pokryciem otwartym X, gdyz

X=(@e)uUuv)= |J (@eE)uWuV),

KCX
K — zwarty

wiec istnieje podpokrycie skoniczone {U UV, (de(K1))S, ..., (0e(Ky,))¢} dla pewnych zwartych
Ki,...,K, C X. Wezmy K = |J;"; Ki; wowczas dla i = 1,...,n mamy e(K) C e(K;), czyli
Jde(K) C de(K;), a (0e(K;))¢ C (0e(K))e, wiec Ui, (0e(K;))¢ C (9e(K))°, zatem réowniez
{U UV, (8e(K))°} jest pokryciem otwartym X, czyli de(K) C UUV tak jak chcielismy.

Znajdziemy w koricu zwarty nadzbior K’ zbioru K, dla ktérego e(K’) bedzie niespojne (co
bedzie sprzecznoscia) dzieki temu, ze e(K') C U UV, ale e(K') bedzie si¢ kroito niepusto zaréwno
zUjakiz V.
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Udowodnimy jeszcze przedtem, ze e(K) \ (U U V) jest warunkowo zwarty w X, czyli ze
c(F)\(UUV)" C X. Gdyby istnial p € 9X Ne(K)\ (U UV) ", to

pedXne(K) =de(K)CUUY,

ale wowczas p lezalby poza zbiorem domknigtym X\ (UUV) zawierajacym e(K)\ (UUV), czyli
pé¢e(K)\(UU V)X — sprzecznosé. Niech zatem

K =KUe(B)\(UUV)"
bedzie zwartym podzbiorem X. Woéwczas
e(K'YCe(K)\K'Ce(K)N(UWUV)CUUYV,

zas

de(K') Coe(K) CUUWYV,

a poniewaz
CUWUD = de C de(K'),
—X
to de(K') kroi si¢ niepusto z U oraz V, wiec e(K’) rowniez (bo inaczej e(K’)" i jego podzbior
de(K') zawieralyby sie w jednym ze zbioréow domknietych U¢, V¢ wraz z e(K')). Zatem e(K’)
nie jest spdjny, co jest sprzeczne z definicjg kornica. To koniczy dowdd lematu. [ |

Uwaga 22. W przypadku przestrzeni hiperbolicznych H" dla n = 1,2,... méwiac o brzegach
1 brzegach koncow bede mial na mysli uzwarcenie H" w modelu dyskowym Poincarégo bedace
domknieciem do dysku domknietego (ktore oznaczymy przez H™) tak, ze narostem uzwarcenia
bedzie standardowo rozumiany brzeg przestrzeni hiperbolicznej H". W ten spos6b mozna na
H" réwniez rozwazaé¢ metryke euklidesowa, jednak domyélng metryka na H"™ bedzie metryka
hiperboliczna, chyba ze zostanie zaznaczone inaczej.

Zanim sformutuje gtéwne twierdzenie, wykluczajace przejscie fazowe definiowane przy po-
mocy brzegéw koncow nieskoriczonych klastrow perkolacji dla grafow parkietazy H?, udowodnie
kilka lematéw.

Plaszczyzne hiperboliczng H? rozwazam zawsze w modelu dyskowym Poincarégo jako koto
jednostkowe na R?, ktorego srodek oznacze przez O.

Oznaczenie 23. Niech odtad az do konica pracy A bedzie pieciokatem foremnym prostokatnym
w H2.

Nastepujaca obserwacje przyjmuje za intuicyjnie oczywista, wiec pozostawie ja bez dowodu.

Obserwacja 24. Dla dowolnego € > 0 istnieje § > 0 takie, ze dla dowolnego punktu x € H?
lezgcego euklidesowo (tzn. w modelu Poincarégo) w odlegtosci od brzegu H? mniejszej od § srednica
euklidesowa mmniejszej potplaszczyzny hiperbolicznej ograniczonej przez geodezyjng przechodzgcg
przez x prostopadiq do odcinka geodezyjnego [O; x| wynosi mniej niz .

Lemat 25. Dia dowolnego otwartego tuku ® okregu bedgcego brzegiem H? istnieje wierzchotek »
grafu T4 i dwie krawedzie T' 4 incydentne z x, ktore wyznaczajq ramiona kgta prostego (hiperbo-
licznego) o brzegu zawartym w ®.
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Dowéd. Niech H bedzie potptaszczyzng H?, ktorej brzeg zawiera sie w @ (jej istnienie wynika
z obserwacji 24). (Ow brzeg jest zawsze tukiem okregu OH? o koncach bedacych brzegowymi
koncami geodezyjnej ograniczajacej H). Niech x bedzie wierzcholkiem I'4 lezacym we wnetrzu
H. Taki wierzchotek istnieje, gdyz dla pewnego > 0 dowolna kula hiperboliczna o promieniu
r zawiera we wnetrzu pewien wierzcholek I'y (np. dla r > diam(A)) i pewna taka kula zawiera
sie w H, gdyz np. kule hiperboliczng o srodku O i promieniu r mozna przeksztalci¢c w H za
pomoca odpowiedniego przesuniecia hiperbolicznego. Krawedzie incydentne z wierzchotkiem x
wyznaczajg dwie prostopadle geodezyjne. Poniewaz kazda z nich przecina geodezyjna bdy2 H
(brzeg topologiczny) ograniczajaca H co najwyzej raz, a x lezy we wnetrzu H, to pewna sktadowa
kazdej z tych dwoch geodezyjnych rozspojonych przez punkt x lezy w calosci w H. Rozwazmy
te dwie prostopadle potproste hiperboliczne. W sumie z {x} sa one ramionami hiperbolicznego
kata prostego. Poniewaz ramiona te zawieraja sie w H i ich suma rozspaja H? na wnetrze i
dopelnienie owego kata, podobnie bdye H rozspaja H? na dwie sktadowe spojnosci, to albo 6w
kat lezy we wnetrzu H albo jego kat dopelniczy. W drugim przypadku mamy do czynienia z
katem miary %7‘(’, wiec mozna wybra¢ jeden z trzech katéw prostych zawartych w nim, rowniez
wytyczonych przez dwie geodezyjne zawierajace ramiona catego kata (a wiec wybra¢ kat prosty
przyleglty albo wierzchotkowy do kata prostego, ktory okazal si¢ nie by¢ zawarty w H). Tak wigc
mozemy wybrac¢ kat prosty zgodny w powyzszym sensie z grafem I' 4, zawarty w H. Jego brzeg
jest zawarty w brzegu H, a wiec i w tuku ® (gdyz operacja O brania brzegu zbioru jest zawsze
monotoniczna ze wzgledu na zawieranie zbiorow). Zatem obrany kat prosty spetnia warunki tezy
lematu. [ |

Lemat 26. Dla dowolnego tuku otwartego ® okregu OH? zardwno w graf I jak i w graf fg
mozna zanurzyé nieskorczone petne drzewo binarne, kidrego brzeg zawiera sie w tuku ©, o kazda
jego Sciezka nieskoticzona (o poczqthku w korzeniu) ma granice euklidesowqg na OH? (doktadnie:
na ®).

Dowé6d. Niech o bedzie katem z poprzedniego lematu o brzegu zawartym w @ i wierzchotku
v E V(fA), zas$ lo 1 [1 — geodezyjnymi wyznaczonymi odpowiednio przez obydwa jego ramiona.
Niech Sy bedzie przesunieciem wzdtuz [y takim, ze Sp(v) jest sasiadem v w I'4 lezacym na
ramieniu kata a zawartym w lo, za$ S niech bedzie analogicznym przesunigciem wzdtuz I3, Sp i
S1 indukuja automorfizmy grafu I'4 i zachowuja parkietaz 114 (gdyz kazde z nich przeprowadza
pewien wielokat parkietazu na inny), wiec indukuja rowniez automorfizmy grafu fTA Zauwazmy,
ze geodezyjna Sy(l1) jest rownolegla, nieasymptotyczna do [y, podobnie Si(lp) do ly oraz Sy(l1)
do Si(lp) (bo inaczej utworzylby sie trojkat hiperboliczny o sumie katéw przynajmniej m — patrz
rys. — co jest niemozliwe). Ponadto katy Sp(«), S1(«) zawieraja sie w . Sa one jednak roztaczne,
gdyz So(l1) 1 S1(lp) sa roztaczne.

Niech wierzchotki nieskoriczonego pelnego drzewa binarnego T' beda reprezentowane przez
stowa nad alfabetem zerojedynkowym (zbior wszystkich takich stow oznacze przez L) w naste-
pujacy (standardowy) sposob:

e korzen drzewa jest reprezentowany przez stowo e (stowo puste);

e lewe dziecko wierzchotka reprezentowanego przez dowolne stowo w jest reprezentowane
przez w0, a prawe — przez wl.

Myslmy, ze V(T') = L. Dla stowa w = ajas---a, € L, gdzie ay,...,a, € {0;1} niech
Sw=2"84,0...08g,

(w szczegolnosci Se = Idye).
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Rysunek 6: Dowdd lematu 26 — poczatek.

Wowezas oczywiscie Sy (a) C a.
Niech ¢ : L — V(I'4) bedzie dane wzorem

p(w) = Su(v).

Zauwazmy, ze (L) C «, gdyz v € a. Udowodnie, ze ¢ jest izomorficznym zanurzeniem drzewa
T wI' 4. Wystarczy udowodni¢, ze ¢ jest réznowartosciowe i zachowuje sasiedztwo wierzchotkéw:
Réznowartosciowosc :
Niech w’ # w”, w',w"” € L. Niech w bedzie ich najdluzszym wspolnym prefiksem. Wowczas
albo istnieja wi, wo takie, ze
w = wlw; i w”’ = wlws,

albo w' jest wlasciwym prefiksem w”, czyli istnieje wy # € takie, ze
/ . "
w =wiw" =wuw

— bez straty ogélnosci (ewentualnie mozna zamieni¢ rolami w' i w”).
W pierwszym przypadku
p(w') = Su(So(Suw, (v))),

p(w") = Su(S1(Suw, (0)))-

Poniewaz Sp(«) i S1(a) sa roztaczne, to
SO(Swl (1})) # Sl(Swz (1})),
a poniewaz Sy, jest bijekcja, to

p(w') = Su(So(Sw, (v))) # Suw(S1(Sw, (v))) = p(w").
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Zas w drugim przypadku
p(w') = Suw(v) # Suw(Sw, (v)),

gdyz podobnie v # Sy, (v), bo v € Sp(a) i v € S1(a), a wy # €.
Zachowywanie sasiedztwa przez :

Rozwazmy wierzchotki T" polgczone krawedzia; jeden z nich jest woéwczas dzieckiem drugiego,
czyli 83 to w i wa dla pewnych w € Lia € {0;1}. Wowczas p(wa) = Sy (Sq(v)) 1 o(w) = Sy (v),
a skoro v jest sasiadem S, (v) w I'a i Sy [y (r,) jest automorfizmem grafu I'4, to p(wa) jest
sasiadem @(w) w I'4.

Zatem ¢ jest istotnie izomorficznym zanurzeniem drzewa 1" w graf I'4.

Poniewaz ¢(L) C «, a kazda krawedz taczaca wierzchotki I' 4 lezace w « réowniez lezy w «
(gdyz potplaszczyzna w H?, a wiec i kat wypukly zawsze zawiera odcinek geodezyjny wraz z jego
koncami), to ¢(T") jako zanurzony podgraf I'4 zawiera sie w «, a wiec jego brzeg zawiera sie w
Oa.

Rozwazmy teraz dowolng $ciezke P w drzewie T o poczatku w korzeniu (i jej obraz przez
¢). Jest ona reprezentowana przez nieskoriczony ciag zerojedynkowy w tak, ze jej wierzcholki
sg skorficzonymi prefiksami w. Niech P oznacza krzywa w H? utworzong przez kolejne obrazy
wierzchotkéw P przez ¢ i krawedzie grafu I' 4 bedace obrazami kolejnych krawedzi P. Dokladniej

mowiac
P = U [Swrnfl('u% Swrn (U)]?
n=1

gdzie w [, oznacza prefiks w dtugosci n, a [x;%y] — odcinek geodezyjnej o koticach z,y € H2. (]3
moze by¢ sparametryzowana np. poiprosta [0; 0o) tak, ze wierzchotki P odpowiadajg parametrom
naturalnym.) Mamy udowodni¢, ze Sciezka p(P) w grafie ['4 ma granice na brzegu H?, a &cislej,
ze krzywa P zbiega do pewnego punktu OH?.

Oznaczmy przez w|;? podstowo w zaczynajace si¢ od pozycji n1, a konczace na pozycji np dla
naturalnych ny, ny takich, ze ny — 1 < na (gdy n2 = n1 — 1, to w[y;? = ¢€). Ot6z dla dowolnego
k € N krzywa P od pewnego miejsca lezy juz caly czas w Sy, 1, (a). Jest tak, poniewaz dla k € N
zachodzi réwnosé

k
= Ulsun 0 U Sun (82 (00 Supp, (),

n=k+1

gdyz Sy, jest izometrig i przeksztatca odcinki geodezyjne na odcinki geodezyjne, zatem

k
P C U [Sw[n_l (7})3 San (’U)] U Sw[k (Ck)
n=1

Zauwazmy, ze jesli dowolny zbior B C H? zsumujemy ze zbiorem zwartym K C H?, to
brzeg OB = 9(B U K) (ten fakt zachodzi réwniez w dowolnej przestrzeni uzwarconej z defi-
nicji 18). Wobec tego OP C 0(Sy, () dla dowolnego k € N (biorac B = Sy (o) 1 K =

Ufz:1[5wrnf1(v)§ Swi, (V)]), czyli N
P < ﬂ a(swhc(a))-
k=0

Udowodnie, ze zbior (e d(Swr, (@) jest jednopunktowy. Oto6z dla kazdego k naturalnego
O(Swr, (@) jest domknietym tukiem okregu OH? (gdyz Sy, (@) jest katem). Poniewaz dla ki < ko

Swka(a):Swfkl OS ( )gSw[kl(Oé),

|k +1
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S,wfkﬂ(llfw(kﬂrl)) S?I)“-(llfu}(k?ﬂ»l))

Sw[k (hu(lﬁ»l))

Rysunek 7: Dowdd lematu 26 — poréwnanie wartosci dy i dgy1.

to rodzina {9(Swr, (@) ken jest zstepujaca rodzing zwartych tukow okregu OH?, wiec jej przekroj
tez jest tukiem domknietym okregu OH?. Zalozmy nie wprost, ze nie jest on zdegenerowany do
punktu. Dla dowolnej potptaszczyzny H? i kata hiperbolicznego wypuklego o brzegu zawieraja-
cym brzeg tej polptaszczyzny éw kat zawiera te poiplaszczyzne, gdyz jest on przekrojem dwoch
potplaszezyzn H2, a jesli brzeg jednej potplaszczyzny H? zawiera brzeg drugiej potptaszczyzny
H?, to ta pierwsza zawiera te druga. Wobec tego polplaszczyzna H? o brzegu zawartym w tuku

heo O(Sw, (@) (taka istnieje) zawiera sie w (\oeg Swi, (). W szezegolnosei (Np— Swi, (o) # 0.
Niech wiec z € (N Sw, (). Niech dla k naturalnych dj, bedzie suma odlegtosci hiperbolicz-
nych punktu « od obydwu geodezyjnych zawierajacych ramiona kata Sy, (o), tzn. od Sy, (lo) 1
Swi, (11). Poréwnajmy wartosci dj, 1 di41. Otoz

Swheir (@) = Suwpy © Swer1)(@) = Swpy, © Suw(ki1) © Sy, (Swhi (@),

przy czym Sy, © Sy (k1) © S;rlk jest przesunigciem sprzezonym do Sy (x+1), czyli przesunigciem
wzdhuz prostej Sup, (Lyk+1)) W kierunku ramienia kata Sy, () wyznaczajacego Swp, (Lu(k+1))-
Przeksztatcenie to zachowuje geodezyjna Swr, (Ly(k+1)), @ wzdtuz niej przesuwa prostopadta geo-

dezyjna S, (li—w(k41)) 0 odlegtos¢ ¢ > 0 rowna dtugosci krawedzi w T 4. Zatem

Swfk (lw(kJrl)) = Swfk+1 (lw(kJrl)) 1 diSt(Sw Mk (llfw(kJrl))v SkaH (llfw(kJrl))) =C.

Niech h bedzie punktem realizujacym na geodezyjnej Syt (I1—w(k41)) minimalng odlegtos¢ do x.
Wowezas Sup,,, (l1—w(k+1)) Da pewno przecina odcinek geodezyjnej [z;h] w punkcie odlegtym
od h o co najmniej ¢, wigc odlegtosé x do Sy, (li—w(k+1)) jest o co najmniej ¢ mniejsza niz
do Swrp, (li—w(k+1)), a odlegtosci x do Sy, (lykt1)) 1 do Swp, (Lyk+1)) sa takie same. Zatem
dit+1 < dj — ¢, co przy warunku 0 < di < oo dla k € N daje sprzecznosé, bo ¢ = const. Zatem
Nieo I(Swr, (@) jest co najwyzej jednopunktowy.
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Rysunek 8: Drzewa zanurzone w graf Tyi fTA w dowodzie lematu 26.

Nalezy jeszcze zaznaczyé, ze krzywa P (sparametryzowana polprosta dodatnia) nie ma punk-
tow skupienia w H? (poza trywialnym zawieraniem punktéw), bo dowolna kula hiperboliczna
kroi skoniczenie wiele krawedzi i wierzchotkéw Ty i krzywa P od pewnego momentu do tej
kuli nie wraca, zatem jedynym punktem skupienia i granica krzywej P jest jedyny element

re0 O(Sw, (). Nalezy on do @ jako element brzegu podzbioru «, bo da C ®.

W podobny sposéb zanurzamy drzewo T w graf plaski I:L: niech ¢! : L — V(fL) bedzie
dane wzorem

pl(w) = Su(v'),

gdzie v' jest srodkiem pieciokata parkietazu I14, ktorego katem jest a. Podobnie, jak w przy-
padku ¢, dowodzimy, ze ' jest roznowartosciowe (korzystajac z tego, ze vt ¢ Sp(a) U Sy(a),
ale v € @) i zachowuje sasiedztwo wierzchotkow (gdyz v jest sasiadem Sp(v') i S1(vf) w gra-
fie FL), wiec ! jest izomorficznym zanurzeniem drzewa T w graf I‘TA. Roéwniez podobnie, jak
dla ¢, podgraf ptaski o!(T) grafu fL zawiera sie w a i jego brzeg zawiera sie w da. W koricu
analogiczny rachunek pokazuje, ze dla dowolnej §ciezki P w drzewie T' reprezentowanej przez nie-
skoriczony ciag zerojedynkowy w jej zanurzenie przez ¢! jako krzywa nieograniczona P’ ma brzeg
zawarty w [ \p—o O(Swy, (@), ktory, jak juz wiemy, jest jednopunktowy, i jego jedyny element jest
w analogiczny sposob granica Pt To koniczy dowdd lematu. [ |
Uwaga 27. Nastepujace twierdzenie sformutuje dla grafu r A Oraz fL Oznacze wiec dla wygody
przez At wielokat bedacy domknieciem $ciany grafu fTA tak, ze fTA =T at. Twierdzenie jest gtow-
nym twierdzeniem pracy i dotyczy srodkowej fazy perkolacji (tzn. gdy mamy p. n. nieskoriczenie
wiele nieskoniczonych klastrow, czyli p.(I'p) < p < pu(I's), gdzie pe(I'r), pu(I'p) sa odpowiednio
prawdopodobienistwem krytycznym i unifikacji dla grafu I'p =14 lub I'p = FL).

Twierdzenie 28. W srodkowej fazie dla krawedziowej perkolacji Bernoulliego z prawdopodobieri-
stwem p wylosowania pojedynczej krawedzi na grafie T'p, gdzie B = A lub B = A" p. n. kazdy
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koniec kazdej sktadowej nieskoriczonej ma jednopunktowy brzeg.

Dow6d. Niech w® oznacza losowy podgraf procesu perkolacyjnego z twierdzenia, gdzie p jest
prawdopodobienistwem wylosowania pojedynczej krawedzi.

7 lematu 21 wynika, ze kazdy koniec dowolnego podzbioru H? ma brzeg bedacy tukiem
domknietym OH? (byé¢ moze punktem albo calym okregiem). Teza twierdzenia mowi, ze w
przypadku nieskoriczonych klastréw w® p.n. sa to zawsze tuki zdegenerowane do punktow.

Definicja 2~9 Dla wielokata foremnego B klasy HH2 i dla krawedzi e € I's niech el oznacza
krawedz w F dualng do e, tzn. Jedynad krawgdz F krojaca sie niepusto z e. OperaCJa brania
krawedzi dualnej jest bijekcja miedzy E(I'p) i E(F ) Niech dla podgrafu v grafu I's

7= (VITh), {ef e ¢ ).

Uwaga 30. Zauwazmy, ze w istocie w®1 z powyzszej definicji jest losowym podgrafem w krawe-
dziowej perkolacji Bernoulliego na grafie FE z prawdopodobienstwem 1 — p wylosowania poje-
dynczej krawedzi, gdyz rodzina zdarzen

{ef e w®ty el € ETL)} = {{e ¢ WP} : e € B(Tp)}
jest rodzing zdarzen stochastycznie niezaleznych o prawdopodobienistwie 1 — p kazde.

Lemat 31. Diap > 3 p n. zbior punktow OH? bedgcych granicami Sciezek nieskoriczonych w
w®) jest gesty w OH2. Podobme dlap < 2 2bidr dw jest gesty dla w®T,

Dowéd (lematu). Niech @ deme dowolnym tukiem otwartym w OH? i niech p > . Wéwecezas z

lematu 26 istnieje podgraf ptaski T grafu I'p bedacy pelnym nieskoriczonym drzewem binarnym,
ktorego kazda dciezka nieskonczona wychodzaca z korzenia ma granice w ®. Wobec tego kazda
Sciezka nieskoriczona w owym drzewie ma granice w ®, gdyz od pewnego miejsca pokrywa si¢ z
pewna Sciezky o poczatku w korzeniu T'.

Niech T bedzie odpowiadajacym T podgrafem I'z. Poniewaz obciecie w® do grafu T jest
odpowiednim procesem perkolacyjnym na 7', to skoro p > % w drzewie T zachodzi perkolacja
(z twierdzenia 4) i p. n. istnieje nieskoniczona $ciezka w T N w®). Jest ona wowczas w wersji
plaskiej zbiezna do pewnego punktu ®. Zatem dla dowolnego tuku otwartego w OH? p. n.
istnieje nieskoriczona $ciezka w w®) majaca granice w tym tuku.

Wezmy baze B topologii okregu OH? zlozona z przeliczalnej ilosci tukow otwartych. Wowczas
dla kazdego tuku ® € B p. n. istnieje $ciezka zbiezna do pewnego jego punktu, a wiec p. n. dla
kazdego ® € B istnieje taka Sciezka, gdyz jest to przeliczalny przekrdj zdarzen prawie pewnych.
Zdarzenie to pociaga gestos¢ zbioru takich granic w OH?2.

Dowdd ten zostal przeprowadzony ogoélnie dla Iz bedacego T4 lub Nl 1, wige dla przypadku
p < % i procesu w®t wystarczy powolac sie na uwage 30 i stwierdzié, ze w®1 jest procesem
perkolacyjnym na jednym z tych graféw z prawdopodobieristwem wylosowania krawedzi wiekszym
od % i spetnia teze lematu na mocy jego pierwszej czesci. [ |

Nastepny lemat ma charakter geometryczno-topologiczny.

Lemat 32. Niech v bedzie podgrafem ', przy czym V(y) = V(Lg). Jesli v lub " ma gesty w
OH? zbior granic swoich Sciezek (w sensie takim jak w powyiszym lemacie), zas ¥ ma nieskori-
czenie wiele nieskoriczonych sktadowych spéjnosci i kazda potptaszcezyzna H? przecina niepusto
nieskonczenie wiele sposrdd nich, to wowczas kazdy koniec kazdej nieskoriczonej sktadowej v ma
brzeg jednopunktowsy.
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Rysunek 9: Pierwsza cze$¢ punktu 1 (albo podobny punkt 2) dowodu lematu 32.

Dowo6d (lematu). Zalézmy nie wprost, ze pewien koniec e pewnej nieskoniczonej sktadowej a
grafu v ma brzeg bedacy niezdegenerowanym tukiem okregu OH?. Niech ® bedzie wnetrzem tego
tuku. Rozwaze dwa przypadki:

Przyp. 1. Zbioér granic sciezek grafu « lezy gesto w OH?Z.

Woéweczas istnieja w ® trzy rézne granice odpowiednio trzech réznych sciezek v. Mozemy
zadac, aby te trzy $ciezki byly parami roztaczne (mozemy je uroztaczni¢ odpowiednio je skracajac,
gdyz maja rézne granice). Oznaczmy ich zbiér przez P. Udowodnie najpierw, ze przynajmniej
dwie z tych &ciezek, powiedzmy Py # P», ,leza w konicu” e, tzn. dla dowolnego K C H? zwartego
ich nieskonczone ogony po wyrzuceniu K (czyli jedyne nieograniczone sktadowe P} \ K, Py \ K),
albo innymi stowy e1(K), e2(K), gdzie e1, e2 sa jedynymi koncami odpowiednio Py i Ps, lezg w
e(K).

Gdyby tak nie bylo, to pewne pozostale dwie rozne ciezki P, Py € P nie mialyby tej
wlasnogci, czyli istniatyby zwarte K7, Ko C H? odpowiednio dla P}, P, takie, 7e e;(K;)Ne(K;) = 0
dla i = 1,2. Niech wowczas B bedzie kula domkniets w H? zawierajaca K1 U Ky i zahaczajaca o
P|, P). Wowczas takze e;(B)Ne(B) =0 dlai=1,2 (gdyz e;(B) C e;(K;) oraz e(B) C e(K;)).
H? \ B tworzy pieréciert (bez wewnetrznego brzegu) rozspajany przez tuki bez jednych koricow:
e1(B) U OP] oraz ea(B) U 0Py na dwie sktadowe, ktore zawieraja odpowiednio sktadowe zbioru
OH? \ (OP] UOPY). Zatem e(B) zawiera sie w jednej ze sktadowych zbioru

H2\ (BU (ex(B)UP]) U (ea(B) UDP;))

H2
i rowniez e(B)  jest roztaczny z druga sktadowa tego zbioru, ale ® (a wiec réwniez de oraz

de(B)) kroi si¢ niepusto z obydwiema sktadowymi, gdyz np. punkt zbioru 0P] lezy w ®, co daje

sprzecznosc.
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Rysunek 10: Druga czes¢ punktu 1 dowodu lematu 32.

Rysunek 11: Rys. 10 z dodang krzywa P’
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Wobec tego niech Py # P, z P maja ,wsp6lny koniec” z e. Niech Py bedzie najkrotszg $ciezka
w 7y taczaca P z P». Woéwcezas jeden jej koniec lezy w Pp, a drugi w P» i zaden z jej wierzchotkow
wewnetrznych nie lezy w P; U Py. Oznaczmy nieograniczone krzywe zawarte odpowiednio w Py i
P o poczatkach bedacych koricami Py odpowiednio przez P [p,, P2 [p,- Krzywe Pi [p,, P2 |p,
w sumie z Py i granicami P; i P» tworza tuk o:

o= (P1 Fpo U&Pl) U (PQ fpo U&Pg) UPyCa

rozspajajacy H2 na dwie sktadowe C i D, ktorych brzegami sa tuki OH? pokrywajace w sumie
OH? o koticach bedacych odpowiednio punktami zbioréw 0Py i 0P, (patrz: rys. 10). Zatem z
domknietosdci o w H2 istnieja punkty na kazdym z tych tukéw o otoczeniach w H? roztacznych z
0. Mozna zatem obra¢ dwie polptaszczyzny Ho, Hp w H? zawarte odpowiednio w C i D (np.
zawarte w owych otoczeniach). Poniewaz kazda z nich kroi si¢ niepusto z nieskoniczenie wieloma
nieskoniczonymi sktadowymi grafu v, to w szczegolnosci istnieja dwie rézne sktadowe v inne niz
a, zawarte odpowiednio w C' i D. Nazwijmy je odpowiednio ¢ i d. Niech domknieta kula B w
H? zahacza o obydwa te klastry oraz o Py [p, i P2 [p,. Niech e1, ez beda jedynymi koricami
odpowiednio P i P». Wowezas B U e (B) U ez(B) rozspaja H? na dwie sktadowe (podobnie jak
w pierwszej czeéci dowodu, tylko ze tam rozwazalismy H?). Niech

K=BU(c\ ((er(B)UIP)) U (e2(B) UIP)))

(jest to zwarty podzbiér H?, gdyz e1(B) U 0Py, ea(B) U OP; sa otwarte w o). Miedzy e1(K) i

eo(K) istnieje taczaca je Sciezka w v omijajaca zbior K, gdyz e; i eg leza ,w koricu” e. Niech P’

bedzie najkrotsza taka $ciezka. Ma ona korice odpowiednio w e1(K) i ea(K) i zadnych innych
{2 __m2

wierzchotkow w e1 (K) Uea(K). Jest zatem tukiem w " b D , gdyz jest roztaczna z o poza

L . L S —H? ) . =H? .
koricami. Zal6zmy bez zmniejszenia ogélnosci, ze P’ C C" . Wowcezas P’ rozspaja C° na dwie

sktadowe spojnosci C; i Cy (patrz: rys. 11). Niech tuk w o ograniczony przez konice P’ bedzie
oznaczony jako o [pr. Jedna ze sktadowych Ci, Cs, powiedzmy, Cs jest warunkowo zwarta w
H?2, gdyz jej brzegiem topologicznym w H? jest P’ Uo [pr. Luk

o =P U(c\o|p)UdPLUIP,

rozspaja H2 na dwie skladowe spojnosci: D' = intg, D U CgHQ oraz C' = intg,C1. Poniewaz o’
jest roztaczna z kula B, a takze zawiera sie w klastrze a, to skoro B kroi sie niepusto z D, to
B C D', a wiec obydwa klastry ¢ i d leza w D' (bo sa rozlaczne z o/, a z B kroja sie niepusto),
przy czym ¢ € C N D' = Oy, ale Oy jest warunkowo zwarty w HZ?, wiec ¢ jest skonczonym
podgrafem fB, co daje sprzecznosé.

Przyp. 2. Zbior granic sciezek y' lezy gesto w OHZ.

Wowezas istniejg dwie Sciezki P i Py grafu 4! o réznych granicach w ®. Sg one roztaczne z
v, wiec w sensie z dowodu poprzedniego punktu ich konice ,nie leza” w e. Zatem podobnie, jak w
pierwszej czesci dowodu punktu 1, mamy sprzecznosé z definicjg brzegu korica e, ktory zawiera
®, a jego wnetrzu — granice P i Ps.

To koticzy dowdd catego lematu. u

Teza powyzszego lematu dla v = w®) jest teza twierdzenia. Z lematu 31 wiemy juz, ze
p. n. zachodzi pierwsze zalozenie lematu (o gestosci granic $ciezek) dla v = w® dla p # %
Podobnie o drugim zalozeniu tego lematu (o poiptaszczyznach zahaczajacych o nieskonczenie
wiele nieskorniczonych klastrow) dla p € (p.(I's), pu(I'B)) pozwoli nam powiedzie¢ kolejny lemat.
Sformutuje go ogolnie dla dowolnego wielokata foremnego klasy ITH?. Przedtem poczynie jednak
pewne obserwagcje.
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Definicja 33. Mowimy, ze potplaszczyzna H? jest zgodna z grafem I'p (albo z parkietazem Ilp),
gdy jej brzeg topologiczny w H? zawiera pewna krawedz I'p.

Udowodnimy najpierw pomocniczy fakt mowiacy, ze w dowolnej potplaszcayznie H? zawiera
sie polplaszczyzna zgodna z grafem parkietazu. Skorzystamy w tym celu z nastepujacej obser-
wacji:

Obserwacja 34. Dla dowolnego € > 0 istnieje C > 0 takie, e dla dowolnej geodezyjnej o i
potptaszczyzny Ho ograniczone) geodezyjng przecinajgee o w punkcie x pod kgtem ostrym nie
mniejszym od € istnieje pdtptaszczyzna H symetryczna wzgledem o zawierajgeca Hy o brzegu
topologicznym odlegtym hiperbolicznie od punktu x o co najwyzej C.

Dowéd (obserwacji). Niech € > 0, za$ o niech bedzie geodezyjna H? przechodzaca przez punkt
x. Ograniczmy sie poczatkowo do przypadku = O (Srodek dysku Poincarégo). Wowcezas o
jest érednica (bez koncow) dysku Poincarégo, a kazda Hy z zalozenia obserwacji jest euklide-
sowym poétkolem. Rozwazmy sume takich poélptaszczyzn o brzegu topologicznym tworzacym z
o kat ostry nie mniejszy od €, zawierajacych ustalong poétprosta geodezyjnej o. Ta suma jest
katem o mierze 27 — 2¢ i symetralnej o. Jeden z koiicow o w OH? nie nalezy do brzegu hiper-
bolicznego tego kata, wiec pewna polptaszczyzna o symetralnej o jest roztaczna z tym katem.
Pélptaszczyzna do niej dopetnicza, ktéra oznacze przez H, zawiera ten kat, a wiec i dowolna
polplaszezyzne spelniajaca zatozenia obserwacji (oczywicie zawierajaca odpowiednia polprosta
o, ale nie zmniejsza to ogolnosci). Stata C' obrana jako odlegtosé punktu x od brzegu topolo-
gicznego H spelnia ogélnie teze obserwacji, gdyz dla dowolnej geodezyjnej o i péiptaszczyzny
Hy jak w zatozeniu stosujac izometrie przenoszaca punkt z do O otrzymamy przypadek x = O i
obrang w tym przypadku poéiptaszczyzne H nalezy cofnaé przez te izometrie, aby spelniata teze
obserwagcji dla oryginalnych danych o, i Hy, a jej brzeg topologiczny byt odlegty o C' od punktu
x. |

Fakt 35. W kazdej potplaszcayinie H? zawiera sie pétptaszczyzna zgodna z fD, gdzie D jest
dowolnym wielokgtem foremnym klasy TIH?.

Dowéd (faktu). Niech H bedzie dowolng potptaszczyzna H2. Niech C bedzie stala z obserwacji
dla € = 7, za§ H' — taka polplaszczyzng zawarta w H, ze jej odlegtosc euklidesowa od H2\ H
jest nie mniejsza od $rednicy euklidesowej H'. Wéwczas H' nie zawiera punktu O. Niech H”
bedzie potptaszczyzng H? zawartag w H' odlegta od H?\ H' przynajmniej o C. Z dowodu lematu
25 wiemy, ze H” zawiera pewien wierzcholek z grafu I'p (wtedy = # O). Niech o bedzie
geodezyjng przechodzaca przez x i O. Rozwazmy geodezyjne zawierajace krawedzie incydentne z
r. Kat pomiedzy sasiednimi spoéréd nich wynosi co najwyzej 5, wigc jedna z tych geodezyjnych
przecina o pod katem (ostrym) co najmniej 3 - 5 = T = . Wezmy zatem polplaszezyzne
Hj ograniczona przez te geodezyjna tak, by O ¢ Hy (tzn. Hy zawiera polprosta geodezyjnej o o
poczatku x zawarta w H”). Jest ona zgodna z fD. 7 obserwagcji wiemy, ze istnieje péiplaszczyzna
H, zawierajaca Hy o brzegu topologicznym przecinajacym o pod katem prostym w punkcie y
odlegtym od z o nie wiecej niz C. Zatem y jest odleglty od H” o co najwyzej C, wiec y € H'.
Wobec tego odlegtos¢ Hy od O (czyli y od O) jest nie mniejsza, niz odlegtos¢ H' od O, wiec
$rednica euklidesowa H; nie przekracza srednicy euklidesowej H', ale HyNH' # (), wiec H; C H,
czyli Hy C H, co bylo do udowodnienia. u

Lemat 36. Dla dowolnego wielokgta foremnego D klasy ITH? rozwazmy proces krawedziowej per-
kolacji Bernoulliego w?) naT'p z prawdopodobieristwem p wylosowania pojedynczej krawedzi, przy
czym p € (pe(T'p), pu(T'p)). Wowezas p. n. dowolna pétptaszczyzna H? zahacza o nieskoriczenie
wiele nieskoriczonych sktadowych w®.
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Rysunek 12: Dowdéd faktu pomocniczego 35.

Dowd6d. Najpierw udowodnie, ze dowolna pétptaszczyzna Hy zgodna z T'p p. n. zahacza o nie-
skoriczenie wiele nieskoriczonych sktadowych w®). Zalézmy nie wprost zaprzeczenie tej sytuacii,
czyli ze zahacza ona z dodatnim prawdopodobiefistwem jedynie o skoiiczenie wiele nieskoiiczo-
nych sktadowych, za$ jej dopetnienie H? \ Hy (czyli wnetrze potplaszezyzny dopetniczej do Hp)
zawiera pozostale nieskonczenie wiele nieskoriczonych sktadowych.

Dla dowolnej potplaszczyzny H i podgrafu v grafu T'p niech v Ty oznacza obciecie v do
zbioru krawedzi zahaczajacych o wnetrze H.

Otoz zdarzenie: ,we wnetrzu H zawiera si¢ nieskoriczenie wiele nieskoriczonych sktadowych
grafu 77 zalezy jedynie od v [g. Innymi stowy, dla podgrafow v, ' grafu I'p takich, ze v [g=
v Tu, jesli v ma nieskoniczenie wiele nieskoriczonych sktadowych lezacych we wnetrzu H, to 7/
tez. Oznacze to zdarzenie dla v = w® przez Ap.

Poniewaz dowolng potptaszczyzne zgodna z I'p na dowolng potplaszezyzne réwniez zgodna
z T'p przeprowadza pewna izometria H? zachowujaca fD, to prawdopodobienstwo wszelkich
zdarzenri takiego typu jak Ag nie zalezy od wyboru poltptaszezyzny H zgodnej z I'p (bedacej
jednym z parametrow tego zdarzenia). Wobec tego P(Ap) jest state wzgledem polplaszczyzny
H zgodnej z grafem I'p i dodatnie zgodnie z zalozeniem nie wprost.

Niech Hy, Hy, ... beda poélplaszezyznami zgodnymi z I'p zawartymi w Hy takimi, ze zbiory
krawedzi graféow I'p [g, dla n = 1,2,... sa parami roztaczne. Konstrukcja takich poétptasz-
czyzn opiera sie na wybraniu nieskonczenie wielu potptaszezyzn Hi, H), ... parami roztacznych
lezacych w Hy, nastepnie péiptaszczyzn odpowiednio w nich zawartych wraz z otoczeniem hi-
perbolicznym o promieniu réwnym dhugosci krawedzi grafu r D, a z kolei w nich zawartych poét-
plaszczyzn Hy, Ho, ... zgodnych z grafem fD. Woéwezas istotnie fD g, C H) dlan=1,2,...
1 E‘(fp lm,) sa parami roztaczne. Wobec tego zdarzenia Ap, przy n = 1,2,... sa niezalezne
o stalym prawdopodobienstwie dodatnim, wiec p. n. zachodzi nieskoniczenie wiele sposrod Ag,, .
W szczegolnosei p. n. Hy zahacza o nieskoriczenie wiele nieskoriczonych sktadowych w®| co jest
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sprzeczne 7z zalozeniem nie wprost. Zatem w istocie jest tak, ze potptaszczyzna zgodna z T'p p. n.
zahacza o nieskoriczenie wiele nieskoriczonych sktadowych i réwniez p. n. jest tak dla wszystkich
pétptaszczyzn zgodnych z T'p jednoczesnie, gdyz jest ich przeliczalnie wiele, i wéwczas p. n. do-
wolna potptaszezyzna H kroi niepusto nieskoniczenie wiele nieskoriczonych sktadowych, poniewaz
zawiera pewna poéiplaszczyzne zgodna z I'p. [ |

Z lematow 31 i 36 wynika, ze zalozenia lematu 32 dla v = w® sa spelnione p. n., gdy

p € (c(T'p),pu(l'B)) \ {;} .

Zatem twierdzenie zostato udowodnione dla tych wartosci p. Aby zakoriczy¢ dowdd musimy mieé
teze dla p = 3, oile 3 € (pe(I'p), pu(T'p)). Potrzebujemy w tym celu ostatniego lematu:

Lemat 37. Dla dowolnego wielokgta foremnego D klasy IIH? i grafu parkietazu U'p zdarzenie
jednopunktowosci wszystkich koricow kazdej nieskoriczonej sktadowej spojnosci wP) na tym grafie
Jjest nierosngce.

Dowo6d. Wezmy podgraf v grafu I'p, w ktérym kazdy koniec kazdej nieskoiiczonej sktadowej
ma brzeg jednopunktowy oraz podgraf 7/ grafu v. Udowodnimy, ze 7' réwniez ma te wlasnosc.

Zat6zmy nie wprost, ze istnieje koniec €’ sktadowej nieskoniczonej a’ grafu +/, ktory ma nie-
jednopunktowy brzeg. Wowczas zdefiniujemy odpowiednia sktadowa a grafu v i jej koniec e w
nastepujacy sposob: niech a bedzie skladowa v zawierajaca d’, zas e — koncem a takim, ze dla
zwartego K C H? zbior e(K) jest sktadowa a\ K zawierajaca €/ (K). Odwzorowanie e jest dobrze
zdefiniowane, bo zawsze

d(K)Cd\KCa\K.
Odwzorowanie e jest konicem a, bo dla K1 C K — zwartych zachodzi
0 #* 6/(K1> N 6/(K2> C e(Kl) N G(KQ),

a e(K2) zawiera sie w pewnej sktadowej spojnosci a \ K1, wiec musi by¢ e(Ka) C e(K7).
Wowczas przy tak zdefiniowanych a i e

e = ﬂ de(K) 2 ﬂ 0e'(K) = 0¢,

KCX KCX
K — zwarty K — zwarty

wiec de rowniez nie jest jednopunktowy, co daje sprzecznosé. Zatem +' musi mie¢ jednopunktowe
brzegi koicéow sktadowych spéjnosci. [ |

7 powyzszego lematu i dowodu uwagi 1 wynika, ze prawdopodobienistwo zdarzenia z tezy
twierdzenia jest nierosnace wzgledem p, czyli zachodzi ono p. n. dla

p < sup((pe(Tp), pa(Tp) \ {31) = pulT),

co koriczy dowéd twierdzenia. [ |

31



Literatura

[hp| I. Benjamini, O. Schramm, Percolation in the Hyperbolic Plane, J. Amer. Math. Soc. 14
(2001), nr 2, str. 487-507 (wyd. elektroniczne).

[PL] R. Lyons we wspolpracy z Y. Peres, Probability on Trees and Networks, Cambridge Uni-
versity Press, 2001 (w przygotowaniu).

|Grim| G. Grimmett Percolation, Springer-Verlag, New York, 1999.

|PH] P. de la Harpe Topics in Geometric Group Theory, The University of Chicago Press, Chi-
cago, 2000.

32



