Topologia Algebraica
Primer cuatrimestre - 2017
Préctica 2
Espacios de adjuncién y (co)fibraciones

. Sean X, Z espacios, A C X, Y C Z subespacios cerrados. Sea f : X — Z continua
tal que f(A)CY, fIXNA)CZ\Yyf:X~A— Z\Y esuna biyeccién. Probar
que si X es compacto y Z es Hausdorff entonces
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es un pushout.

. Sean X, Y espacios 15 y A un subespacio cerrado de X tales que paratodoz € X \ A
existe un entorno cerrado de x en X que no interseca a A. Ademads supongamos que
A es retracto de un entorno de A en X. Probar que para toda f: A — Y continua,
YUX es Ts.

f

. Probar que una funcién continua 7 : A — X es una cofibracién si y sélo si para todo
espacio Y y funciones continuas g : A — Y, f: X — Y tales que evpg = fi existe
G: X — Y continua tal que evgg = f y gi = g.
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. Probar que los homeomorfismos son cofibraciones, que composicién de cofibraciones es
cofibracién y que las cofibraciones son estables por cambio de cobase.

. Seai: A < X una funcién subespacio y sea s : Z; — X x I la funcién inducida. Probar
que s es inyectiva y que en general no es subespacio. Probar que si ¢ es subespacio
cerrada, entonces s si resulta subespacio.

. Sea X un espacio normal (en particular 77) y sea A C X un subespacio cerrado. Probar
que i : A — X es una cofibracién si y sélo si existe un abierto U C X talque ACU y
j: A<= U es cofibracién.

. Seai: A < X una cofibracién. Probar que i x 1;: A x I — X x I es una cofibracién
(aunque i no sea cerrada).

. Probar que si i : A < X es cofibracién y A es contractil entonces el cociente ¢ : X —
X /A es una equivalencia homotdpica.
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. Probar que si i : A < X es cofibracién y una equivalencia homotdpica entonces A es

un retracto por deformacién fuerte de X.

Sea X un espacio simplemente conexo. Al adjuntar una 2-celda con funcién de adjuncién
f se obtiene un espacio Y. Probar que el tipo homotdpico de Y no depende de f.

Probar que los homeomorfismos son cofibraciones, que composicién de fibraciones es una
fibracidn, que las fibraciones son estables por cambio de base y que producto arbitrario
de fibraciones p;, j € J es fibracién.

Probar que para todo espacio X, evp : X! — X es una fibracién.

Sea p : F — B una fibracién. Sea X un espacio contractil y f : X — B una funcién
con imagen contenida en la imagen de p. Probar que f se puede levantar a E.

Sea f : X — Y una funcién continua. Probar que si la funcién p : X! — Py inducida
por f y evg es una retraccién, entonces f es una fibracion.

Probar que toda funcién continua se factoriza como ps donde s es una equivalencia
homotépica y p es una fibracion.

Sea p : ' — B una fibracién con B arcoconexo. Probar que dados by, b; € B, las fibras
Ey, y Ey, son homotépicamente equivalentes.
Sea p: E — B una fibracién.

(i) Si B es contractil y b € B, probar que existe una equivalencia homotédpica f : E —
B x Ey tal que pgf = p, donde pp es la proyeccién sobre B. En este caso decimos que
p es homotdpicamente trivial.

(ii) En las condiciones de (i), supongamos que i : A — B es una cofibracién. Probar
que la fibracién inducida ¢ : p~(A) — A también es homotdpicamente trivial.,
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