1¢" cuatrimestre 2010

ANALISIS ARMONICO - PARTE I
Practica 1

1. a) Mostrar que la funcion

h(z) = e 3 S% x>0
0 si <0
estd en C*(R).
b) Construir una funciéon en C§°(R) soportada en la bola unitaria.

c) Igual que (b) pero en Cg°(R").

2. a) Probar que sop(f * g) C sop(f) + sop(g) cuando alguna de las dos funciones es
de soporte compacto. ;Qué se puede decir si ninguna de las dos funciones es de
soporte compacto?

b) Sean G1,Gy abiertos de R™ tales que G es acotado y G1 C Gy. Construir
heCPtalqueh=1en Gy y h=0en R"\ Ga.

3. Sea k € LY(R") tal que [z, k(z)dz = 1. Se define, para € > 0, k-(z) = e "k(%).
Probar que

) Jgn ke(x)dz = 1 para todo e > 0
b) lim._o f|m‘>5 ke(x)dx = 0 para todo § > 0.

4. Sean f € LY(R") y k una funcién acotada y uniformemente continua. Probar que
f * ko es acotada y uniformemente continua.

= o(|z|™™) cuando |z| — oc.

5. a) Sea k € L'(R") tal que [p, k(z)de =1y k(z) = o
* ke)(z) = f(z) en cada punto de

Probar que si f € LY(R") entonces lim._o(f
continuidad de f.

b) Probar que si

1 sin? wx

Fla,w) = T w?

con w >0y x € R, entonces

lim /fm—t (t, w)dt = f()

w——+o0 7T

en cada punto de continuidad de f € L!(R). Sugerencia: Ver a) anterior.



¢) Idem b) para
Iy
Ty2 + 22

P(x,y) =
6. a) Sea0<p<1, f,ge€ LP. Probar que

1+ glly < 227 (U1l + lgllp)

Sugerencias: Usar que 1 +t? > (1 +¢)P sit > 0 para probar que If+gllp <

Il £1I5+ llgllb. Considerar luego la funcion ¢(t) = (1 —i—tp)(l +t) g , que tiene un
minimo en ¢ = 1.

b) Para 1 < p < +oo probar la desigualdad triangular generalizada - o desigualdad
integral de Minkowski: Sean (X, i) e (Y, ) espacios de medida, y sea F' : X X
Y — C medible. Probar que

([ rewime) s < [ ([ iFeoraw)” we

con las obvias modificaciones para p = +o0.

7. a) Probar la siguiente desigualdad generalizada de Holder: Sean 0 < p,p1, .., pr <
400 con k > 2 tales que % = p% + % + ..+ i. Dadas funciones f1,...f; tales
que f; € LPi(X, ) vale que

1o Selle < A fillzen | fl] 2o

b) Si p; < oo para todo j y vale la igualdad en (a) entonces existen constantes
Cl,...rs Ck, ¢ > 0 tales que

cil filPt = .. = el il

¢) Sear <0yg>0ae. Silg - < oo, se define

lgllzr == g™l i

Sea0<q<1yptalque%+%:1. Probar que si f > 0y g > 0 en casi todo
punto entonces

1£gllr = [ £llpllgllq
8. Sea f € LP(X,pu) con u(X) =1 para algun p > 0. Entonces

i 1 = exp ([ o )dute) )

con la interpretacion: e=*° = 0.
Sugerencias:
a) Usar la desigualdad de Jensen para probar que log || f|lq > [y log(|f])du
a-1
b) Probar que log || fllq < [x( |f\q )du

¢) Probar que lim, o [y( mz Ddp = Jx log(|f)dp




