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1. Introducciéon

El objetivo de estas notas es estudiar la posibilidad de restringir la trans-
formada de Fourier de una funciéon f € LP(R™) a una hipersuperficie com-
pacta suave de R™. Es sabido que si f € L'(R™) su transformada de Fourier
f es continua y puede ser restringida a cualquier subconjunto del espacio.
Por otro lado. si sélo sabemos que f € L?(R"), la transformada f puede
ser cualquier funcién de L?(R"), por lo que no tiene sentido restringirla a
conjuntos de medida cero. De todos modos, el problema puede formularse
correctamente en el siguiente sentido.

Dada una funcién f € S(R™) tenemos que f € S(R"), de modo que tiene
sentido pensar en ]/”\restringida a S"~!. Consideramos el operador

R:S(R") Cc LP(R") — LI(S™1)
fo= flen

Si este operador resulta acotado, entonces se puede extender por densidad a
todo LP y darle sentido a la restricciéon de f. El objetivo entonces es ver si
existe una constante C' > 0 tal que para toda funcion f € S(R"™) valga

| 1fwyed < iy

En ese caso se tiene un teorema de restriccion con exponentes (p, ) y vamos
a decir que vale R(p — ¢q). Para referirnos a una superficie S en particular,
vamos a notar Rg(p — ¢q).

En estas notas se estudia la posibilidad de obtener un teorema de res-
triccion de la transformada de Fourier para una medida p soportada en un
subconjunto £ C R. Un teorema clasico de Stein-Tomas afirma que esto es
posible en el caso en que £ C R” es una hipersuperficie suave con curvatura
no nula en cada punto y u es la medida de superficie ([Ste93, Tom75]). En
[Moc00], Mockenhaupt se reproduce la prueba de Stein-Tomas para el caso
unidimensional reemplazando la hipotesis de curvatura (que no tiene sentido
en R) por una condicién de decaimiento para i (que es lo que realmente se



usa en el trabajo original de ST: cuanto mas “plana’ es la hipersuperficie,
menos decae 1) (ver también [Mit02]). Referencias cléasicas en el tema son
[Tao04], [Wol03]. [Gra04].

Adelantandonos al final de esta charla, podemos resumir las condiciones
sobre el subconjunto E que van a ser relevantes para obtener un teorema de
restriccion. En primer lugar, notamos que lo que debe considerarse es el par
(E,u) donde E es el conjunto y p es una medida soportada en E. Las dos
hipétesis sobre p que vamos a considerar son:

» (Dimension de Fourier de E) Para un cierto 8 > 0,

A < Clel=*7>. (1)
» (Dimension de Hausdorff de E) Existe a > 0 tal que

p(B(x,r)) ~re. (2)

Observacion 1.0.1 El lema de Frostman dice que la condicion (2) dice pre-
cisamente que la dimension de Hausdorff de E es al menos a.. La condicion
(1) dice que la dimension de Fourier, definida como

dimp(E) = sup{8 > 0:3 p € P(E); i) < CEI™} (3)
debe satisfacer dimp(E) > 3.

Se puede probar que si 4 es una medida de soporte compacto en R™ que
satisface (1), entonces dimpy (spt(p)) > (. Por lo tanto, para una medida
w € P(R™), hay una decaimiento maximo posible para su transformada de
Fourier relacionada con el tamano de su soporte. Volveremos sobre esto en
la Seccién 7.

Notemos que en el caso de la esfera, se tiene que

u(B(x,1)) ~ 1"

para cada x € E. Por otro lado, calcularemos explicitamente (Teorema 5.2.3)

la transformada de la medida p y obtendremos que |f(&)| < [€ |nT_1
Para el caso n = 1, lo natural es trabajar con medidas soportadas en
conjuntos de dimensién menor a uno y que satisfacen una relacién del tipo

w(B(x,r)) ~r® (4)

para cada x € E. Més atin, se pueden considerar conjuntos h-dimensionales
y medidas que satisfagan la relacion

p(B(x,7)) ~ h(r)

para alguna funciéon de dimensiéon h (concava, no decreciente, que se anule
en el origen)



1.1. Superficies compactas

Una observacion util que hacemos es la siguiente. Si B € R™ es un com-

pacto, entonces
L"(B) c LY(B) c L*(B). (5)

Esto se refleja en una desigualdad de normas:

1 fllzasy < CllfllLr By, sig<r.

Si aplicamos Holder con exponentes p = 5, p = (5)’ = 1E T = T%q queda

q r—4q

iy = 117 ar < ([ iirae)” ([ v55ar)
B B B
r—q
— 119, BT
Entonces queda
r—q
[fll ey < 1Bl 7 ([l (B)- (6)

Con esto vemos que si S es compacto, Rs(p — r) = Rg(p — q) cada vez
que ¢ < r. Si vale Rg(p — ), entonces

~ T—q o~ r—q
1fllzagsy < a(S) 7 | fllzrsy < () 7@ C|lfllLen).- (7)
1.2. Algunos casos triviales
1. Siempre vale R(1 — q), pues
1Flloo < [1£1lx (8)

2. Nunca vale R(2 — q). Sea f € L*(R") tal que fle) = 1 para £ € S*7!
y cero en otro caso. Entonces || f[l2 = || f|l2 = 0 pero || f[|pagn-1) ~ 1

2. Técnicas

2.1. Resultados elementales:
o | Flloe < IIf 1
= Plancherel: || f]j2 = ||f]
= Hausdorfi-Young: (1 <p <2) [|flly <|fl,  Vfe LP(R™)

= Young: Si%—i—% > 1,f€Lp,g€qurestalque%:
entonces

1f gl < [1fllpllgllq (9)



Proposicién 2.1.1 Sea T : L? — L? definido como Tf = f x K. Entonces
1T = [ Koo -

Teorema 2.1.2 (Parseval para medidas) Sean p, v medidas finitas en
R™. Vale

[y = [ s (10)

Proposicién 2.1.3 Sea p € M(R"), ¢ € S(R"). Entonces Q/S,L\Z = ¢ * L.
Notar que esto nos dice que ¢ * | es una funcion.

Demostracion: Notemos primero que i es C™ y esté acotada. En-
tonces ¢ € S(R™). Basta probar que para toda ¢ € S(R™) vale

o~

| @ n@ui@is = [ s@ii(-a)ia)da

Pongamos T'(xz) = —x. Entonces

$(a)i(—2)d(x)dr = $(—)fi(x)(—x)dx

R7 R™

(¢ o T) (§)du(§)  Parseval (10)

n R?’L
= (w)(¢ * p)(w)dw
|
2.2. Interpolacion
Teorema 2.2.1 (M. Riesz-Thorin) Sean po,p1,qo,q1 tales que
1 §p07p17QO7Q1 < (11)

y para 0 < 6 < 1, definamos p y ¢ como
1 1-6 0 1 1—-60 0
= - -

P  p M ¢ @ @




Si T es un operador lineal de LP° + LP! en L% + L1 tal que
ITfllgo < Mollfllpo  para f € LP°

1T fllgr < Ml fllpy  para f e L™

entonces
ITfllg < My~ M| fll, para f € LP

Este teorema dice que dado un par de acotaciones (po,qo), (p1,q1), se
tiene la acotacion para cualquier par (p,q) que caiga en el segmento que une
(pio, qio) con (pil, qil)

Como consecuencia de (7), (8) y este tltimo teorema, tenemos que cada
par de exponentes (r, s) nos da gratis toda una regién como la que muestra
el dibujo.

Q=

D=

Figura 1: Interpolacion

2.3. Problemas relacionados
1. Restriccion a curvas en R”: [BLLO7], [BOS08]. [BOS09]. En R3: [BO03].

2. Superficies con cierta estructura en R™: [BLO4|. Resultados “locales™
[FGUO04, FUO0S, FU09.
3. Formulacién dual: problema de extensiéon
Supongamos que vale R(p — ¢q). Entonces para toda f € S(R")

1Fllzan-1y < ClIfll,  de modo que sup [|f]|pagn-1y < C

fllp=1



Por lo tanto

~

Flglolinto)| | <

)<c

sup sup
1£15=1 \ Nl g7 g1, =1

Sn—1

/ gdo (1) () dx
-

sup sup
9l a7 gn—1,=1 \IIfllo=1

sup ”gdU”Lp’(]Rn) <C
”g”Lq/ (Snfl)zl

Entonces

de modo que
1900l oy < Clgllyw osy Vo € L7 (§™1) (12)

3.1. Conexiéon con PDE

Consideremos la ecuacién de Helmholtz:
Au+ 4720 =0

Dada una funciéon g € LP(S"™1), tenemos que g?c-l; es una solucién en sen-
tido distribucional de la ecuacién anterior. Para verificar esto, tomemos
f € S(R™) y evaluemos

(Agdo + 4n2gdo)(f) = gdo(Af) + 4n*gdo(f)
= gdo(Af +4n*f)
= 4r’gdo((1 - |€]%)f) =0

pues gdo esté soportada en la esfera. Conseguir acotaciones como en (12) da
informacién sobre el decaimiento de las soluciones de la ecuacion de Helmoltz.

La misma clase de de razonamiento permite verificar que g/cﬁl, con du
la medida del paraboloide {(7,¢) : 7 = 27[¢|?} es solucion general de la
ecuacion de Schrodinger:

10iu = Agu

4. Ejemplos y condiciones necesarias

4.1. Superficies planas?

Ejemplo 4.1.1 Sea S = {x € R" : z, = 0, ||x|| < 1}. Si vale Rs(p — q)
entonces p = 1.



Consideremos 1 € S(R™) tal que 1 € S(R™) y ¢(¢) = 1 en [—1,1]". Escribi-
mos a los puntos de R™ como x = (T, z,,) Definamos f como

Entonces
11 = [ 10(m, 5P ax = [ oG o, m)lPdx = Nl
Por otro lado, f(§) = M)(&1, ..., €1, \en)
Ay = A [ 1560 uor

- Aq/R -1 XB(o,1) (5)1;(51, s &n—1, 0)|qd£1 - d€n—1
~ M\
Entonces

o~ Ae vy [fllg~ A (13)

Juntamos las dos estimaciones y tenemos que debe valer la desigualdad
1
AZSCAr YA (p>1)

Si hacemos tender A a 400 entonces debe valer p = 1.

4.2. Curvamos un poco...(primera condicién necesaria)

Supongamos que tenemos una superficie S C R™ dada como el grafico de
una funcién ¢ : R*~! — R diferenciable, tal que p(0) = Vip(0) = 0y tal que
@(x) = O(|z|*) con k > 2. Tenemos entonces la siguiente proposicion:

Proposicion 4.2.1 Si vale Rg(p — q) con una superficie (S,do) como la
ntk—1

descripta arriba, entonces p’ > g
Demostracion: La idea es jugar con las dilataciones como en el
ejemplo anterior. Consideremos ¢ € S(R™) como antes: (§) = 1 en [—1,1]".

Sea f:R"™ — R definida como
T T Tn-1 Tn

f(xl,I'Q,---,I'n_l,xn):w()\_%a)\_%f"’ A% ’ A

) A>1

Entonces

ity = ([ pae)” = (v [ i)~




Por otro lado,

-~ n—14k -~

f(glag%""gnflagn) = Ak ¢(£1>‘%aa£n*1>‘%a£n>‘)

Calculamos ahora ||fHLq(S). Sea B(0, )\7%) C R"!. Definamos
Q) = B(0,A75) x (AL

Entonces fw A"+ sobre SN Q). Ademas podemos estimar la medida de
SN Q)\: L
do(SNQy) ~ A5

Juntando estas dos estimaciones, tenemos que

nt+k—1

~ 1-n
IfllLagsy ~ A % A ak

Como esto debe valer para cualquier eleccién de A > 1, obtenemos que

nt+k—1 1—n n+k—1
FoAak S\ ke

De esta desigualdad se deduce que

n+k-—1 1—n_n—|—k—1<

kp P qk kp =0
n+k—1 n—1
—p@p-1) <
o (p—1) < o
k—1 1 1
n+ (1-2)<-
n—1 P q
De modo que obtenemos
1 k—1 1
—EL(l——) (14)
q n—1 p
|

Si la superficie es suave, tenemos asegurado que k£ > 2. En el caso de la
esfera, sabemos que k£ = 2. Con esto tenemos la primera condicién necesaria
para que exista un teorema de restricciéon para la esfera.

1 +1 1
¢ 2 —5)

Esta claro que cuanto més plana sea la superficie, més restrictiva es la
condicion (14) (la pendiente de la recta en el plano (%, %) es cada vez mas
vertical). En el caso extremo en que S sea un plano, vimos con un ejemplo que

no es posible encontrar teoremas de restriccién con exponentes no triviales.



4.3. Segunda condicién necesaria

Consideremos la formulacién dual del problema de restriccion. Si pone-
mos g = 1 en (12) entonces debe valer

HdUHLp’(Rn) <C

- n—1
Ahora usamos que |do| = O(|z|” 2 ) para = > 1. Entonces la condiciéon
necesaria que aparece es que la integral

1 1 1
_ n—1 _
/ ———dr = wy, —=; " dr= m‘”
|z[>1 |x| 2 P r>1r 2 P r>1r 2 \P

sea finita. Esto ocurre si y sélo si

n—1 , ;. n—1 2n
-2)>1 — > —+4+2=
5 (P —2) p 5 T2=

1 < n—1
P’ 2n
1 1 n+1

= —=1-—
P p 2n

Tenemos entonces la segunda condicidén necesaria:
1 n+1
P 2n

Cada teorema de restriccion del tipo Rg(po — ¢qo) nos da automética-

mente la validez de Rg(p — q) para + > plo’ % > 2l L hues tenemos que

n—1p”"’
vale (para S compacto) Rg(1 — ¢) para todo ¢ (cosa que se desprende del

resultado trivial R(1 — o0)).

1 _ ntl 1
1 q= (1= ,3)
q
1L
| No vale R(p,q)
Condiciones necesarias

1 1
2 :

L )

| \ 1

1 n+1 1 P

2 2n

Figura 2: Condiciones necesarias, n = 3.



5. Integrales oscilatorias

Para A € R, ¢ € C®°(R") y a € C§°(R™) definimos

I\) = /n M@ a(z) dr

El objetivo es estudiar el decaimiento de I(\) para |A|] — oo. La primera
observacion es que si ¢ es constante en el soporte de a entonces

IN)=C | a(x)dz (15)
R”

y no hay decaimiento posible.

5.1. Primer caso: una variable

Lema 5.1.1 (Fase no estacionaria) Sean a y ¢ como antes. Si ademds
@' (x) # 0 en el soporte de a entonces

IN) =00\ (16)
para todo N € N

Demostracion: Consideramos el operador diferencial D.

D(f) = i;¢,% (17)
El traspuesto de D es ‘Df = —% (z)iﬁ’) Notemos que DV (ei?) = ¢
para todo N, de modo que integrando por partes queda
I\ = /R e a(z) da (18)
= /R DN (@) q(z) da (19)
_ /R M@ DN () da (20)
y entonces
I(\) = ALN /R "DV a(z)| dz = ALNC(N, a, o) (21)
|

Proposicion 5.1.2 (Fase estacionaria) Sea k > 2, ¢ € C®°(R) tal que

d(xo) = ¢ (x0) = Pp(zg) = -+ = qb(k_l)(:ﬂo) =0y ¢k £ 0. Si el soporte de
a estd en un entorno suficientemente reducido de xq, entonces

I(\) = /R @) g (2) da ~ \b (22)

10



Demostracién: (Caso k = 2, ¢(z) = 2?)
Tenemos

I\ = /R e a(z) da (23)

2.2
Sabemos que si g(z) = e con z > 0 entonces g= e Jz e dz de
modo que
R T % 722
g9(8) = <;) e = (24)

Si usamos Parseval,

/Re_za’za(x) dx = <z)§ /]Re_ﬂi52 a(§) d¢ (25)

Afirmacion: vale (25) para S ={z € C: Re(z) >0, z # 0}
Si ponemos z = —iwA, A > 0,

/R ™ () dr = (%)2 /R emx a() de (26)
1 N _ine?
= S-gg [ Faga e
(28)
Entonces
[ ot ] < 0 (L1 -1 ag + [ face ae)
1 s 2 |~ )
— (= d 0
< o (L e e + o)
1ol S BO)] e+ i 6 )] de
e A2
WO+ L (C1a + a3
[Alz A2
Ahora, el caso general para k = 2, ¢ suave. Tenemos que ¢(xg) =

¢ (x0) =0, ¢"(x0) # 0. Podemos escribir entonces

¢x) = el —w0)*+O(|z — o)’ (29)
= c(x —x0)*(1 +e(z)) con e(z) = O(Jx — zo|) (30)

Si desarrollamos en polinomio de Taylor, vemos podemos tomar

e(x) = (x = 20)¢" (n) (31)

11



Observemos que como ¢”(xg) # 0,

¢'(x) = ¢ (x) — ¢ (w0) = ¢ (62)(x — o) # 0 (32)

si x esta cerca de xg. Podemos definir y : V' — y(V) un difeo si V es un
entorno de g suficientemente chico mediante la formula

y(@) = (x — 20)(1 +&(w))’ (33)
Como 0 # ¢'(x) = 2y(x)y' (x) y ademas v/ (xo) = h’mxﬁmo(l—}—e(x)% =1,
resulta que y/'(z) 0 en V.

Finalmente, para x € V, vale que ¢(z(y)) = cy?(x). Si a tiene soporte en

V

M@ o(z) de = | Wg(z) dr = eV g (x(y))2!
[ ate) de = [ @) de= [P atal)al ) dy 39

y se aplica el resultado para z2. [ |

Proposicion 5.1.3 (Funciones de Bessel) La funcion de Bessel Jp,(r)
de orden m se define como

1 2 )
Jm(’l“) — ezrsenee—zme do (35)
21 0
Vale que
1
I (1) =0(r~2) (r — o0) (36)

Demostraciéon: Basta notar que ¢(f) = sen(f) tiene derivada nula en
3y 37” En esos puntos |¢”| = 1. Con una particion de la unidad escribimos a
Jm como suma de tres integrales y aplicamos el caso k = 2 de la proposicion
de fase estacionaria. [ |

Proposicion 5.1.4 Vale la siguiente expresion para las funciones de Bessel

"t (37

I (1) =
I'(m+ %)77% -1

Teorema 5.1.5 Sea do la medida uniforme en S*~1. Entonces

do ()] = O(l¢]~*7)

Demostracion: Podemos asumir que £ = (0,...,0,&,). Entonces
gg,(g) :/ ef2m'|§|cos€ dO’(.%') (38)
Sn—l

12



donde 0 es el dngulo con el polo norte. En coordenadas esféricas,

do(€) = |op_s] / e~ 2milélcos 0 (sen 9) 1 dp (39)
0
si ponemos r = 27|¢| y t = — cos 6 obtenemos que
- 1 . n— dt n—
do©) = [ -y g )
-1 (1 _ t2)§ 2

de modo que

do(€)] = O(E[ 2)[¢]7 "2 = 0(¢] " 2) = 0|7 ) (41)

5.2. Varias variables

Lema 5.2.1 (Fase no estacionaria, ver Lema 5.1.1) Considerar a y ¢
en S(R™), a de soporte compacto. Si ademds Vp(x) # 0 en el soporte de a
entonces

I\ = / @) q(z) de = OA™N) (42)
para todo N € N

Proposicion 5.2.2 (Fase estacionaria, ver Proposicion 5.1.2) Sean a

y ¢ en S(R™), a de soporte compacto. Sea xy un punto critico de ¢ no
2

axiaxj

contenido en un entorno suficientemente chico de xqg entonces

degenrado, es decir, ( > (zo) es inversible. Si el soporte de a estd

I(\) = / ™) o(z) de = Calzg)e? ™73 + O()\_nTH) (43)

Con estos dos resultados podemos probar que si do es la medida de una
hipersuperficie S de curvatura no nula entonces hay cierto decaimiento para
su transformada.

Teorema 5.2.3 Sea S C R"! una hipersuperficie, do la medida en S, a €
CP(R™) ydp =a do. Si S admite una parametrizacion por una ¢ como en
la Proposicion 5.2.2 (decimos en ese caso que S tiene curvatura Gaussiana
no nula), entonces

|du(€)] < le|~2 (44)

13



Demostracion: Podemos suponer que
S = {(z,6(x)) : z €U CR";(0) = 0;Ve(0) = 0} (45)

Entonces do = /1 + |V$|? dz1dzs . .. dx,. La integral oscilatoria a estimar

es entonces
e = [ e duta) (16)
Rn+1
= / e 22150, d (21,0 ) £) a(x) drydzxg .. .dx,  (47)

Ponemos A = || y n € S™ tal que & = An. Definimos ahora ®(z,n) =

Zlﬁjﬁn ij]J + ¢(CE1, e ,xn)’r]nJrl'
Tenemos que probar que

/ eA@N G(z) de| < AN (48)

Dividamos S™ = Sy U Sg U Sg (cerca del polo norte, del polo sur y la
banda del ecuador).

Veamos la parte de Sy (la de Sg) sale igual. Sabemos que ¢(0) =
V¢(0) =0y que

2
det ( 82 ;;J (0) £0 (49)

1<j,k<n

Notemos ademas que dado 7,

Vae®(@,m) = (01, -, 70) + M1V (2) (50)
de modo que
Vo®(z,mn) = Vo(z) (51)
y ademas
029 9%¢
1§le‘sct§n ((%j&ck) (. 1n) = 13(},?@ <6xj8mk> (@) (52)
En particular,
V3 @(0,nn) = Ve(0) =0 (53)

Rl 8¢
det | w——%— = det 4
lgj,(z‘gn <8.%']8.%'k> (O,UN) lgji‘gn (8.%']8.%'k> (O) ?é 0 (5 )

Queremos ver, para cada n € Sy, si ®(z,n) tiene puntos criticos. Para eso,
debe satisfacerse el sistema de ecuaciones

14



oo
8$1<x17""xn’nh""nn"'l) = 0
o
amn(xly"'axnanla---ann+1) =0

Ahora, como tenemos que

det (=22 0.0) £0 (55)
1§j,ek§n Oxj0xy, 1IN

el teorema de la funcion implicita nos dice que hay entornos U de ny y V
de xg = 0 tales que para cada n € U hay un tnico z(n) € V que satisface las
ecuaciones de arriba y por lo tanto es un punto critico de ®(-,n). Si tomamos
entornos U y V suficientemente chicos, resulta que

0’®
et (s ) en) #0 (56)

Podemos aplicar entonces la Proposicion 5.2.2 con xg = x(n) y obtener el
resultado para las regiones polares.
Veamos ahora la region ecuatorial. La idea central es que en esta region
la fase es no estacionaria, asi que el decaimiento serd adin mejor.
Recordemos que

Ve®(x,m) = (-5 0n) + M1 Vo(z) (57)

Como estamos en el ecuador, (n? +. .. 777%+1)% > ¢ > 0. Ademas Vo(z) — 0
cuando x — 0. De modo que

|V ®(x,m)| > >0 (58)

para todo n € Sg y todo x cerca del origen. Podemos aplicar el Lema 5.2.1
y listo.
|

6. Teoremas de restirccion R(p — 2)

La primera reduccién del problema es estudiar restricciones particulares
del tipo R(p — 2). La ventaja de usar estos exponentes esté en la posibilidad
de usar el siguiente lema sobre operadores lineales en LP.

Lema 6.0.4 (Método T*T) Sea T : LP — L? un operador lineal, T* :
L2 = ¥ sy adjunto. Entonces T es acotado si y sdlo si T*T : LP — L¥ es
acotado.

15



Veamos como funciona esto con el operador de restriccién. Tenemos el
operador R : S(R") — L2(S"~!) tal que, para cada f, vale

R(f)(€) = / eI () dr € e ST

n

El adjunto de R es

R@)@) = [ e g(dole) = gdoa) R
pues

R'()(f) = g(R(f)
- / 9(€) / €275 f (1) dude
Snfl n

= [ @ [ gl e

de modo que R*(g) = gd/\a.
Entonces

R'R(f)(x) = /S ET(RA)(€)do(€)

_ /S . 2mizé ( / ) e 2me f (y)dy> do(§)
-/ ( [ e%z‘ﬂw—wda(@) F(w)dy

= (f+K)(z)

donde K(z) = gg(—x).
Otra manera de verlo es la siguiente. Tenemos que conseguir una de-
sigualdad del tipo

1 £l z2gn-1) < CIIfIlp (59)
Elevamos al cuadrado,
/ FPdo < O|lf)2 (60)
(f, Fdo) < || f]I? (61)
(f, f*da) < || fI? (62)
(f, f+do) < |2 (63)
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Como por Holder vale que

(f, [+ da) < || flpllf * dolly, (64)

el objetivo entonces es encontrar acotaciones del tipo

If *dolly < CIfll, (65)

6.1. Primer teorema de restriccion: R(z1%; — 2)

Tenemos un primer teorema de restriccién como corolario del siguiente
teorema.

Teorema 6.1.1 (Hardy-Littlewood-Sobolev) Sean 0 < a < n, 1 <
D, 4 <Xy

1 1 «
-+ 1== + —
q p n
entonces )
*x—|| <C
|7+ ], = st

Comentario: El teorema anterior puede interpretarse como el caso extre-
mo de la desigualdad de Young, pues lo que ocurre es que 1/|x|* esta "casi”
en La

La primera aprximacion que se puede hacer, en vistas de (65), es usar el
decaimiento de do y aplicar el Teorema 6.1.1. Sabemos que

n—1
2

|do| = O(|z|~ %)

+ 2=1 (que es lo mismo que % = 3241) obtenemos

1 _1
demodoqueﬁp—{—l—p

1f 5] sn < CIf) on (66)

La desventaja de este enfoque es que sélo se explota el decaimiento de
do y no su oscilaciéon. En dimensién 1, por ejemplo, estamos estimando

—~ sen(27|z|) 1
do(z) =2————= ~ — (67)
] |z
6.2. Segundo teorema de restriccion: R(p — 2),i > 2(’;;31)

Para aprovechar decaimiento y oscilaciéon de do para obtener una acota-
cién como en (65), lo que hacemos es introducir una particion diadica de la
siguiente manera.
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Sea ¢ € C§°(R™) una funcion radial tal que ¢(z) = 1 para |z| < 1y
sop(¢) C B(o,2)- Definimos

de modo que tenemos

dile) = 6(3) - ola)
Ua(e) = 9(7)—6(3)
y ademas
dn(@) = ol 5)
Observemos que
ol <2t s B Ly T s ) = 0 — o) = 0
Yy
ol <2 5 s gy Lo ds o) = 0(2) - s(5Ey) = 0

Entonces, el soporte de cada v esta contenido en la corona
Cr={z e R": 2" 1 < |z < 281}
Ahora, dado = € R", tenemos la identidad
S k() = ~6(x) + Jim 6() =1 o(a)
k>0
Escribimos entonces
(f *do)(@) = (f* (@ + Y _w)do)() = (f * (¢do)) + ) f * (Yxdo)
k>0 k>0
y con la desigualdad triangular queda
17 xdoly < ||f=@do)|  + |37+ (ido)|

A B

Para acotar A basta notar que gbcjg es una funcion C* de soporte com-
pacto, de modo que esta en cualquier LP. Podemos usar Young (9) con los
exponentes

1 1 2

S= ot

p p P

18



y concluir que

1f % (6do) |y < IIFllpllédolly

Ahora acotamos B. La idea es acotar cada término de la suma con cons-
tantes sumables, algo como

1 * (do) |y < C2F||fll,  cone>0

(el 2 va a aparecer por haber hecho una particion diadica, y en el parametro
e se va a afilar el lapiz para conseguir una serie sumable)

Para obtener una cota (p,p’), una camino es interpolar entre una cota
(1,00) y otra (2,2)

La cota (1,00) es facil:

1111 llvordo]]oo
n—1 k
12705 ~ |27z

I1f * (¥1do)]|oo

VAN VAN

1

pues sop(vx) C Cp y do() = O(la|~"5").

Veamos ahora la cota (2,2). Via Plancherel y Hoélder, para acotar la
norma 2 de un operador de convolucién, basta estimar la norma oo de la
transformada del nicleo (Proposiciéon 2.1.1). En este caso el nucleo es z/)k(jg,
de modo que lo que tenemos que controlar es

—

[Yrdolo

Como
do(&) = / ne*WIda(x)
- [ e an(ea)
= / ne%iﬁxda(:ﬂ):db(g)

podemos usar la Proposicién 2.1.3 y nos queda que

Yo = Prdo = Py + do
Acotemos entonces \(1712 % do)(§)|. Empezamos con una acotacion puntual
para @ : . .
Ur(§) = 240 (2°¢)
Como g esté en la clase de Schwartz, 1;0 también, asi que para cada N € N
existe una constante C'y > 0 tal que

—~ L 1
’7/10(2 5)’ < CNW
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y entonces
onk

(1+ 25N
Definamos, para j > 0, las bolas centradas en &: B; := B(¢, 2j*k). Entonces

[EAGIES

@erdo)@)] < Onz™ [ (142 - ) Ndo(w)
< chnk/ (14 2[¢ — w)) Ndo(w) +
By

] R S
>0 Bi+1\Bj

Cn2"%a(By) + Cn2™ > 27No (B 11\ B))
J=0
Jj=0
Donde usamos que o(Bj41 \ B;) = 20F1=R®=1) _2(-k)®=1) Gj ponemos
N = n, nos queda
(g do)(€)] < Cu2®+ 2k Y 2ming(=hn=1)
Jj=0
1
k k k
Jj=0

IN

IN

de modo que ||[¢g * do||oo < 2F
Resumiendo, tenemos las dos acotaciones:

o | f % (Yrdo) oo < 27572 |1 £
o || f % (rda)|2 < 25| £z

Podemos aplicar entonces Riesz-Thorin y obtenemos cotas (p,p’) para todo

1 < p < 2. Para calcular bien las cotas, tenemos que encontrar 6 € (0,1) tal

que

0 1—40

1t
1-46

6+
00 2

"=

El valor de 8 que se obtiene es 6 = % — 1. Conseguimos entonces la acotacion
(p,p):

I * Wrdo)ly < 27K g,
A
k(52 =2

L
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Los valores de p que hacen negativo al exponente son aquellos tales que
1 > n+3
p = 2(n+1) '

Con esto conseguimos acotar

ST * @ndo)lly S Nl

k>0

Como ademas tenemos que

N
frdo+Y f*(ndo) — fxdo

k=0

puntualmente, por Fatou nos queda que para la norma p’ vale

N
If xdolly < lm |[f+¢doly + Y IIf * Wrda)lly < O£l

k=0
para todo p > 2(::31)~
1 _ntleg_ 1
% q - n—l(l p)
1L
[ | No vale R(p,q)
Conjeturado
L |
5 e e Stein-Tomas
nL&—li S
F
|
T 1
% n+3 1 p

Figura 3: Resultados, n = 3.

7. Teoremas de Stein Tomas para fractales

Tenemos la siguiente generalizacion:

Teorema 7.0.1 (Mockenhaupt, [Moc00]) Sea u una medida de soporte
compacto en R™ tal que
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1. Eziste 8> 0 tal que |(8)] < C\ﬂ_g
2. Erxiste o > 0 tal que p(B,(x)) < Cr® para cada bola centrada en x.

Entonces, para 1 < 2(2n—2a+0)

W’ se tiene

( /17 du>2 < Ol (69)

Observacion 7.0.2 Las hipdtesis sobre j1 no son independientes.

Proposicion 7.0.3 Sea € P(R™) de soporte compacto. Si existe 0 < § <
2 tal que |[i(€)| S €77, entonces dimpy (sop(u)) > 2.

Es importante notar que el enunciado reciproco es bien falso: No es cierto
que un conjunto de dimensiéon ( soporte una medida de probabilidad con
decaimiento para su transformada. Por ejemplo, el segmento [ = [0,1] x 0 C
R? tiene dimension 1 pero no soporta ninguna medida cuya FT tienda a cero
(es independiente de una de las coordenadas). Algunos ejemplos de conjuntos
y medidas con decaimiento para sus transformadas:

» (Jarnik) Sea

a a
E, = {z € R: hay infinitos racionales — tales que |z — —| < ¢~ T}
q

(70)
La dimension de E, es QJ%Q y (Kaufman, [Kau81]|) soporta una medida
w tal que para todo € > 0

(E)] < Cele| 7Hate (71)

» (Salem, [Sal51]) Existe un conjunto de Cantor F' de dimension « y una
medida p € P(F') tale que

()] < Celg| 27 (72)

» (Bluhm, [Blu00]) Sea L el conjunto de los nimeros de Liouville

L:{xeR\@;vneN,age@;|x—§|<i} (73)

s
El conjunto L soporta una medida de Rajchman (|zz(§)| — 0).
Necesitamos el siguiente lema

Lema 7.0.4 Sea ¢ una funcion creciente tal que ¢(0) =0 y f una funcion
medible en (X, ). Entonces

/X o)y = /0 4y () (r)dr
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Demostracion: (del Teorema 7) Retomamos desde las cotas (1, 00)

y (2,2).
La cota (1,00) es facil:

1 * (Yrdo) | £ 112 1owder]|so

Y iy
1F1h27®=D7 ~ | fll27

IN

IN

- _B
pues sop(i) C Ci v do(z) = O(|z|~ %),
Ahora

@erdo)©)] < w2 [ (1424 —w) o)

n

Y 1
Vamos a usar el lema con ¢(r) = <1 + ;) y flw) = m
Entonces
1 N 1
142k —w)Na :/—7B—d
| a+e-opNarw) = | e ) &

- /O h Tro +];N+IM<B<5, 27k1)) dt

Nos queda entonces que

Grednie)] < onae 7oA

< CNQk(nfa)

Tenemos entonces las dos cotas (1,00) y (2,2). Podemos interpolar para
obtener una acotacion (p,p’) (con 6 = % — 1) para cada término de la suma

- _1B n—a)(l—
If % (rdo) |y < 27F202K=0=0)) 7)),
2k(70§+(179)(n7a)) ||f||p

ok((1=2)5+2(1- 1) (n—a)) £l

Queremos los valores de p que hacen negativo al exponente.

(1—%)%—1—2(1—%)(71—04) <0, (74)
Nos queda entonces que
g B 2
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que es lo mismo que

B__4n-a)+p

1
—Z;(ﬂ+2(n—oz)) <—2(n—o¢)—§:—f. (76)
Entonces, los valores de p buscados son aquellos tales que % > fé:_?%
|

8. Miscelanea
8.1. Further reading
= [Bou00]

= [LP09]

8.2. Algunos links

» Terence Tao: http://www.math.ucla.edu/ tao/
» Alex losevich http://www.math.missouri.edu/~iosevich/
= [zabella Laba http://www.math.ubc.ca/"ilaba/

= Ben Green: http://www.dpmms. cam.ac.uk/ bjg23/
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