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Medias geométricas de dos matrices

El caso escalar
La media geométrica de dos nimeros positivos a y b se define como:

Vab.
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Medias geométricas de dos matrices
El problema

Dada una matriz A de n x n, decimos que es positiva si para todo x € C" no nulo
(Ax,x) > 0. 1.1

Esto es equivalente a que A = A* y sus autovalores sean positivos. Al conjunto de
matrices positivas lo denotaremos P(r). Diremos que A es semidefinida positiva si
en (1.1) se admite la igualdad. Recordemos que dadas A, B € H(n), entonces

A<B si B—-A>0.
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Medias geométricas de dos matrices
El problema

Dada una matriz A de n x n, decimos que es positiva si para todo x € C" no nulo
(Ax,x) > 0. (1.1)

Esto es equivalente a que A = A* y sus autovalores sean positivos. Al conjunto de
matrices positivas lo denotaremos P(n). Diremos que A es semidefinida positiva si
en (1.1) se admite la igualdad. Recordemos que dadas A, B € H(n), entonces

A<B si B—A2>0.

Definir la media geométrica entre dos matrices positivas A y B

Comentarios:

@ Si AB = BA entonces se puede definir la media como vVAB, yaque Ay B se
pueden diagonalizar simultineamente y las operaciones se realizan a nivel de
los autovalores.

@ Dados A, B € P(n), si AB es autoadjunta entonces

AB = (AB)* = B*A* = BA



Medias geométricas de dos matrices

Un candidato

Dados a, b > 0, entonces v/ ab es el mayor nimero real ¢ tal que

a c
(c b)ZO.



Medias geométricas de dos matrices

Un candidato

Dados a, b > 0, entonces v/ ab es el mayor nimero real ¢ tal que

a c
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Teorema (Pusz, Woronowicz ’75 - Anderson, Trapp ’80)

Dadas A, B € P(n), el conjunto
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Medias geométricas de dos matrices

Un candidato

Dados a, b > 0, entonces v/ ab es el mayor nimero real ¢ tal que

a c
(c b)ZO.

Teorema (Pusz, Woronowicz ’75 - Anderson, Trapp ’80)

Dadas A, B € P(n), el conjunto

{CEH(n): (Ié g) 20}

admite un mdximo. Mds aiin, dicho mdximo es
A#B :A1/2(A—1/2BA—1/2)1/2A1/2 — BI/Z(B—I/ZA B_1/2)1/2B1/2.

La simetria se debe a que

A C B C

<C B)ZO‘:* (c A>ZO
Proposicién

La funcion (A, B) — A#B es mondtona en A'y B.
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Algunas propiedades del candidato A#B

Dada una matriz G € Gl (n)
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Algunas propiedades del candidato A#B

Dada una matriz G € Gl (n)

G*CG\ _ (G
G*'BG) ~ \ 0

G*CG

(¢

<G*AG

Entonces

B

or =

&) 5 o)

G*AG GCG)ZO

G*CG G*BG
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Algunas propiedades del candidato A#B

Dada una matriz G € Gl (n)

G*AG G*CG\ _(G* 0 A C\ (G O
G*CG G*BG) \0 G*J\C B)\0 G

Entonces
A C G'AG G*CG
(c B) =0 = <G*CG G*BG) =0

Dadas A,B € P(n) y G € Gl (n) entonces

G*AG # G*BG = G*(A#B)G.
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Algunas propiedades del candidato A#B

Dada una matriz G € Gl (n)
G*AG G*CG\ _(G* 0 A C G O
G*CG G*BG) \0 G* C B 0 G
A C G*AG G*CG
(c B) 20 <= <G*CG G*BG) 20

Dadas A,B € P(n) y G € Gl (n) entonces

Entonces

G*AG # G*BG = G*(A#B)G.

Observacién: Con esta proposicion en mente, notemos que

A#B :Al/z(l#(A—l/ZBA—l/Z) )A1/2 :AI/Z(A_I/ZBA_1/2)1/2A1/2.
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Algunas propiedades del candidato A#B

Definicién
La media geométrica de dos matrices positivas A y B de igual tamafio es la matriz
A#B.

Proposicion
Dadas A, B € P(n)

|

e A+B
(A" +B7)! < A#B < ——.

La primera desigualdad se obtiene de la segunda usando que:

(A#B)—l — (AI/Z(A—I/ZBA—1/2)1/2A1/2)_1 :A—l# B_l.
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Relacién la interpolacién de Calderén
Sean || - |loy || - |1 dos normas en C" y € la banda horizontal
Q={z€C:0<Re(z) <1}.

y definimos

F ={F:Q — C": Fes continua y acotada en Q y holomorfa en Q2}.
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Relacién la interpolacién de Calderén

Sean || - |loy || - |1 dos normas en C" y € la banda horizontal

Q={z€C:0<Re(z) <1}.
y definimos

F ={F:Q — C": Fes continua y acotada en Q y holomorfa en Q2}.

0
Dado x € (0, 1) definimos
Fe={F€F: F(x)=0}.
. A partir de este conjunto definimos las normas || - ||, del
0 T T~ siguiente modo: dado { € C"

1€l = inf sup { [|€ + Flx +iy)llo, 1€+ Fle+ i)}
E}-XyE]R
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Relacion la interpolacion de Calderén
Si [+, -] es un producto interno en C", entonces existe A € P(n) tal que

[gaC] = <A§7C> =: <£7<>A
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Si [+, -] es un producto interno en C", entonces existe A € P(n) tal que
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Relacién la interpolacién de Calderén
Si [+, -] es un producto interno en C", entonces existe A € P(n) tal que
[€,¢1=(A&, () = (&, ()
Supongamos ahora que

II- o estdasociado a un producto interno [, (]o = (Ao&, ()
|- 1]i estd asociado a un producto interno  [£, (] = (A1 &,C)

con Ag,A; € P(n).

Teorema (Semmes ’88- Andruchow, Milman, Stojanoff *97)

La norma intermedia || - ||, estd asociada a un producto escalar -, -), , donde
A =AY Ay PA Ay PN,
Notacién: Dado ¢ € [0, 1]

Aot Ay =AYV (A4, AP AY?
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actdia por conjugacién en P(n), es decir, dada G € GI (n)

Ls(A) = G*AG.



Medias geométricas de dos matrices

Otro enfoque geométrico
El conjunto P(n) es un cono convexo abierto de H (n).

Proposicion

Al conjunto P(n) se lo puede dotar de una estructura diferencial de modo que el
espacio tangente en cada punto se puede identificar con H(n).

El espacio H(n) posee un producto escalar canénico dado por la traza
(A,B) = tr(AB),

el cual lo convierte en un espacio euclideo. Por otro lado, recordemos que GI (n)
actdia por conjugacién en P(n), es decir, dada G € GI (n)

L,(A) = G*AG.
Dado A € P(n). En el tangente T,P(n) definimos el producto escalar
(8,7 )y = tr (L2(S) Lypa(T) = (L;1):(8), L )a(T) ) -

En vez de A'/? se puede usar cualquier G € Gl (n) tal que G*G = A.



Medias geométricas de dos matrices

Otro enfoque geométrico

Usando esta estructura métrica, si « : [a, b] — P(n) es una curva suave a trozos

b
Long(a) i= [/ (4(0).6(1))og dt
y dadas A, B € P(n)

0(A,B) = inf{Long(«) : « es suave a trozos y une A con B}.
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Otro enfoque geométrico

Usando esta estructura métrica, si « : [a, b] — P(n) es una curva suave a trozos

b
Long(a) := / (1), 1) g
y dadas A, B € P(n)
0(A,B) = inf{Long(«) : « es suave a trozos y une A con B}.

Teorema

Sean A, B € P(n). La geodésica que las une es la curva v : [0, 1] — P(n) dada por

’Y(t) :AI/Z(A_I/ZBA_I/Z)tA1/2.
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Otro enfoque geométrico

Usando esta estructura métrica, si « : [a, b] — P(n) es una curva suave a trozos

b
Long(a) := / (1), 1) g
y dadas A, B € P(n)
0(A,B) = inf{Long(«) : « es suave a trozos y une A con B}.

Teorema

Sean A, B € P(n). La geodésica que las une es la curva ~y : [0, 1] — P(n) dada por

v(t) = AYV2(ATV2B ATV/2)AY? = A#,B.
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Otro enfoque geométrico

Usando esta estructura métrica, si « : [a, b] — P(n) es una curva suave a trozos

b
Long(a) = [ \/(al0,6(0) )y
a
y dadas A, B € P(n)
0(A,B) = inf{Long(«) : « es suave a trozos y une A con B}.

Teorema

Sean A, B € P(n). La geodésica que las une es la curva ~y : [0, 1] — P(n) dada por
,,y(t) = AI/Z(A—I/ZB A—1/2)tA1/2 — A#tB
A partir de esto se obtiene la siguiente caracterizacion geométrica de la media A#B

Teorema

2 2
A8 — argmin £(CA) +#(C.B)
CEP(n) 2




Medias geométricas y baricentros

Espacios L?
Sea (€2, ;1) un espacio de probabilidad y 1 < p < oo.

Definicion

Decimos que F : £2 — P(n) es p-integrable si es medible y existe A € P(n)

/5P () < 5o

Definimos los espacios L (€2, P(n)) identificando funciones que coinciden p-ctp.
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Definimos los espacios LP (€2, P(n)) identificando funciones que coinciden p-ctp.

Dada F € L*(Q,P(n)), definimos el baricentro de F del siguiente modo:

Br = argmin / 5 dp(w).

CeP(n)

Si F adopta s6lo dos valores A y B con igual probabilidad, entonces S = A#B. Sin
embargo, si toma tres o mds valores no hay una férmula cerrada para .



Medias geométricas y baricentros

Espacios L?
Sea (€2, ;1) un espacio de probabilidad y 1 < p < oo.

Definicion

Decimos que F : £2 — P(n) es p-integrable si es medible y existe A € P(n)

/5P () < 5o

Definimos los espacios L (€2, P(n)) identificando funciones que coinciden p-ctp.

Dada F € L*(Q,P(n)), definimos el baricentro de F del siguiente modo:

BF = argmin / §*(F(w), C) du(w).

CeP(n)

Si F adopta s6lo dos valores A y B con igual probabilidad, entonces Sr = A#B. Sin
embargo, si toma tres o mds valores no hay una férmula cerrada para .

Pregunta
Dadas F, G € L*(£,P(n)) tales que F(w) < G(w) para p-ctp, ;vale que Br < Bg?




Baricentros de funciones en L'
Sturm

Definicion

Sea F € L'(2,P(n)). Dada B € P(n) definimos

A / 52(C, F(w)) — 02(B, F(w)) dpu(w).
CeP(n) JQ



Baricentros de funciones en L'
Sturm

Definicién

Sea F € L'(Q,P(n)). Dada B € P(n) definimos

F_M@m/k (C, F(w)) — 62(B, F(w)) dp(w).
CeP(n)

Comentarios: Sea ®p el funcional de la derecha, cuyo minimo es (.

@ El funcional ®g es continuo y si vy : [0, 1] — P(n) es una geodésica entonces

Pp(v(1) < (1 = 1)25(7(0)) + 12p(v(1)).

Estas dos propiedades aseguran la existencia y unicidad del minimo.
@ La definicién no depende de la B elegida. En efecto, notar que

By(C) — By (C /ﬁg' )) — 8(B, F(w)) dp(w)

resulta independiente de C.
e Si F € L*(Q,P(n)), entonces la definicién coincide con la anterior.



Ley fuerte de los grandes numeros

Caso escalar
Sean {X; }rcn variables aleatorias i.i.d. y tal que E(|X;|) < oco. Entonces

Xi+...+X,

n n—oo

>y E(Xy) c.s.
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Sean {X; }rcn variables aleatorias i.i.d. y tal que E(|X;|) < oco. Entonces

Xi+...+X,

n n—oo

E(X;) ec.s.

Notemos que

Xi+X+ X5 2 (X1 +Xs 1
= - = —X
53 3 s\T2 ) 3®
X1 +X+ X3+ X, 3/ X1+X+X5 1
- = —= " - Xy.
Sa 2 4< 3 )+4 4
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Ley fuerte de los grandes numeros

Caso escalar
Sean {X; }rcn variables aleatorias i.i.d. y tal que E(|X;|) < oco. Entonces

X ot X
et L Rx) e

n n—
Notemos que
X1 +X+ X5 2 (X1 +X; 1
S3= ——— 2 = _ - X
} 3 3 2 T3t
Xi+X+ X5+ Xy 3 /X +X+X;3 1
— S L B ) R '
S 4 4 3 Tyt
Geométricamente
X
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Xlu%)7&.2.)fi§.-3 ............. X
X
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Ley fuerte de los grandes numeros

Caso escalar
Sean {X; }rcn variables aleatorias i.i.d. y tal que E(|X;|) < oco. Entonces

X ot X
et L Rx) e

n n—
Notemos que
X1 +X+ X3 2 (Xi+X; 1
§y=LT2TA 2 S X
: 3 3 2 ) T3
Xi+X+ X5+ Xy 3/ Xi+X4+X3 1
= =2 (2R ) X
S 4 4 3 Tyt
Geométricamente
Xo
7
D (b X)X
XotyXo, W Xomd X
/ N (Xl Xo)1 X)Xy
X,

AN
\. X4
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Definicion

Sea {A, }nen una sucesion en P(n). Entonces definimos
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Definicién

Sea {A, }nen una sucesion en P(n). Entonces definimos

N
—

A) =S, (A#14, (12 2).

Teorema (Sturm ’02)

Sean {X, }nen una sucesion de vectores aleatorios i.i.d en L'(Q2,P(n)). Entonces

S,(X) —— Bx  c.s.

n— o0



Ley fuerte de los grandes numeros

Medias inductivas

Definicién

Sea {A, }nen una sucesion en P(n). Entonces definimos

Teorema (Sturm *02)

Sean {X, }nen una sucesion de vectores aleatorios i.i.d en L'(Q2,P(n)). Entonces

S,(X) —— Bx  c.s.

n— o0

Corolario (Sturm ’02- Lawson, Lim *11)

Dadas F,G € L'(Q,P(n)) tales que F(w) < G(w) para todo w € ). Entonces

Br < Bg.



Un resultado deterministico
Teorema de Holbrook
Dadas Ay, ..., A, € P(n), definamos

A= (A1, ...,An AL ... An AL A ),

Teorema (Holbrook *12)

Si F : Z, — P(n) es la funcion definida como F(k) = Ay, entonces

n—oo



Un resultado deterministico
Teorema de Holbrook

Dadas Ay, ..., A, € P(n), definamos

A= (A1, ..., An AL ... An AL .. A ),

Teorema (Holbrook *12)

Si F : Zy — P(n) es la funcion definida como F(k) = Ay, entonces

lim S,(A) = Br.

n—o0o

@ Identificando Z, con las raices
n-ésimas de la unidad, este caso
periddico sugiere estudiar las
rotaciones irracionales

@ Pensando k +— k + 1 como una
transformacion ergddica en Z,,
el resultado de Holbrook es un
teorema ergddico.




Teoremas ergddicos en términos de medias inductivas

Sea (G, +) un grupo abeliano compacto y & € G de modo que 7(g) = g + h resulta
ergddica en G.

Dada A : G — P(n) definimos O, : G — P(n)" del siguiente modo:

Oa(g) := (A(g),A(7(2)),A(T%(8)), A(T* (), - . . )



Teoremas ergdédicos en términos de medias inductiva

Sea (G, +) un grupo abeliano compacto y & € G de modo que 7(g) = g + h resulta
ergddica en G.

Dada A : G — P(n) definimos O, : G — P(n)" del siguiente modo:

Oa(g) := (A(g),A(7(2)),A(T%(8)), A(T* (), - . . )

Teorema (A.-Ghiglioni-Stojanoff)
Dada A € L'(G,P(n)), para casi todo g € G

lim S,(04(g)) = Bs-

n— o0



Teoremas ergddicos en términos de medias inducti

Sea (G, +) un grupo abeliano compacto y & € G de modo que 7(g) = g + h resulta
ergddica en G.

Dada A : G — P(n) definimos O, : G — P(n)" del siguiente modo:

Oa(g) := (A(g),A(7(2)),A(T%(8)), A(T* (), - . . )

Teorema (A.-Ghiglioni-Stojanoff)
Dada A € L'(G,P(n)), para casi todo g € G

lim S,(04(g)) = Bs-

n— o0

Teorema (A.-Ghiglioni-Stojanoff)

Dado A € I(G,P(n))



INochde



	Medias geométricas de dos matrices

