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Segundo cuatrimestre - 2016
Practica 10
Homologia

Preliminares Algebraicos: Sucesiones exactas y homologia.

1. (Lema de los 5) Dado el siguiente diagrama de filas exactas

My My M3 My M3
S R S
N N, Ns N, N;

Pruebe que:

a) Siby dson monoy a es epi, entonces ¢ es mono.
b) Si by d son epiy e es mono, entonces c es epi.

c¢) Concluya que si a,b,d y e son iso, entonces ¢ es iso.

1 P ., .
2. Sea 0 > A — B = (C — 0 una sucesién exacta corta. Pruebe que son equivalentes:

a) Existe B 5> A tal que ri = id 4.
b) Existe A % B tal que ps = idc.

c) La sucesién es isomorfaa 0 > A - A@®C — C — 0, donde los morfismos estan
dados por la inclusién y la proyeccién candnica.

3. Halle todos los grupos abelianos posibles M en las siguientes sucesiones exactas cortas:

a) 0 Z/27 — M — ZJAZ — 0.
b) 0 — Z/mZ — M — Z,/nZ — 0.

4. Sean (Cy,d) y (Dy,d") complejos. Pruebe que (Cy @ Dy, d@® d’) es un complejo y que
H.(C®D)=H,(C)® H.(D).
5. Sea m € N. Calcule la homologia del siguiente complejo de cadenas:
=L —>L—>L— ... don(z) =0 dopyi1(z) = ma

Homologia Simplicial.

6. Exhiba triangulaciones de la esfera S, el toro, el plano proyectivo y la botella de Klein.
A partir de ellas, calcule su homologia simplicial.
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. Pruebe que un grafo simple (es decir, un complejo simplicial de dimensién 1) y conexo

K es un arbol si y sélo si H(K) = 0.
Homologia Singular.

Pruebe que si i : A — X es un retracto, entonces iy : H,(A) — H,(X) es un
monomorfismo para todo n > 0, y que si ¢ es retracto por deformacién débil, entonces
14 €S isomorfismo.

Sea A c X. Pruebe que Hy(X,A) = 0 si y sélo si A interseca todas las componentes
arco conexas de X.

Sea X espacio topoldgico, zg € X. Pruebe que H, (X, xg) ~ ﬁn(X) para todo n.
Sea A < X un retracto.

a) Pruebe que H,(X) = H,(A)® H,(X, A).

b) Si ademds A es un retracto por deformacién débil de X, entonces H,(X,A) =0
para todo n = 0.

Pruebe que si (X, A, B) es una terna con B € A € X, entonces existe una sucesién
exacta larga

On ; ; , .
O (A, B) - Hy(X, B) —2 > Ho(X, A) 2" H,_1(A,B)*—— ...

Sea X un espacio contrictil y sea A un subespacio de X. Pruebe que H,(X,A) es
isomorfo a H,,—1(A).

Sea (X, A) un par bueno. Si CA es el cono (A x I)/(Ax{0}) de A, considere X UCA
el espacio que se obtiene de identificar la base del cono A x {1} con A < X. Pruebe
que H,(X,A) ~ H,(X u CA).

a) Sea {X;} una familia finita de espacios topoldgicos y sea z; € X; tal que (X;,x;)
es un par bueno. Si X =/, X es la unién de los espacios, identificando todos los
puntos base x;, pruebe que H,,(X) = ®;H,(X;).

b) Calcule H,(\/ S¥).

el

Calcule los grupos de homologia de R™ \ {x1, -,z }

Calcule la homologia del cociente de S? que se obtiene de identificar el polo norte y el
polo sur en un punto.

Pruebe que la funcién cociente ¢ : St x S' — S? que colapsa el subespacio S' v S <
S x S en un punto no es null-homotépica mostrando que induce isomorfismo en Hy.

Sea X espacio topoldgico. Muestre que H,(X) ~ H,,1(XX) para todo n > 0, donde
Y X es la suspension de X, que se define como sigue XX = X x I/ ~, (x,0) ~ (2/,0),
(x,1) ~ («/,1) para todo z,2' € X.
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Sea X un espacio topoldgico tal que X = J;”; U; con U; abiertos tales que toda
interseccién ﬂle Ui, es vacia o tiene homologia reducida trivial. Pruebe que H;(X) =0
para todo ¢ = n — 1 y muestre con un ejemplo que la desigualdad es éptima.

Pruebe que S™ no es un retracto de D"*! y que toda funcién continua f : D* — D"
tiene algin punto fijo.

Sea X < R"™ abierto. Pruebe que toda funcién continua e inyectiva f : X — R" es
abierta.



