ToPOLOGIA DIFERENCIAL- 2017
PRACTICA SIETE
Haces y cohomologia (Parte Dos): Cohomologia de Cech

Sea X un espacio topoldgico y sea U un cubrimiento por abiertos de X. El nervio de U es el
complejo simplicial N (U) cuyos vértices son los abiertos de U y los simplices son los subconjuntos
finitos 0 = {Uy, ..., U, } de U cuya interseccién & = [ U; es no vacia.

Supongamos que U es un cubrimiento de un espacio topoldgico X. Sea V un refinamiento de U.
Definimos una funcién g : V — U eligiendo para cada V' € V un elemento de U tal que V' C g(V).

Ejercicio 1: Probar que g : N (V) — N(U) es un morfismo simplicial. Probar ademés que si
g 'V — U es otra funcién tal que V' C ¢/(V') para todo V € V, entonces g y ¢’ son homotdpicas.

Del ejercicio anterior se deduce que g* = ¢™* : H(N(U)) — HI(N(V)) como morfismos inducidos
en las cohomologias de estos complejos simpliciales. Llamamos i* = ¢g* = ¢’* a este morfismo (que no
depende de la eleccidn, solo del refinamiento) y definimos la cohomologia de Cech del espacio X (con
coeficientes enteros) como

H(X) =1im HY(N'U))

donde los U recorren todos los cubrimientos por abiertos de X y los morfismos ¢* son los definidos
antes.

En general, si A es un DIP y I es un cubrimiento de X, definimos la cohomologfa de Cech de X
con coeficientes en A como

HY(X,A) = lim HY(N(U), A)
U
(donde HY(N(U), A) es la cohomologia singular=simplicial con coeficientes en A).

En lo que sigue, A esun DIP y M es una espacio paracompacto y T5. Vamos a definir la cohomologia
de Cech con coeficientes en haces.

Sea S un haz de A-mdédulos sobre M y sea U un cubrimiento por abiertos de M. Para ¢ > 0, sea
C%(U,S) el conjunto de las funciones f : {g — simplices de N(U)} = @y cpra L(S, V) tales que si
o ={V,...,Vg} es un ¢g-simplex de N'(U), entonces f(o) € I'(S,5), donde & = N_, V;. Los C(U,S)
son A-médulos con la estructura heredada de @ T'(S,V) y el diferencial d : C4(U,S) — CIHU, S)
esta dado por

(df)(0) =D _(=1)'f(eD)l5
donde ¢ es la cara i-ésima de o y f(0(?)|5 eslarestriccién a & de f(o®)) € o). Definimos H9 Uu,S) =

HY(CU,S)).
Ejercicio 2: Probar que efectivamente d? = 0.

Ejercicio 3: Probar que si V < U es un refinamiento, similarmente al caso de Cech clésico (Ejercicio
1), se tiene una tunica i* : H1(U,S) — H1(V,S).

Se define la cohomologia de Cech de M con coeficientes en el haz S como

HY(M,S) =lim HYU,S)
—U

Ejercicio 4: Probar que H9(M, A) = HY(M, A)
1



El objetivo ahora es probar que la construccién de {H4(M,S) : g > 0, S haces sobre M} deter-
mina una teorfa de cohomologia sobre M con coeficientes en haces de A-médulos. En particular la
cohomologia de Cech resultara isomorfa (para espacios paracompactos y Hausdorff) a la cohomologia
singular.

Ejercicio 5: Probar que un morfismo de haces ¢ : § — 8’ induce un morfismo ¢, : H1(U,S) —
HY(U,S'") para todo U y por lo tanto un morfismo ¢, : H1(M,S) — HY(M,S’). Ademds esta asigna-
cion es funtorial.

Ejercicio 6: Probar que H°(U,S) = I'(S) para todo U y por lo tanto H(M,S) = I'(S).

Ejercicio 7: Probar que si U es un cubrimiento localmente finito de M y S es un haz fino sobre
M entonces H1(U,S) = 0 para todo ¢ > 1. Deducir que H4(M,S) = 0 para ¢ > 1.

Para terminar de probar que la cohomologia de Cech es una (=la) cohomologia de haces de A-
moédulos sobre M, falta probar la existencia de morfismo de conexién y sucesiones largas.

Ejercicio 8: Sea 0 - S — &' — §” — 0 una SEC de haces. Probar que para todo U y todo ¢ se
tiene una SEC de médulos 0 — C1(U,S) — C1(U,S’) — C1(U, S").
Notamos con C?(i4, S”) a la imagen del morfismo C9(U,S') — C4(U,S"). Se tiene por lo tanto una
SEC de complejos
0— C*U,S) = C*U,S8) = C (U,5") =0

Esta SEC de complejos induce una sucesién larga en las homologias. Denotamos con ﬁq(l/{ ,8") a
la cohomologfa del complejo C™ (U, S").

Notar que un refinamiento V < U induce un morfismo i* entre estas cohomologias (y las sucesiones
largas correspondientes). Para terminar de probar la existencia del morfismo de conexién y sucesién
larga entre las cohomologias de Cech, probar que:

Ejercicio 9: Al pasar al limite directo se tiene un isomorfismo H'(M,S"”) = HY(M,S") y por lo
tanto se obtiene la sucesion exacta larga buscada entre las cohomologias de Cech.

Como la cohomologia de Cech es una cohomologia con coeficientes en haces de A-moddulos, por
unicidad (salvo isomorfismos), se tiene que para los espacios topoldgicos buenos la cohomologia de
Cech coincide con la singular.

Ejercicio 10: Exhibir ejemplos de espacios topoldgicos donde la cohomologia de Cech no es isomorfa
a la cohomologia singular.



