ToPOLOGIA ALGEBRAICA- 2023
PrAcTIiCcA UNO

Introduccion a los complejos simpliciales y CW-complejos

. Exhibir triangulaciones del plano proyectivo real RP2, del toro y de la Botella de Klein.

a) Se dice que un conjunto S C R™ estd en posicién general si todo subconjunto de S de cardinal
menor o igual que n + 1 es afinmente independiente . Probar que en R™ (con n > 1 fijo),
podemos encontrar subconjuntos S de cardinal m en posicién general, para todo m € N.

b) Probar que todo complejo simplicial finito K de dimensién n se puede meter como subes-
pacio de R?"*1,

. Sea X un espacio topolégico y Y = {U;} un cubrimiento por abiertos de X. El nervio de U
es el complejo simplicial N(U) cuyos vértices son los abiertos del cubrimiento y los simplices
son los subconjuntos finitos no vacios de U, s = {U,, ..., U;, } tales que (U;, # 0. Notar que
efectivamente N (U) es un complejo simplicial.

Se dice que un espacio topolégico X tiene dimensién < n si todo cubrimiento abierto de
X admite un refinamiento abierto cuyo nervio es un complejo simplicial de dimensién < n.
Decimos que dim X =n sidim X <nydim X £n— 1. Probar que:

a) Si A C X es cerrado entonces dim A < dim X.

b) Los espacios discretos tienen dimension 0.

c¢) El intervalo I tiene dimensién 1.

d) Si K complejo simplicial finito y dim K = n entonces dim |K| < n. (En realidad vale la
igualdad, se verd més adelante).

o
. Sea K un complejo simplicial y U = {st(v),v € K} el cubrimiento por stars abiertos de los

vértices. Probar que N (i) es isomorfo a K.

. Sea A C X subespacio cerrado y f : A — B continua. Denotemos con B Uy X al espacio de
adjuncién. Probar que si

= By X son Hausdorff,

= Para todo x € X — A, existe un entorno cerrado de x en X que no interseca a A y

= A C X es retracto de entorno,
entonces B Uy X es Hausdorff.

. Sea X un CW-complejo. Probar que son equivalentes:
a) X es conexo

b) X es arco-conexo

¢) El l-esqueleto X! es conexo

. Sean X e Y CW-complejos. Un morfismo celular f : X — Y es una funcién continua que cumple
F(X™) C Y™ para todo n > 0. Probar que si A C X es un subcomplejoy f: A — Y es celular
entonces el espacio de adjuncién ¥ Uy X resulta un CW-complejo.

. Sea X un grafo (= CW-complejo de dimensién 1) tal que existe un vértice x € X (es decir, una
0-celda) que es cara de infinitas aristas (= 1-celdas). Probar que X no es espacio métrico.
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. Probar que los CW-complejos admiten revestimientos y que el revestimiento de un CW-complejo

de dimensién n es un CW-complejo de la misma dimension. En particular los revestimientos de
grafos son grafos.

Usar el ejercicio anterior para probar que los subgrupos de grupos libres son grupos libres.

Definimos la caracteristica de Euler x(X) de un grafo finito X como

X(X)=V-FE
donde V es la cantidad de vértices y F la cantidad de aristas del grafo. Probar que la carac-
teristica de Euler de los arboles finitos es siempre 1. Deducir que el grupo fundamental de un

grafo conexo y finito X es el grupo libre en 1 — x(X) generadores. En particular x(X) < 1y
vale la igualdad si y sélo si X es un arbol.

Probar que si G es un grupo libre con k generadores y H es un subgrupo de G de indice finito
n entonces H es libre de 1 — n 4+ nk generadores.

Exhibir espacios cuyos grupos fundamentales sean: Z,, X Zy,, Ly * L.

Sea F' un grupo libre de rango finito y N un subgrupo normal de F' de indice infinito. Probar,
usando revestimientos, que N no tiene rango finito.

Probar que todo grupo finitamente generado tiene sélo un nuimero finito de subgrupos de un
indice finito dado. (Sug: hacerlo primero con grupos libres, usando revestimientos y luego usar
que todo grupo es cociente de un libre).



