ToPOLOGIA ALGEBRAICA- 2019
PrAcTICA 7

10.

11.

. Sea X un espacio de longitud. Probar que si existe un grupo que actte geométricamente

en X (es decir, propiamentre y cocompactamente por isometrias), entonces X es completo
y localmente compacto (y por lo tanto, por el teorema de Hopf-Rinow, X resulta geodésico

y propio).

. Sea T un grupo, A un conjunto de generadores de I' y g : F(A) — T el epimorfismo

estdndar del grupo libre generado por A en I'. Sea R C kerg y sea K el 2-complejo que
se obtiene del grafo de Cayley C,(T) adjuntando 2-celdas a todos los lazos de aristas
etiquetados con las palabras r € R. Probar que K es simplemente conexo si y solo si
<< R >>=kerq (y por lo tanto, en este caso, (A | R) es una presentacioén de I').

. Probar que si existe una quasi-isometria f : X — Y entonces existe una quasi-isometria

g Y — X. Probar ademds que la composicién de quasi-isometrias es quasi-isometria.
Deducir que la propiedad de ser quasi-isométricos es una relacién de equivalencia.

. Sea I' un grupo finitamente generado. Probar que si A, B son conjuntos finitos de genera-

dores, entonces (I',d ), (T,dp), Ca(T) y Cp(T') son quasi-isométricos. Por lo tanto estéd bien
definido la nocién de quasi-isometria entre grupos finitamente generados (no depende del
conjunto finito de generadores elegido) y se puede describir en términos de métrica de la
palabra en el grupo o de la métrica en su grafo de Cayley.

. Sea X métrico y I' un grupo finitamente generado que acttia en X por isometrias. Sea A

conjunto finito de generadores del grupo. Probar que para todo x € X fijo, existe una
constante ¢ > 0 tal que d(gx, hx) < c.ds(g, h) para todo g,h € T.

. Sea ¢ : I'1 — TI', morfismo entre grupos finitamente generados. Probar que:

a) Si ¢ es un embedding quasi-isométrico entonces ker ¢ es finito.

b) ¢ es quasi-isometria si y sélo si ker ¢ y coker ¢ son finitos.

. Sea X un espacio métrico y R > 0. Recordemos que el complejo de Rips Pr(X) es el

complejo simplicial que tiene como vértices a los elementos de X y como simplices a los
subconjuntos finitos de X de didmetro menor o igual a R. Probar que si Y es é-hiperbélico
y X C Y es un subespacio r-denso (es decir, todo elemento de Y estd a distancia menor o
igual a r de algun elemento de X), entonces Pr(X) es contractil para R > 46 + 6r. (Sug:
modificar levemente la demostracion hecha en clase para Pr(Y)).

. Sea I grupo finitamente generado y A un conjunto finito de generadores. Consideramos a

I' con la métrica de la palabra d4. Sea R > 0y Pr(I') el complejo de Rips. Probar que Pg(T')
es de dimension finita y localmente finito. Probar ademas, que si I es hiperbolico, Pg(T')
es contractil para R suficientemente grande.

. Utilizando el ejercicio anterior y el hecho de que T actia simplicialmente en Pg(T') (via

multiplicacién a izquierda en sus vértices), probar el siguiente resultado: Si I' es un grupo
hiperbolico sin torsion, entonces admite un espacio de Eilenberg MacLane K(T', 1) finito.
En particular su homologia H.(T') es finitamente generada.

Probar que siI” es un subgrupo de I de indice finito, entonces I' y I’ son quasi-isométricos.

Una presentaciéon de Dehn de un grupo I' es una presentacién finita (A | R) tal que R =
{uo7?, ... unv; '} con 1(v;) < 1(u;) para todo i (donde I(w) es el largo de la palabra w)
y tal que toda palabra reducida w € F(A) que representa el elemento trivial en T tenga
alguna de las #; como subpalabra. (Veremos en clase que un grupo es hiperbdélico si y sélo
si admite una presentacién de Dehn). Probar que:



a) SiT admite una presentacién de Dehn entonces tiene el problema de la palabra reso-
luble (es decir existe un algoritmo que determina en finitos pasos si una palabra en
los generadores es el elemento trivial o no en el grupo).

b) SiT admite presentacién de Dehn, entonces la clase de conjugacién de cualquier ele-
mento de torsién g € I tiene finitos elementos (todo elemento de torsién tiene finitos
conjugados).



