GEOMETRIA DIFERENCIAL - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2018

PrAcTICA 7

Geometria Riemanniana- Parte 1

Dado X € X(M), denotaremos con ix la contraccién: si « € Qt1(M), ixa € QF(M) esta definida
por ixa = «(X,—,...,—). Recordar que, si (M,g) es variedad riemanniana y f € C®(M),
se define el campo grad f como el tnico campo que cumple df(X) = (grad f,X) para todo
X e X(M).
1. Dada M variedad de dimensiénny f: M — R"*! una inmersién, se da a M la estructura
riemanniana inducida, es decir parap € My v, w € TyM vale (v, w), := (df(v),df (w)) ¢ (,)-

Probar que si M es orientada y 7 es el campo de vectores normales unitarios en f(M) que
dan la orientacién, entonces la forma de volumen en M esta dada por

w = f"(y(dxy A+ Ndxpi)).

2. Recordar que, dada una carta (U, ¢) en una variedad riemanniana orientada M, su forma
de volumen dV se escribe localmente como dV|y = ,/detg;; dp1 A -+ Adg,, donde g;; =

(a%_, %) Si M es ademds compacta, se define su volumen como
t ]

Vol(M) = /M Q.

a) Calcular la matriz (g;;) para R? y R3 en coordenadas polares y esféricas.

b) Calcular la matriz (g;;) y la forma de volumen para S 1y 2,y calcular los respectivos
voltimenes.
c¢) Calcular la forma de volumen de una superficie S C R3 con la métrica Riemanniana
inducida en términos de una parametrizacién ® : U C R? — S. Probar que si f : S —
R es una funcién suave, entonces
= Q
=1

coincide con la integral de superficie de f sobre S como en Analisis II.

3. Recordar que la longitud de una curva v : [a,b] — M C* est4d dada por

L) = [ 1)

donde 7'(t) € T, ;)M es el vector velocidad de la curva, 7'(t) = d’y(%). Cuando la curva es
C* a trozos, la longitud se obtiene sumando las longitudes de los tramos C*. Probar que
las isometrias preservan longitudes de curvas C* a trozos, es decir: si f : (M, g) — (M, g’)
es una isometria, entonces Lg¢(y) = Ly (f7) para toda curva v en M C® a trozos. Deducir
que para todo par de puntos p,q € M, dy(p,q) = dpr(f(p), f(gq)) donde dpg,dyy son las

distancias inducidas (en M y en M’ respectivamente) por las métricas riemannianas.

4. Sea 7 : [a,b] - M C® tal que 9/(t) # 0 Vt y sea |l = L(vy). Probar que existe una tnica
reparametrizaciéon 7 : [0,]] — M de velocidad unitaria, es decir ||7/(t)|| = 1 Vt. (Sug:

considerar la funcién s : [a,b] — [0,1] definida por s(t) = f; [y ()| du).
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5. Sea M una variedad riemanniana orientada con elemento de volumen dV. Definimos el
operador de divergencia div : X(M) — C*(M) como

d(ixdV) = (div X)dV.

a) Probar el teorema de la divergencia para X € X(M):
/ (div X)dV = / (X, NYdV
JM JoM

donde N es el normal a 9M que apunta para afuera y dV es el elemento de volumen
inducido en oM.

b) Probar que si f € C*(M),
div(fX) = f(div X) + (grad f,X)

y deducir la férmula de integracién por partes

/M<grad £,X)dV = — /Mf(div X)dV + /aMf<X, N)dV.

6. Sea M una variedad y sea (U, ¢) una carta de M. Probar que la asignacién
X a2 ) o Y X ()
! i laxi 7 ! E)xl-

define una conexién en U.

7. Sea M := {(x,y) € R? | y > 0} con la carta usual y sea g la métrica dada por g1; = g2 = y%
y 8ij = 0sii # j. Expresar la conexién de Levi-Civita en la carta usual.
8. Sea M = R"*! con la métrica dada por g;; = 1,si1 <i <1, gui1ne1 = —1y gij = 0si

i # j. Expresar la conexion de Levi-Civita en la carta usual.

9. Sea V una conexién sobre una variedad M, y sea T(X,Y) = VxY — VyX —[X,Y] su
torsion. Probar que T es C*(M)-bilineal.

10. Sean (M, g) una variedad riemanniana (con la conexién riemanniana) y « : I — M una
curva suave. Probar que si X e Y son campos paralelos a lo largo de &, entonces el angulo
entre X e Y es una funcién constante.

11. Probar que si {V;} es una familia finita de conexiones y «; son reales tales que Y} «a; = 1,
i

entonces ) «;V; es una conexioén.
i

12. Probar que si V es una conexién con torsion T, entonces V — %T es una conexioén simétrica.
Encontrar sus simbolos de Christoffel en funciéon de los de V.

13. Sean M una variedad riemanniana de diemensién n y V una conexién en M. Sean & : I —
M una curva suave, ty € I y v1,vy,...,0, una base de Ta(tO)M. Dados Xj, ..., X, campos

paralelos a lo largo de « tales que X;(ty) = v;, probar lo siguiente.

a) El conjunto {Xi(t),..., Xx(t)} es linealmente independiente para todo t € I.

n
b) Si Y es un campo paralelo a lo largo de a tal que Y(to) = Y. a;v;, entonces Y(t) =
i=1

n
Y. a;X;(t) para todo t € I.
i=1

c) Los campos paralelos a lo largo de « forman un espacio vectorial de dimensién #.
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14. Sea G un grupo de Lie, y sea {Xj, ..., X, } una base de campos invariantes a izquierda. Sea
V la conexién determinada por Vi, X; = 0 para todo i, j.

a) Mostrar que esta definicién es independiente de la base de campos invariantes elegida.

b) Calcular la torsién de esta conexion.



