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10.

11.

12.

13.

. Sean M, N variedades diferenciables y f : M — N continua. Probar que f es diferenciable

siy s6lo si para todo abierto W C N y toda funcién diferenciable g definida en W, se tiene
que gf es diferenciable en f~1(W).

. Probar que si f : M — N es diferenciable y de rango constante ¥ = dimM = dim N,

entonces es f(M) es abierto de Ny f : M — f(M) es un difeomorfismo local.

. Probar que si A C My B C N son subvariedades regulares, entonces A x B C M x N es

subvariedad regular.

. Probar que una funcién diferenciable f : R? — R no puede ser inyectiva.

. Probar que la funcién f : S" — P" definida por f(xo, ..., xx) = [xo,. .., xx] es diferenciable.

Exhibir un difeomorfismo entre S! y P!,

. Sea M una variedad diferencial y 7 : S — P"(R) la proyeccién canénica. Probar que

f : P"(R) — M es diferenciable si y s6lo si fop : S" — M es diferenciable. Comparar el
rango de f conel de f o p.

. Probar que el cono sin el vértice

{(x,y,2) e R¥: x* +y* = 22} . {(0,0,0)}

es una subvariedad de R3. ;Qué pasa si consideramos todo el cono?

. Probar que a : (—%,37) — RZ definida por a(t) = (cos(t),sin(2t)) es una inmersién

inyectiva pero no un embedding. Probar que la imagen de a no es una subvariedad de R2.

. Probar que la superficie de revolucién generada por cualquier curva regular en el plano xz

alrededor del eje z es una subvariedad de R3.

Sea M una variedad compacta de dimensién d y sea f : M — R? una funcién diferenciable.
Probar que f no es redgular. Concluir que no hay un embedding de una variedad compacta
de dimensién d en R“.

El objetivo de este ejercicio es probar que aunque no es cierto que toda subvariedad se
consigue como el conjunto de nivel de un valor regular, localmente si es cierto.

a) La funcién P!(R) — P?(R) definida por (x : y) + (x : y : 0) es un embedding y
asi su imagen S es una subvariedad de P?(R). Probar que no existe ninguna funcién
diferenciable g : P?(R) — R que tenga al 0 como valor regular y tal que g~!(0) = S.

b) Sea S C M un subconjunto con la topologia subespacio. Probar que S es una subvarie-
dad de dimensién k de M si y s6lo si para cada punto p € S existe un entorno abierto
U C M tal que U NS es el conjunto de nivel de una submersién f : U — Rk,

Sean M y N variedades de dimensién d, con M compactay f : M — N diferenciable.

a) Probar que si p € N es valor regular, entonces f~!(p) es un conjunto finito.

b) Probar que la asignacién p — #f~1(p) es localmente constante (donde p recorre valores
regulares de f).

a) Sea f : M — N diferenciable, dim M < dim N. Sea p € M punto regular, y sea (U, ¢)
carta de N con f(p) € U. Probar que un subconjunto de las funciones {¢; o f } determina
una carta de M en un entorno de p.
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b) Sea S C N una subvariedad y sea f : M — N diferenciable tal que f(M) C S. Probar
que f : M — S es diferenciable.

14. Sea f : M — N una funcién diferenciable, y sea X otra variedad diferencial.

a) Probar que si f es una inmersién entonces para toda g : X — M funcién continua tal
que f o g es diferenciable se puede deducir que g es diferenciable.

b) Probar que si f es un embedding entonces para toda g : X — M funcién tal que fog
es diferenciable se puede deducir que g es continua y diferenciable.



