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Prefacio

Estas notas estan basadas en el curso de Topologia dictado por Gabriel Minian en el
Departamento de Matematica de la FCEyN- UBA en el segundo cuatrimetre de 2016. La
primera parte del curso (capitulos 1 al 7 de estas notas) estd dedicada al estudio de topo-
logia general. Las referencias utilizadas para esta primera parte son los libros [1, 2, 4, 5, 7].

Varias de las demostraciones que se encuentran aqui son clasicas o estandar y pueden
encontrarse en la bibliografia citada, como asi también varios de los ejemplos y contra-
ejemplos que exhibimos en estas notas. Sin embargo, el enfoque que le damos acé a ciertos
temas difiere del que se encuentra en la bibliografia, por ejemplo nuestra exposicién so-
bre espacios compactos, funciones propias y compactificaciones, el estudio sobre la ley
exponencial, la caracterizacién de espacios Ty y nuestro abordaje a las topologias finales e
iniciales.

En la segunda parte del curso (que abarca los tltimos capitulos de estas notas) presen-
tamos una introduccién a la topologia algebraica: estudiamos el grupo y grupoide funda-
mental de un espacio, la teoria de revestimientos, el teorema de van Kampen y aplicacio-
nes, y terminamos con una introduccién a la homologia y sus aplicaciones mas inmediatas.
Para esta segunda parte, las referencias utilizadas son los libros [2, 3, 5, 6].

La relacion entre revestimientos y el grupo fundamental es abordada aqui utilizando la
nocién de fibracion. Esto nos permite clarificar que esa correspondencia se basa principal-
mente en las propiedades globales que tienen los revestimientos de levantar homotopias
y de levantar caminos en forma tnica, a pesar de que la nocién original de revestimiento
es de naturaleza local. La relacién entre lo local y lo global en este caso se evidencia en el
resultado que prueba que todo revestimiento es una fibracién con levantamiento tinico de
caminos.

En este curso se incluye también una introduccién al estudio de los CW-complejos.
La decisiéon de incluir este tema en el curso se basa en que estos espacios aparecen en
forma natural en matemadtica. Por otra parte, analizar espacios con estructuras de CW-
complejos, nos permite calcular facilmente e intuitivamente sus grupos fundamentales,
utilizando para esto una de las aplicaciones del teorema de van Kampen que probamos
también en estas notas.

Al final de cada capitulo incluimos una lista de ejercicios, muchos de estos fueron reco-
pilados de las guias précticas utilizadas en el dictado de la materia. Varios de los ejercicios
son clasicos y pueden encontrarse también en la literatura citada.
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Conjuntos bien ordenados

1.1. Conjuntos ordenados y teorema de Zermelo

Vamos a comenzar estas notas con una breve introduccién a algunos conceptos de teoria
de conjuntos y al estudio de conjuntos ordenados.

Definicién. (X, <) es un poset si < es reflexiva, transitiva y antisimétrica. Un poset es
un orden total si todo par de elementos de X es comparable. Dado x € X decimos que
es un maximo (minimo) si Yy € X, x > y (x < y). Ademads decimos que x es maximal si
[VyeX,y=>x]=[y =2

Definicién. Un conjunto totalmente ordenado es bien ordenado si todo subconjunto no
vacio tiene minimo.

Dado un conjunto totalmente ordenado X y un elemento a € X, denotamos S, = {x €
X | x < a} ala seccién de a.

Definicién. Seana,b € X con (X, <) un orden total, a < b. Si (a,b) = @ decimos que a es
predecesor inmediato de b, y b sucesor inmediato de a.

Observacion. Si (X, <) es bien ordenado, todo elemento tiene sucesor inmediato.

Definicién. Sea (X, <) un poset (orden total), A € X un subconjunto. Definimos el orden
heredado en A comoa <4 b < a < bsia,b e A. Con esta relacion (A, <4) es un poset
(orden total).

Definicién. Sean (X, <), (Y, <’) 6rdenes totales. Definimos en X x Y el orden lexicografi-
codado por (x,y) < (v/,y)six <X ox=x"ey <" y.

1



1.1. Conjuntos ordenados y teorema de Zermelo

Ejemplos.

1) Dado A un conjunto, (P(A), <) resulta un poset.
2) (Rxp, <) es un orden total.

3) (IN, <) es un buen orden.

4) (Z,R)conR={(0,x) |[xeZ}u{(x,y) | x <0 <y}u{(xy)|xy>0A|x| <|yl} esun
buen orden.

5) Ny x [0,1) con el orden lexicogréfico es un orden total, pero no un buen orden. Podemos
compararlo con el caso 2) mediante la siguiente funcién:

No x [0,1) — Rsg
(n,x) —»n+x

6) [0,1) x INp con el orden lexicografico es un orden total, pero no es un buen orden. Sin
embargo, a diferencia del caso 5), lo elementos tienen sucesor inmediato.

7) Nos preguntamos si es posible que exista un conjunto totalmente ordenado (X, <) tal
que todo x € X tenga sucesor inmediato y tal que exista un xy € X que no sea minimo
y que no tenga predecesor inmediato. Un ejemplo posible es X = {1,2,3,..,w+1,w +
2,w+3, ..}

Definicién. Sean (X, <), (Y, <) érdenes totales. Un morfismo de orden es una funcién
f: X — Ytal quesix < x/, entonces f(x) < f(x’). Cuando f es una biyeccién, decimos
que es un isomorfismo de orden. En caso de que exista dicha f, decimos que X e Y tienen
el mismo tipo de orden.

Observamos que si f es un isomorfismo de orden, entonces también lo es f~!.

Pasamos ahora al estudio de conjuntos bien ordenados, definidos al comienzo.

Proposicién. Sean (X, <) bien ordenado y f : X — X un morfismo de orden = #a € X
tal que f(a) < a.

Demostracién. Supongamos que existe dicho a. Consideramos A = {x € X | f(x) < x}.
Comoa e A, A # @. Entonces 3ap € A primer elemento. Como ag € A, f(ag) < ag. Entonces

f(f(ap)) < f(ap). Luego f(ag) € A, absurdo.

Corolario. Sea (X, <) bien ordenado. y f : X — X un isomorfismo de orden = f = idx.
De esto se deduce que si (X, <), (Y, <) son bien ordenados y tienen el mismo tipo de orden
= 3!f : X — Y isomorfismo de orden.

Principio de induccién transfinita. Sea | bien ordenado, @ # A < J. Si A verifica [a €
J A Ss € Al = [a e A], entonces A = | (cuando se cumple esta condicion, decimos que A
es inductivo).
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Demostracién. supongamos A # ], de manera que \A # . Sea a9 = minJ\A. Por
definicién de ag, Sqy = A. Como A es inductivo, entonces ap € A, absurdo. B

Teorema. Dado un conjunto A, son equivalentes:
(1) 3f : N — Ainyectiva.
(2) 3B Ay ¢ : A — B biyectiva.

(3) A esinfinito.

Demostracion.

= (2) Seaa, = f(n)ysea¢p: A — A definida por ¢(a,) = az, 0 ¢(x) = xsix ¢ f(IN).
Est4 bien definida pues f es inyectiva. Es claro que ¢ es inyectiva. Sea B = ¢(A),
consideramos ¢|® : A — B que es biyectiva. Ademas B < A ya que a,,,,1 ¢ B para
ningtn 7 € IN.

(3) Es evidente, pues [n] no esta en biyeccion con [m] sin # m.

=

= (1) Debemos hallar f : N — A inyectiva. Definiremos f inductivamente. Como A es
infinito, en particular es no vacio. Entonces existe a; € A. Definimos f(1) = a;. Aho-
ra supongamos definidos f(1),..., f(n). Como A\{f(1),..., f(n)} no es vacio, existe
ap+1 € AA{f(1),..., f(n)} y definimos f(n+1) = a,+1. B

En realidad, al probar (3) = (1) usamos implicitamente el axioma de eleccién, que
enunciamos a continuacion.

Axioma de eleccién. Sea A una familia de conjuntos no vacios disjuntos dos a dos. En-
tonces existe C < | Jc 4 A que tiene exactamente un elemento de cada conjunto de A.

Otra forma de equivalente de enunciar el Axioma de eleccién es la siguiente: Dado un
conjunto no vacio A, existe una funcién selectora ¢ : P(A) — {&} — A tal que ¢(B) € B
VB < A no vacio.

Ahora reescribimos la implicacion (3) = (1) del teorema anterior usando explicita-
mente el axioma de eleccion. Como A # & ic : P(A) — {&} — A tal que ¢(B) € B
VB < A. Definimos f(1) = ¢(A). Una vez definidos f(1),..., f(n), tomamos f(n +1) =

c(AN{f (1), ..., f(n)}.

A continuacién vamos a dar varias formulaciones equivalentes al axioma de eleccién.
Probaremos algunas de ellas, dejando como ejercicio al resto (ver también la lista de ejerci-
cios al final del capitulo).

Principio de definicién recursiva. Sean | bien ordenado y C un conjunto. Llamamos
F={h:S— C|S C Jseccién}. Entonces, dada cualquier funciénp : F — C3!h: ] — C
tal que ii(a) = p(h|s,) Ya € J. Es decir que /1 se define recursivamente mediante p (en este
caso, decimo suqe /1 es compatible con p).

Uno de los enunciados equivalentes mds utilizados es el siguiente.
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1.1. Conjuntos ordenados y teorema de Zermelo

Teorema del buen orden (Zermelo). Todo conjunto admite un buen orden.
Principio del méximo. Sea (A, <) poset. Entonces existe C < A cadena maximal.

Demostracién. Vamos a construir la funcién caracteristica x : A — {0, 1} correspondien-
te a C. Indexamos a A con un conjunto bien ordenado J. Sea F = {h : S — {0,1} | S <
J seccién}. Consideramos p : F — {0,1} dada por: p(h : Sg — {0,1}) = 1 siy sélo si todo
o € Sp tal que h(a) = 1 es comparable con B. Por el principio de definicién recursiva, existe
un tnico x : A — {0,1} compatible con p, y por construccién es claro que x ~!(1) es una
cadena maximal. Bl

Otra de las formulaciones equivalentes que se utiliza a menudo en demostraciones es
el lema de Zorn.

Lema de Zorn. Sea X # & un poset. Si toda cadena C < X tiene cota superior (en X),
entonces X tiene elementos maximales.
Veamos ahora la equivalencia entre los dos dltimos enunciados.

Teorema. Principio del méximo < lema de Zorn.

Demostracién. =) Sea (X, <) poset en el que toda cadena tiene cota superior. Por el
principio del maximo 3C < X cadena maximal. Sea x una cota superior de C. Supongamos
que y € X verifica y > xg. Luego C u {y} es una cadena. Por maximalidad de C, y € C, y en
particular y < xg. Luego y = xg, lo que muestra que xp € X es maximal.

<) Sea (X, <) un poset. Consideramos F = {C < X | C cadena}. Es claro que F # &.
Sea C una cadena de F. Consideramos D = | J-c C, que es una cadena de X y resulta ser
cota superior de C en F. Luego por Zorn F tiene elementos maximales. l

Para terminar este capitulo, veremos un resultado que va a ser muy ttil a la hora de
construir ejemplos y contraejemplos mds adelante.
Teorema. Existe un conjunto S, que cumple:
(1) S es no numerable.
(2) Sq esta bien ordenado.
(3) Vxe Sa, Sx = {y € Sa |y < x} es numerable.
Demostraciéon. Sea X un conjunto no numerable, por Zermelo 3 < orden de X tal que
(X, <) es un buen orden. Si (X, <) cumple (3) ya estamos. Si no, entonces 3xj € X tal que
Sy, no es numerable. Sea A = {x € X | Sy no numerable}. Como xp € A y X estd bien

ordenado, 3Q) € A primer elemento. Consideramos S = {x € X | x < O} con el orden
heredado de X. Entonces:

(1) Sq nonumerable porque () € A.

(2) Sq esta bien ordenado porque tiene el orden heredado de X y X estéd bien ordenado.
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(B) SixeSo=x<QenX=x¢ A= S¥= S50 es numerable. B
Proposicién. Si A € S es numerable = A tiene cota superior.

Demostraciéon. Sea B = | J,c4 Sa. Por hipétesis B es numerable = B & 5. Sea b € B,
veamos que b es cota superior. Supongamos que no = 3a € A tal que b < a. Entonces
be S, < B,absurdo. i

1.2. Ejercicios

1. Principio general de definicién recursiva

Sean | un conjunto bien ordenado y C un conjunto. Sea F el conjunto de todas las
funciones  : S — C cuyo dominio S es una seccién ! de J.

Dada una funcién p : F — C, existe una tnica funcién i : ] — C que es compatible
con p, es decir,
h(a) = p(hls,) paratodoa € |

Para verlo:

a) Pruebe que si S es una seccién de J y hy, hp : S — C son funciones compatibles
con p, entonces hy = hy.

b) Pruebe quesip € Jysih: Sp — Cuna funcién compatible con p, entonces existe
una funcién /2 : Sg U {B} — C que es compatible con p.

c) Pruebe que si K < | y si para todo & € K existe una funcién hy : Sy — C
compatible con p, entonces existe una funcién

k:USaHC
aeK

que es compatible con p.

d) Pruebe que para todo B € | existe una funcién hg : Sp — C que es compatible
con p.

Sugerencia: Estudie por separado el caso en que B tiene un predecesor inmediato y el caso en que no.

e) Pruebe el principio general de definicién recursiva.

2. a) Sean | y E dos conjuntos bien ordenados y sea i : | — E una funcién. Pruebe
que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

L. h preserva el orden (es decir, &« < B = h(a) < h(B)) y su imagen es una
seccién de E.
II. h(a) = min{E\h(S,)} paratodow € J.
11 Para todo a € ] es h(Sy) = Sp(y)-

!Decimos que un subconjunto | es una seccién de JsiVa € S,YB € J,f < a = B € S. En particular,si § € ],
el conjunto Sg = {a € ] : & < B} es una seccién de J. Notemos que si S es una seccién de ] y € S, entonces
S}g cS.



1.2. Ejercicios

b) Pruebe que si E es un conjunto bien ordenado, entonces el tipo de orden de
una seccién propia de E es distinto del tipo de orden de E, y que dos secciones
distintas de E tienen tipos de orden distintos.

Sugerencia: Dado |, existe a lo sumo una aplicacién que preserva el orden de | en E cuya imagen es una
seccion de E.

3. Sean | y E dos conjuntos bien ordenados y sea k : | — E una funcién que preserva el
orden. Pruebe que el tipo de orden de | es el de una seccién de E.
Sugerencia: Defina inductivamente h : | — E mediante la recursion h(x) = min{E\h(S.)}, usando la existencia
de k para ver la buena definicion de h.
4. a) Pruebe que si A y B son dos conjuntos bien ordenados, entonces se satisface
exactamente una de las siguientes tres condiciones:

= Ay B tienen el mismo tipo de orden;
= A tiene el tipo de orden de una seccién propia de B;
= B tiene el tipo de orden de una seccién propia de A.
Sugerencia: Construya un conjunto bien ordenado que contenga a A y a B y use el ejercicio anterior.
b) Usando el teorema del buen orden pruebe que dados dos conjuntos, uno tiene

cardinal mayor o igual que el otro.

5. Sean X un conjunto y sea A la familia de todos los pares (A, <) con A un subconjunto
de X y < un buen orden en A. Definimos una relacién < en A de manera que (A4, <
) < (A, <')sii (A, <) es una seccion de (A7, <').
a) Demuestre que la relacién < es un orden parcial sobre A.
b) Sea B una subfamilia de A totalmente ordenada por <. Sea

B’:UB

(B,<)eB

y sea <’ la unién de las relaciones < que aparecen como segunda componente
de los elementos de B. Muestre que (B’, <’) es un conjunto bien ordenado.
6. Muestre que el Lema de Zorn es equivalente al teorema del buen orden.
Sugerencia: Use el ejercicio 5 para una implicacion y el principio general de definicién recursiva (ej. 1) para la otra.
7. El objetivo de este ejercicio es demostrar, usando los resultados de los ejercicios 1-5,
que el axioma de eleccién es equivalente al teorema del buen orden.

Sean X un conjunto y P’(X) el conjunto de las partes no vacias de X. Sea ¢ : P/(X) —
X una funcién de eleccion fijada, de manera que para cada T € P’(X) es ¢(T) € T.
Si T es un subconjunto de X y < es una relacion sobre T, decimos que (T, <) es una
torre en X si < es un buen orden de T y si para cada x € T se tiene que

x = c(X\Sx(T, <))
con Sy(T, <) la seccién de (T, <) por x.
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a) Pruebe que si (T1,<1) y (T, <) son dos torres en X, entonces uno de estos
conjuntos es una seccién del otro.

Sugerencia: Suponiendo que h : Ty — T, preserva el orden y que h(Ty) es igual a una seccion de T, pruebe
que h(x) = x para todo x € Ty.

b) Pruebe que si (T, <) es una torre en X y T # X, entonces existe una torre en X
de la cual (T, <) es una seccién propia.

c) Sea {(Tk, <) : k € K} la familia de todas las torres de X y sean

T=T vy <=U=«

keK kekK

Muestre que (T, <) es una torre en X. Concluya que es T = X y que en conse-
cuencia el axioma de eleccién implica el teorema del buen orden.

d) Pruebe que el teorema del buen orden implica el axioma de eleccion.



1.2. Ejercicios




2

Espacios topologicos

2.1. Conceptos basicos

Definicién. Sea X un conjunto. Una topologia T para X es una familia de subconjuntos
de X que cumple:

1. g,XerT.
2. Si {U;}es es una familia de elementos de 7, entonces  J;; U; € T.
3. Sill,.., Uy, € T, entonces (/. U; € T.

En este contexto, a los U € T se los llama abiertos. Un espacio topoldgico es un par (X, T).

Ejemplos.
1. X conjunto, T = {&, X} (topologia indiscreta).
2. X conjunto, T = P(X) (topologia discreta).
3. (X, d) espacio métrico, T = {U < X | Vx € UIB. < U} (topologia métrica).
4. Para X = O se tiene una tnica 7.
5. X = {*} (singleton).

6. Sea X = {0,1} con T = {@,X,{0}}. Este es el espacio de Sierpinski, que cobrara
relevancia cuando estudiemos los espacios Ty. Notemos que la sucesién constante 0
tiende tanto a 0 como a 1.




2.1. Conceptos bdsicos

7. Vamos a definir la topologia cofinita o de complemento finito. Dados un conjunto A
y un subconjunto B € A, notamos por B® a su complemento. Sea X un conjunto, y sea
T ={U < X| U = @ o U° es finito}. Se chequea facilmente que T es una topologia
para X.

Cuando tengamos un conjunto X, vamos a notar por 7(X) al conjunto de todas las
topologias en X. Notamos que 7(X) resulta un poset con el orden dado por la inclusion. Si
tenemos T < 7/, decimos que 7’ es més fina que T.

Definicién. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Un subconjunto A < X se dice cerrado si
A° es abierto.

Observacién. Sea X un espacio topoldgico y F la familia de todos los cerrados de X. F
cumple:

1. g,XeF.

2. Si{Aj}icj, es una familia de elementos de F, entonces [ ; JAieF.

3. Si Ay,..., An € F, entonces | J!; € F.

Observacién. La topologia T queda determinada por una familia F que cumpla lo ante-
rior.

Definicién. Sea X un espacio topolégico, A < X, A° = | yer U es el interior de A.
UcA

Observaciones.
1. A%erT.
2. A°cC A.
3. A°=A< AeT.

Definicién. Sea X un espacio topolégico y A = X. Se define la clausura de A como A =

ﬂFCer F.
ACF

Observaciones.
1. A es cerrado.
2. AcC A.

3. A=A < A escerrado.

Observacién. Sea X un espacio topolégico. Si A € F < X con F cerrado en X, entonces
AcF.

10



Martin Blufstein - Gabriel Minian

Definicién. Sea X un espacio topolégico, xp € X. Un entorno de xg en X es un subconjun-
to V < X tal que 3U abierto con xg € U < V < X. Un entorno abierto de x( es un abierto
de X que contiene a xo.

Proposicién. Sea X un espacio topolégico, A < X, x € X. Son equivalentes:

(1) xe A.

(2) Todo entorno de x interseca a A.

(3) Todo entorno abierto de x interseca a A.

Demostracion.

(1) = (3) Sea U abierto tal que x € U, debemos ver que U n A # &. Supongamos que U N A =
g=AcU = Ac U= xeAc U absurdo.

(3) = (1) Sea F un cerrado que contiene a A, veamos que x € F. Supongamos que no, entonces
x € F¢ = F°n A # @, absurdo.

(2) = (3) Un entorno abierto en particular es un entorno.

(3) = (2) Todo entorno contiene un entorno abierto. Bl

2.2. Bases y sub-bases

Definicién. Sea X un conjunto, una base para una topologia en X es una sub-familia
B < P(X) que cumple:

1. X:UBE[SB'
2. SiBy,Bye B, xe By nBy =3Bz € ftalque x € B3 < By n By.

Los B € 3 se llaman abiertos bésicos.

Definicién. Dada  una base para una topologia en X, la topologia generada por j es
75 = {U < X |Vx e U,3By € Btal que x € By < U}. Es fécil verificar que 7 resulta una
topologia.

Con la siguiente proposicién vamos a tener una forma alternativa de interpretar una base.

Proposicién. Sea X un conjunto, § una base para una topologia en X y 1 la topologia
generada por f. Entonces 7z consiste en todas las uniones arbitrarias de elementos de p.

Demostracién. Sea 7’ la familia de todas la uniones arbitrarias de elementos de B. Que-
remos ver que T’ = T.

Veamos ). Sea U € 15 = Vx € U3By € Btalque x € By € U = U = | J,yy Bx-

Ahora 2).SeaU € T/ = U = (Jic; Bi, Bi € B, B < 5 y T3 es topologia. Entonces U € Tp.
[

11



2.3. Topologia del orden

Observacién. 15 es la topologia menos fina que contiene a f.

Proposicién. Sea X un conjunto, §y p’ dos bases para la topologia en X, y sean T y 7’ las
topologias generadas. Son equivalentes:

1. t<T.

2. VBe B,xe B,3B’ € f tal que x € B’ < B.

Demostracién. La primera implicacién es obvia. Veamos que 2) = 1). Por 2), notamos
que dado B € B, B = | Jpcp B’ con B’ € B'. Ahora por la proposicién anterior es claro que
<7 .l

Ejemplo. La topologia usual de R tiene como base a f = {(a,b) | a < b}. Si consideramos
B’ = {[a,b) | a < b}, resulta 15 < Tp/

Observacién. Dado un conjunto X, consideramos el poset 7(X). Dadas 7, v’ € 7(X), no-
tamos que T N T’ es el infimo de T y 7. Sin embargo, T U T/ no es necesariamente una
topologia. Més atin, puede no ser una base, pero si va a ser una sub-base.

Definicién. B < P(X) es una sub-base para una topologia si X = [ Bep B-

Dada una sub-base f podemos tomar la base inducida por f, B={Uin..nl,|ne
N, U; € B}. Resulta que § es una base y definimos 13 = 75- Notamos que 7y consiste de las
uniones arbitrarias de intersecciones finitas de elementos de S.

Ahora si podemos definir el supremo entre dos topologias 71 y T por T ur,-

2.3. Topologia del orden

Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado (#X > 2). La topologia del orden en X es
la que tiene como base a:

= B={(a,b)|a< b} encasode que X no tenga minimo ni maximo.

» B={(a,b)|a<b}u{lab)|ag < b} sitiene minimo ay.

» B={(a,b)|a<b}u{(bai]|b<ay}sitiene maximo a;.

» B={(a,b)|a<b}u{layb)|ay<b}u{(ba]]|b<ay}sitiene minimo 2y y maximo

ap.

Es sencillo ver que esta es una base para una topologia.

Ejemplos.
1. En R la topologia del orden coincide con la métrica.
2. Tanto en IN como en Z la topologia del orden es la discreta.
3. Si X es finito, la topologia del orden es la discreta.
4. Si consideramos (R?, <) con el orden lexicografico, la topologia del orden resulta més

fina que la métrica.

12
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2.4. Redes

Definicién. Sea X un espacio topolégico, A < X, x € X se dice punto de acumulacién de
A siVV entorno de x, V n (A\{x}) # @. Notamos al conjunto de puntos de acumulacién
de A como A’.

Observacién. Un punto de acumulaciéon x puede o no estar en A. Més atin, x es punto de
acumulacion de A siy solo si x € A\{x}. Se deduce que A = AU A’

Definicién. Sea X un espacio topolégico y sea (x,),en una sucesion en X. Decimos que
xp, — x € X siVV entorno de x, 3ny € IN tal que Vn > ng,x, € V.

n—0o0
Notamos que si una sucesién convergente estd contenida en un cierto subconjunto A,
entonces su limite pertenece a A. Ademds, si X es métricoy x € A, entonces 3(x,,)eN, Xn €
Atal que x;, — x.
n—0oo

Veamos que en espacios topolégicos en general, las sucesiones no alcanzan para definir
A.Esdecirx € A = 3(xp)n, Xy € A tal que x, — x.

Ejemplo. Vamos a trabajar con el conjunto Sy antes definido. Notamos que sia € S =
dBeSntalquea < B.Sea X = Snu ) conel ordenusual y o < QQ Va € Sy Le damos a X
la topologia del orden.

Sea A = Sn < X. Afirmamos que () € A. Sea V un entorno de (), entonces existe
B = (a,Q)] en la base tal que ) € B < V. Observamos que (¢, Q)] n Sn # @ porque
Va 3y e Sa = 7€ (a,Q).

Veamos ahora que #(xy),eN sucesion en S que converge a Q. Supongamos que si exis-
te tal (x,)nen. Como {x,},en es numerable estd acotado superiormente. Entonces existe
B € Sq tal que x,, < B Vn € IN. Luego (B, ()] es un abierto de la base que contiene a Q) y no
interseca a {x, }eN-

Definicién. Un conjunto dirigido (A, <) es un poset con la siguiente propiedad: Va, B €
AJyeAtalquen, B <.

Ejemplo. Cualquier conjunto totalmente ordenado es dirigido. En particular IN es dirigi-
do.

Definicién. Sea X un espacio topolégico. Una red es una funcién ¢ : A — X con (A, <)
un conjunto dirigido.

Por el ejemplo mencionado antes, las sucesiones son un caso particular de redes. Vamos
anotar a las redes por (x4 )aep con X, = ¢(a).

Definicién. Sea (x4)sep un red en X. Decimos que x, — x (x € X) si YV entorno de x,
Jae Atalque VB>, xge V.

Observamos que esta nueva definiciéon generaliza el concepto de sucesiones. Veremos
que con ella podemos definir A como soliamos hacerlo en espacios métricos.

Proposicién. Sea X un espacio topoldgico, A < X, x € X. Entonces x € A < I(Xa)sen
red, x, € A tal que x, — x.

13



2.5. Ejercicios

Demostracion.

<) Sea V un entorno de x, 3(x4)sen con X, — x. Luego Ja € A tal que xg € V VB > a.
Entonces Vn A # @.

=) Sea x € A, tenemos que construir una red (Xu).en tal que x, — x. Sea A el conjunto
de entornos de x con el siguiente orden: By < By si By © Bj. Dados By, B; € A,
tomamos B3 = B n By obteniendo Bz > By, By. Por lo tanto, A resulta un conjunto
dirigido. Como x € A, VB € A elegimos xg € B n Ay asi construimos (xp)pep. Para
ver que que xg — x, dado B entorno de x, tomamos B € A.Si B > B = B < B. Luego
Xg€EBC B.m

Al igual que con las subsucesiones queremos introducir el concepto de subred. Para eso
necesitamos de las funciones cofinales.

Definiciones.

1. Sea (A, <) un poset y A’ = A sub-poset. Se dice que A’ es cofinal (en A) si Va € A,
Ja’ e A tal que e < o’

2. Sean (A, <) y (I, <) dos conjuntos dirigidos. Una funcién f : I — A se dice cofinal
si:

(1) f:T — A es morfismo de poset.
() f(T) < A es cofinal.

Si bien el concepto de red generaliza el de sucesién, las subredes de una sucesién no
necesariamente son subsucesiones. Mas adelante vamos a ver un ejemplo de esto (atin nos
faltan herramientas para probarlo).

Definicién. Sea X un espacio topoldgico, ¢ : A — X una red. Dada f : I' — A cofinal,
la composicién ¢ o f : T — X se llama subred. Se denota (xy,)yer, donde ay = f(7),

Xa, = (£ (7))-

Observaciones.
1. Una subred es una red.
2. Si (xa)aen esunared en Xy xo — x = V subred (xu, )er, Xa, — X-

3. Puede pasar que x;, — x, x4, — ycon x # y.

2.5. Ejercicios
1. Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea Y = X. Muestre que
wy={UnY:UeTt}

es una topologia sobre Y. Llamamos a 1y la topologia inducida por T sobre Y o la topo-
logia subespacio.

14
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2. Sean X un conjunto infinito, xy € X y T < P(X) el conjunto de las partes de X que
tienen complemento finito o que no contienen a x. Muestre que T es una topologia y
describa sus cerrados.

3. Sea F el conjunto de todos los cerrados acotados de IR en su topologia usual, junto
con IR. Pruebe que existe una topologia en IR para la cual F es el conjunto de todos
los cerrados.

4. Decimos que un subconjunto U de IR? es radialmente abierto si su interseccién con
toda recta que pasa por uno de sus puntos es un abierto de ésta. Muestre que el
conjunto de todos los conjuntos radialmente abiertos de R? es una topologia sobre
IR? y compérela con la topologia usual.

Construccién de topologias

5. Sea X un conjunto. Un sistema de filtros de entornos F en X es una regla que a cada
elemento x € X asigna una familia F, € P(X) de manera que

a) sixe X, Fy # I,

b) sixe Xy A e Fy, entonces x € A;

c) sixe X, Ae Fyy Be P(X) son tales que A < B, entonces B € Fy;
d) sixe Xy A, Be Fy, entonces An B e Fy;

e) six € Xy A € Fy, entonces existe B € Fy tal que B < Ay B € F, para todo
y € B.

Pruebe que:
a) Si (X, T) es un espacio topolégico y para cada x € X definimos
Fy={AeP(X):existe Ue T tal que xe U< A},

entonces F es un sistema de filtros de entornos en X.

b) Si F es un sistema de filtros de entornos en X y definimos
T={AeP(X):paratodoxe Aes Ac Fy}u{T},

entonces T es una topologia sobre X.
c) Las construcciones de los items a) y b) son inversas.
6. Sea X un conjunto. Una funcién ¢ : P(X) — P(X) es un operador de clausura en X si
a) c(2) =g;
b) si A e P(X), entonces A € c(A);
) si A e P(X), entonces c(c(A)) = c(A);
d) si A, Be P(X), entonces c(A U B) = c(A) uc(B);

Pruebe que

15



2.5. Ejercicios

a) Si (X, T) es un espacio topoldgico, entonces la funcién
c:AeP(X)— AeP(X)

es un operador de clausura en X.
b) Sic:P(X) — P(X) es un operador de clausura en X, entonces el conjunto

T={UeP(X):c(X\U) =X\U}

es una topologia sobre X.
c) Las construcciones de los items a) y b) son inversas.

7. Sea X un conjunto y sea B  X. Pruebe que la funcién

AUBeP(X) siA#@

C:AEP(X)H{@eP(X) siA=0o

es un operador de clausura en X. Describa los abiertos de la topologia correspondien-
te.

Clausura, interior, frontera

8. Sea X un espacio topoldgico y sean A, B < X. Pruebe las siguientes inclusiones y
decida cuéles pueden ser estrictas:
i) AnB< AnB;
b) AnB < An Bcuando A es abierto;
c) A\B < A\B;
) Un Ax € Uy Aws
) Unea A% = (Uaea 4)°y
f) (mAeA A)° < ﬂAeA A°.

9. Sea X un espacio topolégico y sea A = X. Pruebe que:

a) 0A=AnX\A=A\A%
b) X\0A = A° U (X\A)%;
) A= AuUdA;
d) A° = A\0A;
e) AesabiertosiiAndA =0y
f) Aescerradosii 0A < A.
10. Topologia del complemento finito. Sea X un conjuntoy sea T = {U € P(X) : X\U es finito} U

{@}. Pruebe que T es una topologia sobre X. Describa el interior, la clausura y la fron-
tera de los subconjuntos de X con respecto a esta topologfa.

11. Sean X un conjunto no vacio y xg € X. Pruebe que:

a) {UeP(X):xpe U} u {D} es una topologia sobre X.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

b) {UeP(X):xy¢ U} u{X}esuna topologia sobre X.

Describa el interior, la clausura y la frontera de los subconjuntos de X con respecto a
cada una de estas topologias.

Topologia del orden. Considere el conjunto X = [0,1] x [0, 1] con la topologia del orden
lexicografico y determine la clausura y el interior de los siguientes subconjuntos de

X.
a) {(1/n,0) : n e N},
b) {(1-1/n,1/2) :ne N},
c) {(x,0):0<x<1},
d) {(x,1/2):0<x <1},
e) {(1/2,y): 0 <y <1}

Pruebe que todo cerrado de R? es la frontera de un subconjunto de R?.

Bases y sub-bases

Sea {Ty}4en una coleccién de topologias en X. Pruebe que (),c Tx €S una topologia
en X. ;Es | J,ea Ta una topologia en X?

Sea X un conjunto y A < P(X). Pruebe que existe una topologia c(.A) sobre X que
cumple que

» todo elemento de A es abierto para o(A), y

= si T es una topologia sobre X tal que todo elemento de A es abierto para 7,
entonces 0(A) 7.

En otras palabras, o(.A) es la topologia menos fina que contiene a A (la minima en el
orden dado por la inclusién). La topologia o (.A) es la topologia generada por A.

Describa la topologia generada por A = {{a},{b,c}, {d}} sobre el conjunto X =
{a,b,c,d}.

Sea (X, <) un conjunto ordenado. Consideremos S = {Sy: x € X} y R = {Ry : x €
X},donde Ry = {y € Y : x < y}. Pruebe que S U R es una sub-base para la topologia
del orden.

Considere las siguientes colecciones de subconjuntos de R:
B1={(a,b):a,beR, a<b},

By, ={[a,b) :a,beR, a <},

B ={(a,b]:a,beR, a<b},

By =B, U {B\K: Be B}, donde K = {%:nelN}
{(a,4+0):aeR},

Bg = {(—0,a) :ae R},

B; = {B € P(R) : R\B es finito}.

(o]
1
I

a) Muestre que cada uno de Bj, ..., By es una base para una topologia en R y
compare las topologias correspondientes.

17



2.5. Ejercicios

b) Muestre que Bs U Bg es una sub-base para la topologia generada por Bj.
c) Determine la clausura del conjunto K en cada una de las siete topologfas.

18. Sea B = {(a,b) : a < b} u {{n} : n € Z} < P(R). Muestre que B es base de una
topologia sobre R. Describa el interior de los subconjuntos de IR con respecto a ella.

19. Topologia Zariski. Considere k[x] = k[x1, ..., x,] el anillo de polinomios en n variables
sobre un cuerpo k. Para cada subconjunto S < k[x], se define el conjunto algebraico
dado por S como

V(S)={(z1,...,2zn) €k" : p(z1,...,24) =0,V p € S}.
Verifique las siguientes propiedades:

a) V(S) = V(Is), donde Is es el ideal generado por S.

b) V({0}) =k"y V({1}) = 2.Si S = T, entonces V(S) 2 V(T).

c) Sil, ] < k[x] son ideales, entonces V(I n J) = V(I) u V(]).

d) Si{Ip}aen es una familia de ideales, entonces V ({Uyep In) = (Naen V().

Los itemsb), ¢) y d) muestran que los conjuntos algebraicos verifican los axiomas
de los cerrados de una topologia. Esta es la topologia Zariski de k".

e) Los conjuntos Dy = k"\V({f}) forman una base de dicha topologia.
f) Si f # 0, entonces Dy es denso.

Redes

20. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Pruebe que las redes convergentes verifican las si-
guientes propiedades:

a) Si (xa)aen €s eventualmente constante, entonces (x4 ),ep converge a la constan-
te.
b) Si (xx)aen converge a x, entonces toda sub-red de (xy),en converge a x.

) Si (xa)aen verifica que toda sub-red tiene una sub-sub-red que converge a x,
entonces (X4 )pep cONVerge a x.

d) Sean A un conjunto dirigido, y para cada a € A sea I'; un conjunto dirigido.
Supongamos que para cada & € A se tiene una red (x{)ier, que converge a
x* € X,y que ademds (x*),ep converge a x € X. Considere ® = A x [[,ep T
ordenado por el orden producto, esto es,
(06, (kﬁ)‘BEA> = (DC/, (k;S)‘BEA) — az>da ykﬁ = k;; VB e A.
Entonces la red («, (kg)pen) — ¥} convergea x.
21. Sea (X, T) un espacio topolégico. Pruebe que

A={xeX: I(xp)aer A, y X4 — X}
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22. Si (x4)4en €s una red, decimos que x € X es un punto de acumulacién de la red si
para todo A € Fy, el conjunto {« € A : x, € A} es cofinal en A. Pruebe que x es un
punto de acumulacién de la red si y sélo si existe una subred de (x4 )4en que converge
ax.

Sugerencia: para probar =), considere como conjunto dirigido el formado por los pares («,U) con w € Ay U un
entorno (abierto) de x que contiene a x,.
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3

Funciones continuas, topologias
iniciales y finales

3.1. Introduccidon

Al igual que ocurre en el caso particular de los espacios métricos, para espacios to-
polégicos podemos definir funciones continuas. Vamos a comenzar con una definiciéon
analoga a la que se da en el caso de espacios métricos, y después veremos algunas equiva-
lencias.

Definicién. Sean X e Y espacios topoldgicos. Una funciéon f : X — Y es continua si
YU < Y abierto, f~1(U) < X es abierto.

Observacién. Como f~ Ui, Ui) = Ui, fH W) y fFHUAV) = fF7HU) n f7H(V),
entonces para ver que f es continua, basta ver que f~!(U) es abierto para todo U de una
sub-base de Y.

La demostracién del siguiente resultado queda como ejercicio para el lector.

Teorema. Sean X e Y espacios topolégicos, f : X — Y funcién. Son equivalentes:
1. f es continua.
2. VAc X, f(A) < f(A).
3. f~1(F) es cerrado para todo F < Y cerrado.

4 Vredx, »xenX, f(xy) — f(x)enY.

Observacién. Una composiciéon de funciones continuas es continua.
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3.2. Topologias iniciales

Definicién. Sean X e Y espacios topoldgicos, f : X — Y funcioén. Se dice:
1. f abierta si YU < X abierto, f(U) < Y es abierto.
2. fcerradasi VF < X cerrado, f(F) < Y es cerrado.
3. f es homeomorfismo si es continua, biyectiva y f~! es continua.

Observacién. f es homeomorfismo <= es continua, abierta y biyectiva < es conti-
nua, cerrada y biyectiva.

Observacién. Sean X un conjunto y Ty 7/ dos topologias en X. Consideramos 1x :
(X,7) = (X, 1), con 1x(x) = x. Notamos que:

a) 1y escontinua <— 7> 7.
b) 1x es abierta < 1’ > 7.

c) 1x es homeomorfismo <= 7 =17,

3.2. Topologias iniciales

Dados X un espacio topolégico y A = X un subconjunto, queremos darle a A una
topologia 74 que herede de X. Esta se llamara la topologia de subespacio y puede ser
definida de varias formas equivalentes.

Definicién 1. Definimos 74 = {U n A | U < X abierto}.

Decimos que (A, T4) es un subespacio de X. Observamos que 74 hace a la inclusién
i : A — X continua. Sin embargo hay muchas topologias en A que hacen a la inclusién
continua. La diferencia es que T4 es la menos fina con dicha propiedad.

Definicién 2. 74 es la topologia menos fina que hace ai: A — X continua.

Proposicién. Sea X un espacio topolégico, A < X. La topologia 74 cumple la siguiente
propiedad: para todo espacio topolégico Z y para toda funcién f : Z — A, f es continua si
ysolosiio f: Z — X es continua.

Demostracién.

=) Composicién de continuas es continua.

<) Sea V < A abierto, debemos ver que f ! (V) < Z es abierto. Como V = i~1(U) para
algtin U < X abierto, entonces f~1(V) = f~1(i~1(U)) = (f oi)~}(U), que es abierto.
|

Proposicién. Sea X un espacio topoldgico, A < X, entonces T4 es la tinica topologia en A
que cumple la propiedad de la proposicién anterior.
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Demostracién. Para ver que es la tnica, sea T una topologia que cumple la propiedad.
Tenemos:

(A7) —2 (A14) s X

i

Como (A, T4) cumple la propiedad, (A, T) 14, (A, T4) es continua. Anédlogamente (A, T4) 14,
(A, T) resulta continua, y por lo tanto homeomorfismo. Luego 7 = 74. i

Conclusién. Dado A < X, consideramos i : A — X. Podemos definir la topologia subes-
pacio en A de tres formas equivalentes:

1. 74 = {U n A| U < X abierto}.

2. T4 es la topologia menos fina que hacea i : A — X continua.

3. T4 es la tnica topologia que cumple la siguiente propiedad: para todo espacio to-
polégico Z y para toda funcién f : Z — A, f es continuasiysolosiiof: Z — Xes
continua.

Observaciones. Sean X un espacio topolégico, A < X subespacio,i: A — Xlainclusion:

1. Sea g : X — Y continua, entonces la restriccién g|4 = goi: A — Y es continua, pues
iloes.

2.Seah : Y — X continua con h(Y) € A, entonces la correstriccion k|4 : Y — A es
continua por el siguiente diagrama:

Definicién. A < X es un subespacio cerrado (abierto) si A tiene la topologia subespacio
y A es cerrado (abierto) de X.

Observacién. A < X es subespacio cerrado (abierto) <= A es subespacioei: A — X
es cerrada (abierta).

Ahora vamos a generalizar el concepto de topologia subespacio. Lo que antes haciamos
para la inclusién ahora lo vamos a hacer para funciones en general. Dados X un espacio

topolégicoy g : A — X una funcién con A un conjunto, queremos darle a A una topologia
que herede de X via g. Lo podemos hacer, como antes, de varias formas equivalentes.

Definicién 1. 75 = {g7!(U) | U < X abierto}.

Definicién 2. Ti es la topologia menos fina que hace a g continua.
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3.2. Topologias iniciales

Definicién 3. Ti es la topologia que cumple la siguiente propiedad: VZ espacio topolégi-
co,Vf : Z — A funcién, f es continua < g o f es continua.

Definicién. En cualquiera de los tres casos (son equivalentes al igual que antes) decimos
que A tiene la topologia inicial respecto de g (o equivalentemente, g es inicial).

En general vamos a decir que A es subespacio de X si existe j : A — X inyectiva e
inicial. Esto es equivalente a decir que j : A — j(A) < X es un homeomorfismo, donde
j(A) tiene la topologia de subespacio de X. Andlogamente extendemos las definiciones de
subespacio abierto y cerrado (j abierta o cerrada).

Sea X un conjunto, X = |J;c; Ai, Ai < X subconjuntos. Dar una funcién f : X — Y
equivale a dar funciones f; : A; — Y talesqueVie Isi A;n Aj # &, fz‘|AmA,~ = fJ'|AmA," En
espacios topolégicos esto no es cierto. Si f es continua, entonces cada f; lo es, pero no vale
la vuelta. Para eso hay que pedir més condiciones.

Lema de pegado (cerrados). Sean X un espacio topolégico y {Fy, ..., F;} un cubrimiento
por subespacios cerrados de X. Si f : X — Y es tal que f|f, es continua paratodo1 <i <,
entonces f es continua.

Demostracién. Sea f : X — Y, llamamos f; := f|f, : F; — Y. Por hipétesis f; es continua
para todo 1 < i < n.Sea A C Y cerrado. Tenemos que f~1(A) = f;1(A) u...u fi {(A).
Cada f; '(A) < F; es cerrado pues f; es continua. Luego como F; es cerrado, f; ' (A) es
cerrado en X para todo i. Entonces f~1(A) es cerrado en X. B

Lema de pegado (abiertos). Sean X un espacio topolégico y {U;};e; un cubrimiento por
abiertos de X. Si f : X — Y es tal que f|y, es continua para todo i € ], entonces f es
continua.

Demostracién. Es andloga a la demostracién para el caso cerrados. B

A continuacién vamos a estudiar la topologia producto para luego generalizar el con-
cepto de funcién inicial al de familia inicial.

Sean X e Y espacios topoldgicos, X x Y = {(x,y) | x € X,y € Y}. Tenemos las dos
proyecciones usuales px y py. Podemos definir la topologia producto de las siguientes
maneras equivalentes:

Definicién 1. La topologia producto en X x Y es la menos fina que hace a px y py conti-
nuas.

Definicién 2. La topologia producto es la topologia con sub-base B = {UxY | U <
X abierto} u {X x V | V € Y abierto}.

Definicién 3. Una base de la topologia productoes B = {U x V | U < X,V C Y abiertos}
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Definicién 4. La topologia producto cumple la siguiente propiedad: para todo Z espacio
topoldgico y toda funcién f : Z — X x Y, f es continua si y sélosi px o f y py o f lo son.

Mas en general dada {X;};cj una familia de espacios topolégicos, consideramos [ [;; X;
con las proyecciones p; usuales. Al igual que en el caso de dos espacios topolégicos pode-
mos definir la topologfa producto para una familia arbitraria.

Definicién 1. La topologia producto en {X;};c; es la menos fina que hace a p; continua
Vie].

Definicién 2. La topologia producto es la topologia con sub-base

B = {pfl(u,) |U; < X; abierto}ie].

Definicién 3. Una base de la topologia producto es

B= {n U; | U; < X; abierto, U; # X; s6lo para finitos i}.

ie]

Definicién 4. La topologia producto cumple la siguiente propiedad: para todo Z espacio
topoldgico y toda funcién f : Z — [ [; X;, f es continua siy sélosi p;o floes Vie J.

Observacién. Sean X un espacio topolégico y S un conjunto. Tenemos [[,.g X = X° =
{f : S — X funcién} con la topologia producto. Alli definimos la diagonal A : X — X°
con A(x) = (x)ses- Es facil ver que es continua, usando cualquiera de las definiciones
anteriores.

Ejemplo. Puede suceder que X sea discreto pero que X° no lo sea. Por ejemplo, X = {0,1}
es discreto, pero X° con S = IN no. Para que fuese discreto, cada punto deberia ser un abier-
to, pero sabemos que los abiertos basicos de X° son de la forma [ [,,cpy Un con Uy, = X para
todos salvo finitos 7.

Consideramos ahora otra posible topologia que se puede dar al producto cartesiano, la
topologia caja, con base B = {[[;c; U; | U; < X; abierto}. En caso de que | sea finito, la
topologia caja y la topologia producto coinciden; si | es infinito, entonces la topologia caja,
en general, es mas fina que la topologfa producto. En particular, no es la menos fina que
hace a las proyecciones p; continuas.

Observaciones.

1. Si X; es discreto para todo i € ], entonces [ [,c; X; es discreto con la topologfa caja.

2. Si S es infinito y [ [, X tiene la topologia caja, entonces la diagonal A : X — X° pue-
de no ser continua. Por ejemplo, si X = Ry S = N, consideramos U = Hne]N(_Tl/ %)

Asi A~1(U) = {0}, que no es abierto en R.

Generalizando las dos situaciones anteriores, podemos definir una topologia inicial de
un espacio respecto a una familia arbitraria de funciones.

25



3.3. Topologias finales

Definicién. Dada {X;};c; una familia de espacio topoldgico, sean X un conjunto y f; :
X — X; funciones. La topologia inicial en X con respecto a la familia {f;};c; es la menos
fina que hace que f; sea continua para todo i € J. Llamamos a {f;}e; familia inicial.

Equivalentemente, tenemos las dos siguientes definiciones:

1. Esla topologia que tiene como sub-base a
{fl-il(ui) |U; € X; abierto}ie].

2. Es la topologia que cumple la siguiente propiedad: VZ espacio topolégico Vf : Z —
X, f es continua siy s6lo si f; o f es continua Vi € J.

La siguiente proposicién resulta de gran utilidad al trabajar con topologias iniciales.

Proposicién. Sean f : X — Y continuay {fs : Y — Ys}ses continuas. Si {fsof : X —
Y5 }ses es una familia inicial, entonces f es inicial.

Demostracién. Sean Z un espacio topolégicoy g : Z — X funcién continua. Como f es
continua, f o ¢ lo es. Reciprocamente, supongamos que f o ¢ es continua. Queremos ver
que g lo es. Para cada s en S tenemos

8 f fs

Z X Y

Y,.

Como {fs : Y — Ys}ses son continuas por hipétesis, la composicion fs o f o ¢ es continua
Vs e S. Ahoraal ser {fs; o f : X — Ys}ses inicial, g resulta continua. ll
3.3. Topologias finales

Sean X un espacio topolégico, Y un conjuntoy f : X — Y funcién. Vamos a darle una

topologia a Y para que f sea continua, y lo haremos de manera que sea la més fina con esta
propiedad. Es decir, estamos dualizando el concepto anterior.

Definicién 1. La topologia final en Y es la mds fina que hace a f continua.

Definicién 2. La topologia final es la topologia

T={UcY]|f }(U) abierto}.

Definiciéon 3. La topologia final es la tinica topologia en Y que cumple: YZ espacio to-
polégicoy Vh : Y — Z funcidn, h es continua si y s6lo si h o f es continua.

Dejamos a cargo del lector la comprobacién que las 3 definiciones anteriores son equi-
valentes.
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Ejemplo. Consideramos la inclusién i : R < R? con i(x) = (x,0). La topologia usual en
R es la inicial respecto a i. Sin embargo, la topologia final en IR* dada por i no coincide con
la usual de R?; es estrictamente mas fina.

Al igual que en el caso inicial, podemos generalizar la situacién anterior a una familia
de funciones:

Definicién 1. Sean {X;}scs una familia de espacios topoldgicos, Y un conjunto y {fs :
Xs — Y}ses una familia de funciones. La topologia final en Y respecto de {fs : Xs — Y}ses
es la mas fina que hace a todas las f; continuas.

Definicién 2. La topologia finales T = {U € Y | ;- }(U) < X; abierto Vs € S}.

Definicién 3. La topologia final es la tinica topologia en Y que cumple: VZ espacio to-
polégicoy Vh : Y — Z, h es continua si y s6lo si h o f; es continua Vs € S.

Veamos ahora unos ejemplos relevantes. Comencemos con el concepto dual a la topo-
logia producto. Dada una familia {X;}scs de espacios topoldgicos, consideramos su unién
disjunta X = [ [, Xs; tenemos las inclusiones usuales is y le damos a X la topologia final
respecto a ellas. Es decir, U < X es abierto <= U n X; < X; es abierto en X Vs € S.

Observacién. Los lemas de pegado de subespacios vistos anteriormente se pueden refor-
mular de la siguiente manera:

1. Version cerrados: sea X un espacio topolégico, X = | Ji_; F;, con F; X subespacios
cerrados. Entonces X tiene la topologia final respecto de la familia de inclusiones
{ij : Fj = Xh<j<n-

2. Version abiertos: sea X un espacio topoldgico, X = | Ji¢; Uj, con U; © X subespacios
abiertos. Entonces X tiene la topologia final respecto de la familia de inclusiones {i; :
Uj = X}jey-

Ahora pasamos a estudiar el caso mds importante de topologia final, la topologia co-
ciente.

Definicién. Una funcién continua f : X — Y es cociente si es sobreyectiva y final.
Observacién. Dados una funcién f: X — Yy A € X vale que A < f~1(f(A)).

Definicién. En la situacién anterior, decimos que A es saturado (respecto de f) si A =

fHf(A)).

Observacién. Dados g : X — Y sobreyectivay V < Y, entonces g~ !(V') es saturado.
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3.3. Topologias finales

Proposicién. Sea g: X — Y continua y sobreyectiva. Son equivalentes:
1. g es cociente.
2. YU < X abierto saturado, g(U) es abierto en Y.

3. VF < X cerrado saturado, g(F) es cerradoen Y.

Demostracion.

1) = 2) Sea U < X un abierto saturado, queremos ver que q(U) < Y es abierto. Como Y tiene
la topologia final, debemos ver que 4~ (q(U)) es abierto en X. Eso es cierto porque

U=q(qU)).

2) = 1) Debemos ver que g es final, 0 sea que si V < Y tal que 4~ (V) es abierto en X, hay que
ver que V es abierto en Y. Como g es sobreyectiva, V = g(g~1(V)), y como habiamos
observado antes, g~ !(V/) es abierto saturado de X. Luego por 2), V es abierto.

De la misma manera se pruebal) < 3).H

Corolario. Sea g : X — Y continua, sobreyectiva y abierta (resp. cerrada). Entonces g es
cociente.

Ejemplo. Veamos que g : X — Y cociente no implica que g sea abierta o cerrada. Toma-
mos X = {(x,y) € R* | x > 0 0 y = 0} con la topologia subespacio de IR?. A su vez tenemos
Y < X el eje x con la topologia subespacio. Sea g : X — Y la proyeccién a la coordena-
da x. Es claro que g es continua y sobreyectiva, veamos que es final. Sea F < Y tal que
g7 (F) < X es cerrado, queremos ver que F es cerrado en Y. Notamos que F = ¢~ (F) n Y,
que es una interseccién de cerrados. Entonces F es cerradoen Y.

Para ver que g no es cerrada vemos que g({(x,1/x) | x > 0}) = (0, +0).

—

~—

Para ver que no es abierta le aplicamos g a X n B1(0,2).

A
/‘
. )
— =y
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Ejemplos.

1. Dada {X;}c; una familia de espacios topolgicos, las proyecciones [ [;c; X; P, X; son
cociente (continuas, abiertas y sobreyectivas).

2. f:R — S'con f(t) = e*™ es cociente (continua, abierta y sobreyectiva).

R

- Ry

3. Consideramos X = Re Y = {0,1} como conjunto. Tenemos q : X — Y con g(x) =

0 x<0

{ 1 x>0

pinski. Este ejemplo muestra que los cocientes pueden tener propiedades topolégicas
muy diferentes a las de los espacios originales.

. Sile damos a Y la topologia cociente, Y resulta ser el espacio de Sier-

Definicién. Dadas q: X — Y funcién, y € Y, a g~ !(y) lo llamamos la fibra de y.

Teorema. Seangq: X — Y cocientey f : X — Z continua tal que f es constante en cada
fibra de g. Entonces 3!f : Y — Z continua tal que f(q(x)) = f(x) Vx € X.

Demostracién. Sea y € Y, definimos f(y) = f(x) si x € g~ !(y). La funcién f resulta bien
definida porque como g es sobreyectiva, 4! (y) # &, y f es constante en g~ 1(y). Por la

propiedad universal de la topologia final en Y, f es continua. ll

Construimos ahora un cociente a partir de una relacién de equivalencia, Para ello nece-
sitamos X un espacio topoldgico y ~ una relacién de equivalencia. Consideramos q : X —
X/ ~conq(x) = [x] y le damos a X/ ~ la topologia cociente.

(x,y) ~ (x,y)
Ejemplo. Sean X = [0,1] x [0,1]y ~ < (0,t) ~ (1,¢) . Entonces X/ ~ es el toro.
(S,O) ~ (S,l)

| i)
: - — \
/
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3.4. Ejercicios

Notacién. Dado un subespacio A < X, definimos en X la relacién de equivalencia ~
X ~Xx

{ a~d Vad' € A .A X/ ~lonotamos X/ A.

Ejemplos. Definimos D" = {x e R" | [|x|| < 1} y §" = {x e R"*! | ||x|| = 1} = oD"+1.
1. SiX =D?y A= 0X = S!, entonces X/A = S%.

2. Mas en general D" /0D" = S". Si vemos a los elementos de D" como tv, donde v
es un versor y 0 < t < 1, tenemos la funcién continua f : D" — S" con f(tv) =
(sen(trr)v, cos(tmr)). Es facil ver que f pasa al cociente y que resulta un homeomorfis-
mo.

Corolario. Sean f : X — Z continua, A < X subespacio tal que f| es constante. Entonces
existe tnica f : X/A — Z tal que f[x] = f(x).

Teorema. Sea f : X — Y cociente. Definimos en X la relaciéon de equivalencia x ~ x’ si
f(x) = f(x'). Entonces Y es homeomorfoa X/ ~.

Demostracién. Seaq: X — X/ ~, tenemos el siguiente diagrama:

X%Y

JF
X/ ~ 4 3
Si [x] = [x'] = f(x) = f(x') = f es constante en las fibras de g = 3!f : X/ ~— Y tal

que f[x] = f(x). De la misma manera, q es constante en las fibras de f. Entonces 3!7: Y —
X/ ~talque g(y) = q(x) = [x] si f(x) = y. Ahora f(7(y)) = f(q(x)) = f[x] = f(x) =y, ¥

lo mismo en el otro sentido. Asf f y § son inversas, por lo que Y es homeomorfoa X/ ~. H

3.4. Ejercicios
Funciones continuas

1. Sean X, Y espacios topolégicos y f : X — Y una funcién. Pruebe que cada una de las
siguientes condiciones sobre f es equivalente a que f sea continua:

a) Para todo x € X y para todo A € F, (y = f(x)) existe B € F; tal que f(B) c A.
b) Para toda red (x4),ep < X tal que x, — x se tiene que f(xy) — f(x).
¢) Paratodo A c X se tiene f (A) < f(A).

d) Si B es una base para la topologia de Y, entonces f~!(B) es abierto en X para
todo B € B.

e) Si S es una sub-base para la topologia de Y, f~1(S) es abierto en X para todo
Ses.
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2. Sean X un espacio topoldgicoy E < X. Sea x : X — R la funcién caracteristica de E,

esto es,
(x) = 1 sixeE
A =0 six¢E

Pruebe que xf es continua en x si y sélo si x no pertenece a la frontera de E.
3. a) Sean X, Y conjuntos ordenados con la topologia del orden. Pruebe quesi f : X —
Y es biyectiva y preserva el orden, entonces f es un homeomorfismo.
b) Sean € N.Sea g : R>9 — R, g(x) = {/x. Pruebe que g es un homeomorfismo.
¢) Sea X = (—o0,—1) U [0,40) con la topologia euclidea. Definimos f : X — R

por:
x+1 six<-1

X =
f() {x six=0

Pruebe que f es biyectiva y preserva el orden. ;Es f un homeomorfismo?

4. Sea Y un conjunto ordenado con la topologia del orden. Sean f, ¢ : X — Y funciones
continuas.
a) Pruebe que el conjunto {x € X : f(x) < g(x)} es cerrado en X.
b) Seah : X — Y la funcién h(x) = min{f(x), g(x)}. Pruebe que & es continua.

5. Sea {Ay}se 4 una coleccién de subconjuntos del espacio X tal que X = U Ay. Sea

acA
f: X — Y ysupongamos que f|4, es continua para cada o € A.

a) Pruebe que sicada A, es abierto, entonces f es continua.
b) Pruebe que si A es finito y cada conjunto A, es cerrado, entonces f es continua.

¢) Encuentre un ejemplo donde la colecciéon A = IN, cada A, es cerrado, pero f no
es continua.

d) Una familia { Ay }4e 4 se dice localmente finita si para cada x € X existe un abierto
Uc X, xel,tal que Un Ay # @ sblo para finitos valores de a. Muestre que
si la familia {Ag}seq es localmente finita y cada A, es cerrado, entonces f es
continua.

Subespacios

6. Sea X un espacio topolégico. Pruebe que si Z = A y A subespacio de X, entonces la
topologia de Z como subespacio de A coincide con la topologia de Z como subespacio
del subespacio X.

7. Sea X un conjunto totalmente ordenado, dotado de la topologia del orden, y sea Y <
X un subconjunto.

a) Muestre que la topologia del orden de Y no necesariamente concide con la topo-
logia de Y como subespacio de X.

b) Y se dice convexo si satisface a,b € Y = (a,b) < Y. Pruebe que si Y es convexo,
entonces estas dos topologias si coinciden.
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3.4. Ejercicios
8. Considere a I = [—1,1] como subespacio de R. ;Cuadles de los siguientes conjuntos
son abiertos en I? ;Cudles son abiertos en IR?
A:{x:%<\x|<1} B:{x:%<\x|<1}
C={x:5<x] <1} D={x:3<|x|<1}
E={x:0<|x]<1,1/x ¢ N} F={x:|x| <1}

10.

11.

12.

13.

14

15.

16

Productos

Sean X e Y espacios topolégicos. Sean A un subespacio de X, B un subespacio de Y.
Pruebe que la topologia producto en A x B coincide con la topologia de subespacio
de X xY.

Sean X, Y espacios topolégicos. Pruebe que las proyecciones p; : X xY — Xy pa:
X x Y — Y son abiertas. Halle ejemplos en los que no sean cerradas.

Sean X, Y, Z espacios topoldgicos, y sea f : X x Y — Z una funcion. f se dice continua
en x si f(—,y) : X — Z es continua para todo y € Y. Analogamente, f se dice
continuaen ysi f(x,—) : Y — Z es continua para todo x € X.

a) Pruebe que si f es continua, entonces es continua en cada variable.

b) Dé un ejemplo en el que f sea continua en cada variable y sin embargo no sea
continua.

Sean A = Xy B < Y. Pruebe que A x B = A x B. Concluya que si A es cerrado en X
y B es cerrado en Y, entonces A x B es cerradoen X x Y.

a) Pruebe que la topologia del orden lexicografico en IR x R coincide con la topo-
logia producto de R; x R, donde R; es el conjunto R dotado de la topologia
discreta. Compare con la topologia usual de R?.

b) Sea I = [0,1] < R. Compare las siguientes topologias sobre I x I:
= ]a topologia producto;
= ]a topologia del orden para el orden lexicogréfico;
= ]a topologia producto I; x I, donde I; denota a I con la topologia discreta.

. Sea IR; el espacio topolégico cuyo conjunto subyacente es R y cuya topologia tiene co-
mo base de abiertos al conjunto {[a,b), a,b € R}. Sea L una recta en el plano. Describa
la topologia de L como subespacio de R; x IR y como subespacio de R; x RR;.

a) Sean xg € X e Yo € Y. Pruebe que las funciones f : X - X xYyg:Y - X xY
definidas por f(x) = (x,y0), §(y) = (x0,y) son subespacios.

b) Sea X un espacio métrico con métrica d : X x X — R. Pruebe que la topologia
inducida por la métrica es la menos fina que hace que d sea una funcién conti-
nua.

Sugerencia: si d es continua, también lo es dy, : X — R, dy, (x) = d(x, xo).
. Sea {Xj}ic; una familia de espacios topolégicos, y sea para cada i € I un subconjunto
A; < X;. Decida cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas y cudles falsas si se

toma en X = [ [;c; X; la topologia producto. ;Y si se toma la topologia caja?
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

a) Sicada A; es cerrado en X; entonces | [;c; A; es cerrado en X.
b) Tlier Ai = [lics Ai-

Sea {X;}e; una familia de espacios topoldgicos, y sea X = [ [,c; X; el espacio producto
con proyecciones {p; : X — X}ic; . Dada (x4)sep una red en X, pruebe que x, — x
siy sélo si p;j(xa) — pi(x) paratodo i € I. ;Es cierto ésto si se toma en X la topologia
caja?

Se define en R la métrica acotada como d(a,b) = min{|a — b|, 1}. Pruebe que induce
la misma topologia que la usual. Sea IR el conjunto de las sucesiones de ntimeros
reales. Se define en R“ la métrica uniforme como

P((an)neN, (bn)nen) = st;p{a(an,bn)}.

Verifique que la métrica uniforme es efectivamente una métrica.

Decida si las siguientes funciones R — R“ son continuas tomando en R la toplogia
usual y tomando en R la topologia uniforme, la topologia producto y la topologia
caja.

F) = (5263,..) ()= (LEt..)  h(t) = (t,%t,%t,...)

Decida si las siguientes sucesiones convergen en IR con las topologias uniforme,
producto y caja.

a) (1,1,1,1,...),(0,2,2,2,...),(0,0,3,3,...),...
b) (1,1,1,1,...),(0,%,%,%,. ),(0,0,;,;, )
0 (1,0,0,0,...),(%,%,00,...),(3, %, 1,0,..),
d) (1,1,0,0,...),(3,%,0,0,...),(3,%,0,0,...),

Calcule la clausura del conjunto de las sucesiones eventualmente cero con respecto a
las topologias uniforme, producto y caja.

Sean (X, d,) espacios métricos. Pruebe que | [,,cp; Xi con la topologia producto es
metrizable.

Sugerencia: Considere d(x,y) = sup n(n, Yn) .
neN n

Cocientes

a) Sean X e Y espacios topologicos y sea f : X — Y una funcién continua. Pruebe
que si existe g : Y — X continua tal que f o g = idy, entonces f es un cociente.

b) Si A < X, una retraccién de X sobre A es una aplicacién continua r : X — A
tal que r(a) = a para todo a € A. Pruebe que una retraccién es una aplicacién
cociente.

Sea p1 : R x R — R la proyeccién a la primer coordenada. Muestre que:
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3.4. Ejercicios

25.

26.

27.

28.

29.
30.

a) si X = ({0} x R) u (R x {0}), entonces p1]x : X — R es un cociente cerrado
pero no abierto;

b) siY = (R>0 x R) u (R x {0}), entonces p1]y : Y — R es un cociente que no es
ni abierto ni cerrado.

Sea Z el subespacio R x {0} U {0} x R de R x R. Definimos ¢ : R x R — Z por la
férmula
) (x,0) x#0
g(x/y)_{(oly) x=0
a) ¢Es g un cociente? ;Es g continua?
b) Halle una base para la topologia cociente en Z inducida por g.

Sea G un grupo. Un G-espacio es un espacio topolégico X junto con una accién . :
G x X — X tal que x — g - x es continua para todo g € G. Pruebe que los siguientes
espacios topolégicos son G-espacios.

) X=R,G=Zylaaccibnesn-x =n+x.
b) X=R?% G=2ZxZylaacciénes (n,m)-(x,y) = (n+x,m+y).
) X=5",G=2Zp={£1l}ylaaccibnes +1-x = +x.

d X = {(x,y) € R? : —% <y < %},G = Z ylaaccién es m- (x,y) = (m+
x, (=1)"y).

Si X es un G-espacio, definimos una relacién de equivalencia ~; en X como sigue:
X~cy < 3JgeXtalquey=g-x.

Notamos X /G al espacio cociente X/ ~gy p : X — X/G a la proyeccién. Pruebe
que p es abierta; y que si G es finito, entonces p también es cerrada.
a) Pruebe que el espacio cociente IR/ Z (ejercicio 26, a)) es homeomorfo a S 1
b) Pruebe que el espacio cociente R?/Z x Z (ejercicio 26, b)) es homeomorfo al toro
St x St
c) Pruebe que el espacio cociente S2/Z, (ejercicio 26, c)) es homeomeorfo a P2(R),
el plano proyectivo real.

Recuerde que el plano proyectivo real se define como el cociente de [0, 1] x [0, 1] por la relacién que
identifica (0,y) con (1,1 —y) para todoy € [0,1],y (x,0) con (1 — x,1) para todo x € [0,1]).

d) Pruebe que el espacio cociente X/Z (ejercicio 26, d)) es homeomorfo a la banda
de Mobius.

Recuerde que la banda de Mdbius se define como el cociente de [0,1] x [0,1] por la relacién que
identifica (0,y) con (1,1 —y) para todo y € [0, 1]).

Familias iniciales y finales
Pruebe que si f : X — Y es inyectiva y final entonces es subespacio.

Pruebe que si f : X — Y es suryectiva e inicial, entonces es cociente.
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31.

32.

33.

34.

35.

Sea X un espacio topoldgico con topologia 7,y sea & = {0, 1} el espacio de Sierpins-
ki, con topologia {&, {0}, &}.

a) Pruebe que U < X es abiertosiy sélosi1— xy : X — & es continua, donde xy;
es la funcién caracteristica de U.

b) Pruebe que la familia {)y; : X — S}yer es inicial.

Sea k un cuerpo. Dotamos a k de la topologia cofinita. Pruebe que {p : k" — k} e[y, .. x,]
es una familia inicial para la topologia Zariski en k".

Sea {f; : X — Xj}ie; una familia inicial de funciones, y sea e : X — [[X; la funcion
evaluacion, definida por
e(x) = (fi(x))ier

Pruebe que e : X — Im(e) es abierta.

Decimos que {f; : X — Xj}ie separa puntos de X si para todo x # y € X, existe
i € I tal que fi(x) # fi(y). Pruebe que {f; : X — Xj}ic; es un familia inicial para la
topologia de X y separa puntos de X si y sélo si la funcién evaluacién e : X — [[X;
es subespacio, donde [ | X; tiene la topologia producto.

Sea X = []X;, dotado de la topologia coproducto. Dada una familia de funciones
{fi + Xi = Y}ie1, existe una tnica f : X — Y tal que f o; = f; para todo i € I, donde
ti + X; — X es la funcién inclusién. Pruebe que {f;}ic; es familia final si y s6lo si f es
final.
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Conexion y arco conexion

4.1. Conexion
Definicién. Sea X un espacio topoldgico. Una desconexién de X es un par {U, V} donde

U,V < X son abiertos no vacios talesque U u V = Xy U n V = &. X se dice conexo si no
admite desconexiones.

Observacién. X es conexo si y s6lo si los tinicos subconjuntos de X que son abiertos y
cerrados al mismo tiempo son X y &.

Ejemplos.
1. Un espacio con la topologia indiscreta es conexo.
2. Un espacio de cardinal mayor a 1 con la topologia discreta no es conexo.

3. El espacio de Sierpinski es conexo.

Definicién. X se dice totalmente disconexo si Va # b € X 3{U, V} desconexién de X tal
queac U, beV.

Ejemplo. Un espacio discreto con méas de un punto es totalmente disconexo.
Ejemplo. Q es totalmente disconexo, pero no discreto.

Proposicién. Sean X un espacio topoldgico, {U, V} una desconexién de X e Y < X subes-
pacio conexo. EntoncesY c UoY S V.

Demostracién. Sean U’ = Un Yy V' = V n Y. Entonces U’ y V' son abiertos de Y con
UovV' =YyU nV' = @. Entonces, como Y es conexo, U' = @ o V' = &. En el primer
casoresultaY < VyenelsegundoY < U. B

Dejamos la demostracion de los siguientes resultados como ejercicios para el lector.
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Resultados sobre conexion.

1. Sean X espacio topologico, A = X subespacio conexo, B = X subespacio tal que
A < B < A c X entonces B es conexo. En particular A es conexo.

2. Sean f : X — Y continua, X conexo. Entonces f(X) < Y es un subespacio conexo. En
particular, si f es un homeomorfismo, X es conexo siy s6lo si f(X) lo es.

3. Sean f : X — Y continua, X conexo, Y totalmente disconexo. Entonces f es constante.

Definicién. Un linear continuum es un conjunto totalmente ordenado (X, <) que cumple:
1. Todo subconjunto no vacio acotado superiormente tiene supremo.

2. Dadosa <be X,3ce Xtalquea <c <b.
Ejemplos. Ry [0,1] x [0,1] con el orden lexicogréfico son linear continuums.

Teorema. Sea (X, <) un linear continuum. Consideramos a X con la topologia del orden.
Entonces X es conexo. Més atin, todos los intervalos y semirrectas en X son conexos.

Demostraciéon. Vamos a probar que cualquier subconjunto Y < X convexo es conexo.
Supongamos que Y admite una desconexién {U, V}. Sean u € U, v € V, y supongamos que
u < v.Como Y en convexo, el intervalo [u,v] € Y. Luego [u,v] = ([u,v] nU) U ([, v] n V).
Llamamos Uy = [u,v] n Uy Vo = [u,v] n V. Tenemos que {Up, Vp} es una desconexién de
[u,v]. Sea w = suply. Veamos que w no pertenece a Uy ni a V), lo cual seria un absurdo.

Siwe Vy, w # u. Luegow = vou < w < v. En cualquier caso, como Vj es abierto,
existe un intervalo (z,w] € Vj. Si w = v tenemos una contradiccién puesto que z resulta
una cota superior de Uy menor que w. Siw < v, (w, v] no interseca a Uy, y por lo tanto (z, v
no interseca Up. De la misma manera, z resulta una cota superior de Uy menor que w.

Si w e Up, entonces w # v. Luego w = u o u < w < v. Como Uy es abierto en [u, 7],
existe un intervalo de la forma [w,z’) contenido en Uy. Como X es un linear continuum,
podemos elegir un z € X tal que w < z < z’. Entonces z € U, contradiciendo el hecho de
que w es cota superior de Uy. B

4.2. Arco conexiény 71

De ahora en adelante vamos a denotar I al intervalo real [0, 1] con la topologia usual.

Definicién. Sea X un espacio topoldgico, un camino en X es una funcién continua w :
I — X.Dados x,y € X, un camino de x a y es un camino w : [ — X tal que w(0) = xy
w(1) =y.

Definicién. X se dice arco conexo si Vx,y € X Jw: I — X tal que w(0) = xy w(1) = y.

Proposicion. Si X es arco conexo, entonces es conexo.
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Demostracién. Supongamos que X no es conexo. Entonces existe una desconexién {U, V}.
Sean x € U, y € V, como X es arco conexo, existe w : I — X con w(0) = xy w(1) = y.
Como I es conexo, entonces w(I) < X es conexo. Entonces w(I) € Uu w(I) < V, absurdo.
|

Ejemplos.

1. Si A € R" es convexo, entonces es arco conexo.

2. Elpeine, P = {(x,0) |[0<x <1} u{(0,y) |[0<y<1}u{(l/ny)|0<y<1lneN}
€s arco conexo.

3. El peine reducido, P = {(x,0) |0 < x < 1} u{(1/n,y) |0 <y < 1,ne N} u{(0,1)},
€s conexo, pero No arco conexo.

o

Observacién. Sean f : X — Y continua, X arco conexo. Entonces f(X) < Y es subespacio
arco conexo. En particular, S es arco conexo porque es la imagen del cociente g : D" —
D"/oD",y D" es un convexo de R".

Ejemplos.
1. Sin =2, R™\{finitos puntos} es arco conexo.

2. Sin=1,q: R"™N\{0} - S" con g(x) = % nos da otra forma de ver que S" es arco

x|
conexo.

Vamos a formalizar ahora el concepto de componentes arco conexas. Necesitamos para
esto algunas definiciones y notaciones previas (éstas serdn utilizadas nuevamente en la
segunda parte del curso, al estudiar el grupo fundamental de un espacio).

Definiciones.
1. Dado w(0) %> w(1), definimos el camino inverso @ : I — X con @(t) = w(1 —t).

2. Sea x € X, definimos el camino constante ey (t) = x Vt € I.
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3. Dados dos caminos w, ' tales que w(1) = w’(0), definimos la composiciéon de cami-
nos w*w' : [ - X con

ra | w(2t) 0<t<1/2
“’*“’(t>_{w/(2t—1) 1/2<t<1

Notamos que w * w' es continua por el lema de pegado para cerrados.

De estas tres definiciones se desprende que [x ~ y <= 3 camino de x a y| es una
relacién de equivalencia. A partir de esto, podemos definir el invariante topoldgico

mo(X) = {[x] | [x] = [y] six ~y}.

Los elementos de mpX se denominan componentes arco conexas de X. El 71p(X) es un
invariante topolégico, en el sentido que a un homeomorfismo entre espacios le asigna una
biyeccién en los 7rp. Concretamente, dada una f : X — Y, podemos considerar f : mpX —
oY con fy[x] = [f(x)], que es facil ver que estd bien definida. Este pasaje de X a 719X es
funtorial. Es decir:

o (1x)s = Ipx-
" (g0 f)x = gx0 fu

Corolario. Si f : X — Y es un homeomorfismo, entonces fx : 19X — 71pY es una biyec-
cién de conjuntos.

Esto nos dice por ejemplo, que R no es homeomorfo a R” (n > 2), pues R se desconecta
al sacarle un punto, pero R” no.

Al igual que en el caso de las componentes arco conexas, podemos estudiar la compo-
nentes conexas de un espacio. Dado un espacio X, vamos a definir la relacién [x ~ y si
JA < X conexo tal que x,y € A]. Es facil probar que ~ es una relacion de equivalencia. Las
clases de equivalencia van a ser la componentes conexas. Tenemos la siguiente caracteriza-
cién de las componentes conexas:

Ejercicio. Las componentes conexas de X, {C;};e; dan una particion de X y cumplen:

1. C; es conexo para todo i.

2. Para todo A < X conexo, 3!i tal que A < C;.

Solucién.

1. Supongamos que hay una componente C; que no es conexa. Entonces admite una
desconexion {U, V}. Tomamos u € Uy v € V. Por definicién de componente conexa,
existe un A conexo (que va a estar contenido en C;) que contiene a u y v. Pero {A n
U, A n V} resulta una desconexién de A, absurdo.

2. Se desprende directamente de la definicién de componente conexa. ll

Como siempre, podemos estudiar los conceptos localmente.
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Definicién. X es localmente conexo (arco conexo) si Vx € X y VV entorno de x, existe
U < X abierto conexo (arco conexo) conx € U € V.

Ejemplos.

1. X =(-1,2) u (2,5) con la topologia subespacio es localmente conexo, pero no cone-
X0.

2. El peine reducido es conexo, pero no localmente conexo. Falla en el (0,1).

3. @Q no es conexo ni localmente conexo.
Ejercicio. Si X es conexo y localmente arco conexo entonces X es arco conexo.

Solucién. Dado x € X consideramos el espacio C compuesto por todos los puntos que
pueden conectarse a x. Como x € C, basta ver que C es abierto y cerrado para concluir que
C = X (pues X es conexo).

Para ver que es abierto, sea ¢ € C. Existe un entorno ¢ € U arco conexo porque X es
localmente arco conexo. Dado un punto u € U, podemos concatenar los caminos que unen
a x concyaccon u para obtener un camino de x a u. Luego U < C, y C es abierto.

Para ver que es cerrado, sean ¢ € C y U un entorno arco conexo de c¢. Como ¢ € C,
CnU # @.Seau € Cn U. Tenemos que x se conecta con u, y u se conecta con ¢, por lo que
x se conecta con c. Luegoce C.

Esto nos dice que en caso de que el espacio sea localmente arco conexo, las componentes
conexas coinciden con las arco conexas.
4.3. Primeros axiomas de separacion

Comenzaremos ahora con el estudio de los primeros axiomas de separacién. Los axio-
mas de separacion son propiedades que cumplen ciertas clases de espacios topolégicos y
que permiten estudiarlos, caracterizarlos o manipularlos mds facilmente. De alguna mane-

ra, dar una topologia es darle una forma a un conjunto. Las propiedades de separacién de
una topologfa nos dicen que tanto podemos separar entre si los puntos del espacio.

Definicién. X se dice Ty si Vx,y € X, JU < X abiertotalquexe U, y¢ Uoye U, x ¢ U.
Proposicién. Productos y subespacios de espacios Ty son Tj

Demostracién. Ejercicio.

Vamos ahora a caracterizar los espacios Ty utilizando el espacio de Sierpinski S. La
primera proposicion queda como ejercicio para el lector.

Proposicién 1. Sean X un espacio topoldégico y A € X un subconjunto. La funcién carac-
teristica de A, X4 : X — S es continua si y sélo si A es cerrado.
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Proposicién 2. Sea X un espacio topoldgico. La familia H = {h : X — S | h continua} es
una familia inicial.

Demostracién. Sean Z un espacio topoldgicoy f : Z — X. Debemos ver que f es continua
siysélosihof:Z — S escontinua para todah € H.
=) Trivial.

<) Supongamos que ho f : Z — S es continua para toda h € H. Sea A < X cerrado,
debemos ver que f~1(A) < Z es cerrado. Por la proposicién 1, tenemos que X4 o f :
Z — S es continua. Entonces f 1 (A) = (X4 0 )71 ({1}) < Z es cerrado. Luego f es
continua.

Proposicién 3. Sea X un espacio topolédgico, y H la familia de las funciones continuas de
X a S. Entonces la funcién i : X — [, S, con (i(x));, = h(x) es inicial.

Demostracién. La funcién i es continua porque cada coordenada lo es. Ademas es inicial
porque es continua, las proyecciones py, : [ [,ey S — S son continuas y (por la proposicién
2) la familia {py, o i};ey es inicial. B

Como consecuencia de esta proposicién, podemos deducir la caracterizacién de espa-
cios Tj.

Teorema. X es Tj siy sélo si es un subespacio de un producto de copias de S.

Demostracién.
<) Ses Ty, producto de Ty es Ty y subespacio de T es Tp.

=) Consideramos i : X — [[,cy S. Por la proposicién 3, i es inicial. Debemos ver que
si X es Tp, i resulta inyectiva. Sean x # y € X. Basta ver que existe & € H tal que
h(x) = (i(x)), # (i(y))n = h(y). Como X es Ty, existe A = X cerrado tal que
xe Aey ¢ A (o al revés). Consideramos h = X 4 la funcién caracteristica. Entonces
h(x)=1#0=h(y). A

Vamos a estudiar ahora un axioma de separaciéon que impone una restriccién més fuerte
que el de Tp.

Definicién. X sedice T si Vx # y € X, 3U,V < X abiertos talesquexe U, ye V,x ¢ V,
y¢ U

Proposicién. X es Tj siy s6lo si los puntos son cerrados en X.
Demostracién. Ejercicio.

Proposicién. Al igual que con es caso de Tj, productos y subespacios de T; van a ser T7.

42



Martin Blufstein - Gabriel Minian

Demostracién. Ejercicio.

Observacioén. Si X es un espacio topoldgico finito y T;, entonces es discreto. En particular,
el espacio de Sierpinski es un ejemplo de un espacio Tp que no es Tj.

Para finalizar esta seccién, vamos a introducir el axioma de separacién mas usual, T>.

Definicién. X se dice T, (o Hausdorff) si Vx # y € X, 3U, V < X abiertos disjuntos tales
quexe U, yeV.

Notar que T = T; = Tj.

Ejemplo. Sea X de cardinal infinito, considerado con la topologia complemento finito. Es-
ta es la topologia dada por tomar como abiertos a los subconjuntos de X con complemento
finito (ademads de @ y X). Por la proposicién anterior, X es T; pues los complementos de
los puntos son abiertos. Sin embargo, X no es T, pues dos abiertos no vacios tienen inter-
seccién no vacia.

Proposicién. Sea X un espacio topolégico. Son equivalentes:
1. XesTh.
2. Ladiagonal A : X — X x X es cerrada.

3. Toda red convergente tiene tnico limite.

Demostracion.

1) = 2) Es claro que basta ver que A(X) es cerrado. Para ello veamos que (A(X))€ es abierto.
Sea (x,y) € (A(X))¢, entonces x # y. Como X es Ty, existen abiertos disjuntos U y V
tales que x € U, y € V. Entonces (x,y) e U x V < (A(X))".

2) = 1) Sean x # y, entonces (x,y) € (A(X)). Luego existe U x V abierto de la base tal que
(x,y) e UxV < (A(X)). En particular U n V = @.

1) = 3) Sea(x4)asen una red en X. Supongamos que x4, — Xy X4 — Yy (y # x). Sean Uy V
abiertos disjuntos en X tales que x € U ey € V. Como x, — x, existe a1 € A tal que
VYa > a1, x4 € U. De la misma manera existe a, € A tal que Va > ap, x4, € V. Sea
a3 = nq, ap. Entonces Voo > a3, x, € U NV = &, absurdo.

3) = 1) Seanx # y € X.Consideramos A = {UnV | U < X abierto, x € U, V < X abierto, y €
V}. Debemos ver que @ € A. Supongamos que & ¢ A. Entonces VA € A elegimos
x4 € A.Dados A1, Ay € A, decimos que A1 < Ap si Ay < Ajp. Con este orden A es di-
rigido. Ademas, por la definicion de A, (x4) ae 4 converge a x e y, absurdo. Entonces
ge AN

Vamos a enumerar algunas propiedades de los espacios Hausdorff, cuya demostracién
queda como ejercicio.
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Propiedades de espacios Hausdorff.

1.
2.

4.4.

Productos y subespacios de T, son T5.

Sean f,g : X — Y continuas con Y Tj. Entonces {x € X | f(x) = g(x)} es cerrado en
X.

Sean f,g: X — Y continuascon Y T.Si A < X esdensoy fla =gla = f =g

Ejercicios
Conexién

Sea X un conjunto y 7,7’ dos topologias sobre X. Pruebe que si (X, T) es un espacio
topolégico conexo y T/ < T, entonces (X, T’) es un espacio topol6gico conexo.

Pruebe que:
a) si X es un espacio conexo y A & X es un subconjunto propio no vacio, entonces
0A # &;
b) reciprocamente, si X es disconexo entonces existe B & X un subconjunto propio

no vacio tal que 0B = @.

a) Sean {Ay}yep una coleccién de subespacios conexos de X y A un subespacio
conexo de X tales que A n A, # @ para todo « € A. Pruebe que A U | J,cp Ax €5
conexo.

b) Sea {A;}seN una sucesién de subespacios conexos de X tales que A, N Ay #
@ para todo n € IN. Pruebe que | J,,cpy An €s conexo.

(Cuales de los siguientes espacios dotados de sus topologias del orden lexicogréfico
son conexos?

a) N x [0,1).
b) [0,1) x N.
) [0,1) x [0,1].
d) [0,1] x [0,1).
Sea X un espacio topoldgico y sea A = X. Pruebe que si A es conexo, entonces A

también. Mds atn, todo subespacio B de X tal que A € B < A resulta conexo. ;Qué
ocurre con ¢0A y con A°?

Sea X un espacio y A < X un subconjunto conexo.5i B < X estalque AnB # Oy
An (XN B) # &, entonces A n 0B # &.

Sea p : X — Y una funcién cociente. Pruebe que si Y es conexo y ademés p~!(y) es
conexo para todo i € Y, entonces X es conexo.

Muestre que entre los espacios (0,1), (0,1] y [0, 1] no hay dos homeomorfos. Concluya
que la existencia de funciones subespacio f : X - Y, g: Y — X no implicaque Xe Y
sean homeomorfos.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.
18.

19.

a) Sea f : S — R una funcién continua. Pruebe que existe un punto x € S! tal que
f(x) = f(=x).

b) Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcién continua. Pruebe que existe un punto fijo de f.

a) Muestre quesi A R2 es finito, entonces ]RZ\A es conexo.

b) Muestre que si B 52 es finito, entonces SZ\B es conexo.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) X es localmente conexo.
b) Las componentes de todo subespacio abierto de X son abiertas en X.

c) Los abiertos conexos de X forman una base de la topologia de X.

Concluya que si X localmente conexo, entonces las componentes conexas de X son
abiertas.

Una funcién f : X — Y se dice localmente constante si para todo x € X, existe U
entorno abierto de x tal que f|;; es constante. Pruebe que si f es localmente constante
y X es conexo, entonces f es constante.
Arco conexién
Sea T < IR? la curva seno del topélogo, equipada con la topologia de subespacio.

T ={(t,sin(1/t)) : 0 <t <1}
Muestre que T es arco-conexa, y que sin embargo T < IR? no es arco-conexa.

Pruebe que si A, B © X son subespacios arco-conexos y A n B # &, entonces A U B
€s arco-conexo.

Pruebe que si X e Y son arco-conexos, entonces X x Y es arco-conexo.

a) Pruebe que si X es localmente arco-conexo y U < X es abierto, entonces U es
localmente arco-conexo.

b) Pruebe que si X es localmente arco-conexo y conexo, entonces es arco-conexo.

¢) Concluya que si U ¢ R" es abierto, entonces

U es conexo < U es arco-conexo

Componentes
Calcule las componentes conexas de R; y 719(IR;).

Pruebe que el cuadrado ordenado I x I es localmente conexo pero no es localmente
arco-conexo. Calcule las componentes conexas de I x Iy mo(I x I).

Dados x,y puntos de X, decimos que x ~ ¥y si no existe separaciéon X = Au B de X
en dos conjuntos abiertos y disjuntos tales que x € Aey € B.
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4.4. Ejercicios

a) Pruebe que ~ es una relacién de equivalencia. Las clases de equivalencia se lla-
man cuasi-componentes de X.

b) Muestre que cada componente de X estd contenida en una cuasi-componente.

c) Determine las cuasi-componentes, las componentes conexas y las arco-conexas
de los siguientes subconjuntos de IR? (donde K denota el conjunto {% :n e NN},
y —K denota el conjunto {—1 : n € N}).

1) (K x [0,1]) U ({0} x [0,1]).

2) (A\{(0,3)}).

3) Bu ([0,1] x {0}).

4) (Kx[0,1]) u (=K x [-1,0]) u ([0,1] x —=K) U ([~1,0] x K).
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5

Funciones propias, compacidad y
compactificaciones

5.1. Pullbacks, funciones propias y compactos

Dado un diagrama de la siguiente forma

X
-
y 2.7

queremos encontrar un espacio W y funciones continuas g, f tales que el siguiente dia-
grama conmute

w5, x

I
y 2,7
y que, en cierto sentido, W, g, f sean finales con esta propiedad: es decir, que W sea el

espacio que estd “mads cerca por la izquierda” del diagrama original. Més precisamente,
VW', f/, ¢ tales que fg' = gf’ existe una tnica q: W' — W talque §g = ¢/, fg = f'.

Un W que cumple dicha propiedad universal se llama pullback o producto fibrado. Esta
construccién puede realizarse en distintas categorias. En el contexto de espacios topologi-
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5.1. Pullbacks, funciones propias y compactos

cos, podemos hacer explicito a W de la siguiente manera. Definimos

w::x;Y:{(x,y)eXxYlf(x):g(y)}

con la topologia subespacio de X x Y. Ademés tomamos f y § como las proyecciones gx
y gy. Entonces dados W/, f’ y ¢/, definimos g(w') = (¢'(w’), f'(w')). La terna (W, f, )
satisface lo pedido. Como W cumple una propiedad universal, queda determinado (por
esta propiedad) en forma tinica, salvo homeomorfismos.

Ejemplos de productos fibrados.

1.
XxY X5 x
Pyl l
Y — %
2. SeaypeY.

3. Sea A < Y un subespacio.

4.
f
Y — X
11{ J{lx
Y L X
Ejercicio. Dado el siguiente diagrama:
&,

O+—
M o

}

0O

si ambos cuadrados son pullbacks, entonces el rectdngulo es pullback, y si el rectangulo y
el segundo cuadrado son pullbacks, entonces el primer cuadrado lo es.
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Definicién. Una clase C de funciones continuas se dice estable por cambio de base si cada
vez que se tiene un producto fibrado

W35 X
|7 f
y £,7
y f € C, entonces f € C.
Ejercicios:

1. Los homeomorfismos son estables por cambio de base. Por el ejemplo 3, es claro que
los subespacios cerrados son estables por cambio de base, asi que sélo resta ver la
sobreyectividad. Por unicidad salvo homeomorfismo, basta probarlo para el caso

Xx, Y -, x

qyi lf :

y —8 .7

Como f es sobreyectiva, cada elemento de Y estd apareado al menos con un elemento
de X, por lo que gx es sobreyectiva.

2. Las funciones abiertas son estables por cambio de base. Nuevamente basta probarlo
para el caso
XxyY X4 x
in lf :
y 5 57

Basta ver que proyectar la interseccién de un abierto basico de X x Y con X xz Y es
abierto en Y. Sea U x V un abierto basico de X x Y. Tenemos que U x VN X xzY =

{(u,0) € Ux V[ f(u) = g(v)}. Entonces gy({(n,0) € Ux V[ f(u) = g(v)}) =
V g 1(f(U)), que es abierto pues f es abierta y g continua.

3. Las funciones cerradas no son estables por cambio de base. Por ejemplo

R2 5 R
le l
R — «

1

y consideramos la proyeccion del grafico de la funcién .

Definicién. Una funcién continua f : X — Y se dice propia (o universalmente cerrada) si
cada vez que se tiene un producto fibrado
g
W — X
ool
8

Y —— Z
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5.1. Pullbacks, funciones propias y compactos

la funcién f es cerrada.
Observacién. Notamos que si f es propia, en particuar es cerrada.

Observacién. Las inclusiones cerradas son propias, pues vimos que eran estables por
cambio de base.

Propiedades.
1. Los homeomorfismos son funciones propias.
2. Composicién de funciones propias es propia.
3. La clase de funciones propias es estable por cambio de base.

Dado un espacio topoldgico X, puede suceder que X — * sea propia o no. Por ejemplo,
* — % es propia, pero R — * no. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién. Vamos a decir que un espacio topolégico es compacto si la funcién al punto
es propia.

Notamos que X va a ser compacto si y sélo si VY espacio topolégico, la proyeccién
X xY — Y es cerrada. Esto se debe a que tenemos el siguiente producto fibrado:

Xxy X, x

N

Y —— =

El siguiente ejercicio caracteriza a las funciones propias.

Ejercicio. Sea f : X — Y una funcién continua. Son equivalentes:
1. fescerraday f~!({y}) es compacto para todoy € Y.
2. fescerraday f~!(K) es compacto para todo K € Y compacto.
3. Para todo Z espacio topolégico, idz x f : Z x X — Z x Y es cerrada.

4. f es propia.
Proposiciéon. El producto de finitos compactos es compacto.
Demostracién. Se deduce facilmente de lo recién observado.

Proposicién. Sean X un compactoy A < X cerrado. Entonces A es compacto.
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Demostraciéon. Usar que las inclusiones de subespacios cerrados son funciones propias.

Nos disponemos ahora a probar varias equivalencias a la definicién de espacios com-
pactos que dimos.

Definicién. Un punto x € X es un punto de acumulacion de (xy)4ep si VU entorno de x,
Va € A, 3o’ > a tal que x, € U.

Lema. xespunto de acumulacion de (xq)sen iy s6lo si existe una subred de (X )4en que
converge a X.
Demostracion.

=) Consideramos I = {(«, U) | « € A, U entorno de x tal que x, € U} con el orden dado
por (a1,Uy) < (ag, Up) siag < ap y Uy < Up. Veamos que T es dirigido. Dados
(aq,U7) y (a2, Up) tomamos ag > a1, ap. Como x es punto de acumulacion, existe ay >
a3 tal que x,, € Uy n Up. Entonces (ag, Uy n Up) = (g, Ur), (a2, Uz). Ahora tenemos
¢ : T — A — X cofinal con ¢((«,U)) = a. Resta ver que la subred (x,,) converge a
x. Dado U entorno de x, 3x, € U, entonces (a, U) € I'. Si tomamos («/, U’) > (a,U),
X(w ) = Xa! € ucu.

<) Facil. &

Teorema. Sea X un espacio topolégico. Son equivalentes:
1. X es compacto.
2. Todo cubrimiento por abiertos {Us}ses de X admite un subcubrimiento finito.

3. Toda familia de cerrados {F;}secs en X con la propiedad de interseccion finita (es decir,
VS’ < § finito, (,eg Fs # @) cumple que (\,cg Fs # 9.

4. Toda red en X tiene una subred convergente en X.

Demostracion.

2) < 3) Esclaro tomado Fs; = US pues:

* (esF5 =9 = UsesUs =X,
. ﬂseS’FS:g Dand UseS/ Us = X.

2) = 1) En este paso se demuestra una version del lema del tubo. Sea Y espacio topoldgi-
co, debemos ver que py : X xY — Y es cerrada. Sea F € X x Y cerrado, vea-
mos que py(F)¢ es abierto. Tomamos un yy € py(F)° y queremos ver que existe
Yo € W < py(F)* abierto. Como yp ¢ py(F), X x {yo} < F¢. Luego Vx € X, U, <
X abierto, Vy € Y abierto} tal que (x,yp) € Uy x Vy  F€.
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5.1. Pullbacks, funciones propias y compactos

1) = 4)

4) = 3)

X

7
i
1
L

| SN

b ——
\r 7777
I AL NLL7L

VA VA
]

o
~

Asi {Uy}rex es un cubrimiento por abiertos de X. Por hipétesis existe un subcubri-
miento finito Uj, ..., U, de X. Entonces X x {yo} < UL U; x V; € F. Sea W =
* 1 V. Veamos que W < py(F)°. Esto sucede < Wnpy(F) = g «—
X x W < F°.Sea (x,y) € X x W, entonces x € Uj, para algtnip = 1,...,n, y € V. Por

lotanto (x,y) e L Ui x Vi, y X x W L, U; x V; < FC.

Sea (xa)qen una red en X. Por el lema anterior alcanza probar que tiene un punto de
acumulacién x € X. Sea A* = A U {o0} con la siguiente topologfa: six € A = {a} es
abierto de A*. Los entornos de o son {A% },ep, con AL, = {Be A|B > a}u{xn}.
Notamos que A = A*. Por hipétesis sabemos que ppx : A* x X — A* es cerrada.

Sea F = {(&, xa)}uen- Tenemos que ppx(F) < A* es cerradoy A € ppx(F) < A*.
Entonces como A = A* y pa=(F) es cerrado, pa= (F) = A*. Por lo tanto existe x € X
tal que (o0, x) € F. Veamos que x es punto de acumulacién de la red. Como (o0, x) €
F = {(a, x4) }xen, dado un entorno de (o0, x), este interseca a {(&, Xy ) }aen- Para todo
V entorno de x en X y a € A consideramos A%, x V entorno de (0, x). Luego existe

o, x,0) e AX_ x V,conlo cual obtuvimos un x, € V con a’ > a.
o >u o

Sea {F;}scs una familia de cerrados en X tal que V] < S finito, (¢  Fs # ©. Debemos
ver que [ eg Fs # @. Definimos I' = {J < S | ] finito}, y decimos que J; < ], si
J1 € J2. Tomando la unién de dos elementos de I', se puede ver que I es dirigido.
Para cada | € I elegimos x; € ()¢ Fs, construyendo asf una red (xj)jer en X. Por
hipétesis existe x € X un punto de acumulacién de la red. Veamos que x € ("),cg Fs.
Como F; es cerrado Vs € S, basta ver que Vs, YU entornode x, U n Fs # &.Seans € S
y U un entorno de x. Como {s} € I' y x es punto de acumulacién de (xj)/er, existe
JeTcon] > {s} (s e])tal que xj € U. Es decir, xj € ()y¢; Fy. Entonces xj € U n F.
|

De estas equivalencias puede deducirse, por ejemplo, que un espacio con finitos abier-
tos es compacto. Algo que no vale en general es que un subespacio compacto sea cerrado.

Proposicion. Si Xes T,y A € X es compacto, entonces A es cerrado en X.

Demostracion. Sea (xy)sen una red en A con limite x € X. Como A es compacto existe
una subred (x4, ),er que converge a y € A. Ademas x,, — x por ser subred de (X4)en-
Como XesTp,y =x,yporlotantoxe A.
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Ejercicio. Sea f : X — Y continua y K < X compacto. Entonces f(K) < Y es subespacio
compacto.

El siguiente resultado sera utilizado en muchas oportunidades a lo largo del curso.

Corolario. Sea f : X — Y continua y biyectiva, con X compacto e Y Hausdorff. Entonces
f es un homeomorfismo.

Proposicion. Sea X espacio T, K = X compactoy x € K. Entonces existen U y V abiertos
de Xtalesque Kc U, xeV,UNnV =0@.

Demostracién. Paracaday € K existen abiertos disjuntos Uy, V), cony € Uy, x € V. Como
K es compacto, existen Uj...U, tales que K < | Ji_; U; =: U.Sea V = (i1 V; 3 x. Es claro
quelUnV =0 1

Corolario. Sea X espacio T, y sean A, B < X subespacios compactos tales que An B = &.
Entonces existen abiertos disjuntos U,V conAc Uy Bc V.
Como ya hicimos antes, podemos definir la nocién de localmente compacto.

Definicién. X se dice localmente compacto si todo x € X tiene algtin entorno compacto.

Notamos que todo espacio compacto es localmente compacto. La definicién es més li-
gera (y en cierto sentido, no es analoga) a la que dimos de localmente conexo o localmente
arco conexo.

Proposicién. Si X es T, entonces X es localmente compacto si y sélo si Vx € X, VU en-
torno de X, 3V abierto talque x e V < V < Uy V es compacto.

Demostracion.
<) Es claro.

=) Sean x € X y U un entorno de x. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U
es abierto. Sea Fy un entorno compacto de x. Si Fy < U ya estamos (tomamos V = FY).
Sino,sea A = Fy nU° # @, con x ¢ A. Como A es un cerrado en un compacto, es
compacto. Entonces existen W y W’ abiertos disjuntos tal que x € W, A = W’. Sea
V = W n F{. Notamos que V es abierto y que x € V. Como V < F, y Fy es cerrado,
V es compacto. AhoraV e Wc (W) =V c (W) < A° = (e n U = FEu U
Entonces V< UyaqueV < F.. B

Estudiamos ahora la primera (y més sencillas) de las compactificaciones: la compactifi-
cacion de Alexandroff.

Definicién. Sea X un espacio topolégico. La compactificacién de Alexandroff de X es el
espacio topologico X* = X u {co0} con base de entornos B = Bx U Bs, donde Bx es una
base de entornos de X y

o ={U < X* | e U, X\U compacto y cerrado en X}.
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Ejercicio. Sean X espacio topoldgico y X* su compactificacién de Alexandroff. Entonces:
1. X < X* es subespacio.
2. X* es compacto.

3. X* =X <= Xno es compacto.

4. Si X es localmente compacto y T, entonces X* es T.

Solucién de 3.

<) Como X no es compacto, existe una red (x4 )sea Sin ninguna subred convergente. Sin
embargo esa red si tiene una subred convergente en X*, y como X es subespacio, esa
subred debe converger a . Por lo tanto c € X.

=) Si X es compacto, {00} resulta un abierto de X*, por lo que X = X.

5.2. Axiomas de separacion, segunda parte

Vamos a continuar con los axiomas de separacién que comenzamos a estudiar antes.
Progresivamente vamos a ir pidiendo hipétesis mas fuertes a nuestros espacios, algunas
de las cuales van a ser necesarias para teoremas posteriores.

Definicién. X se dice regular o T3 si:

1. XesTh.

2. Separa puntos de cerrados mediante abiertos: Vx € X, VF < X cerrado con x ¢ F,
U,V < X abiertos disjuntos tales quexe Uy F < V.

Ejemplos.
1. X con la topologia indiscreta y #X > 1 cumple 2), pero no 1).

2. Sea Rk el espacio que se obtiene al agregarle a la base de la topologia usual de R los
abiertos de la forma (a,b)\K, donde K = {1/n | n € IN}. Este espacio es T, pues R
con la topologia usual ya lo es, pero no es T3: sea U un abierto que contiene al 0 y
no interseca a K. Podemos suponer que U es de la forma (a,b)\K. Sea n € N tal que
1/n € (a,b). Entonces elegimos un entorno bésico de 1/n de la forma (c, d). Podemos
tomar un z tal que max{c,1/(n+1)} < z < 1/n. Sin embargo este z pertenece a
ambos entornos, por lo que no pueden ser disjuntos.

Lema. Sea X espacio topoldgico T7. Entonces X es T3 siy sélosiVx € X, VU abierto, x € U,
3V abierto tal que x € V < V < U. En particular si X es T, y localmente compacto, X es T;.
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Demostracion.

=) Sean x € X, U entorno abierto de x. Sea F = U, x ¢ F. Entonces existen V, W abiertos
disjuntos tal que x € V, F € W. Veamos que V < U. Esto sucede si V n F = &, pero
siye F=ye W.Como W es abierto, esto dice que y ¢ V.

<) Consideramos U = F*. Entonces existe V entorno abierto de x talquex e V < V < U.
Es claro que V y V¢ separan a x de F.

Proposicion.
1. Subespacios de T3 son Ts.

2. Productos de T3 son Tj.

Demostracién.
1. Sea X un espacio T3, Y un subespacio de X

a) Y es Tj por serlo X.

b) Seany € Y, A < Y cerrado tal que y ¢ A. Sabemos que A = Bn Y con B un
cerrado en X. Como y ¢ A, entonces y ¢ B. Entonces, como X es T3, existen U, V
abiertos disjuntos de X talesquey e Uy B < V. EntoncesU n Yy V n Y sirven.

2. Sea {Xs}ses una familia de espacios T3, X = [ [;cg Xs

a) X es Ty porque cada X; lo es.

b) Por el lema anterior basta ver que dados x € X y U un entorno abierto de x, existe
V abierto tal que x € V = V < U. Podemos suponer que U es un abierto de la
base. Es decir U = [[,cq Us con Us = X; abiertos y Us = X; salvo finitos. Para
cada s € S tal que Us # X, existe un V; abierto tal que x; € Vs < Vs < Us. En los
otros casos tomamos Vs = Us = Xs. Asi, V = [ [,cg Vs cumple lo buscado.

Definiciéon. X se dice normal o T5 si:
1. XesTh.

2. Separa cerrados disjuntos con abiertos disjuntos: VA, B < X cerrados disjuntos, 3U, V <
X abiertos disjuntos talesque Ac Uy B < V.

Observamos que por un resultado anterior, un espacio T, y compacto es T
Lema. Sea X espacio topoldgico T7. Entonces X es T5 siy sélo si VA cerrado y U abierto
tal que A < U, 3V abiertotalque Ac V< V < U.

Demostracion.

=) Sean A < X, U entorno abierto de A. Sea F = U, An F = &. Entonces existen
V, W abiertos disjuntos tal que A = V, F € W. Veamos que V < U. Esto sucede si
VAF=g,perosiye F=yeW.Como W es abierto, esto dice que y ¢ V.

<) Consideramos U = B°. Entonces existe V entorno abierto de Atalque Ac V<V <
U. Es claro que V' y V* separan a A de B.

55



5.2. Axiomas de separacion, sequnda parte

Teorema. Si (X, <) es bien ordenado, entonces con la topologia del orden es Ts.

Demostracién. Antes de comenzar hacemos algunas observaciones:

1. Para todo x € X, {x} es cerrado en X, pues {x} = ({y |y < x} u{y |y > x})°. Es decir
que X es T7.

2. Si x € X no es maximo, entonces tiene sucesor inmediato x’ ya que el conjunto A =
{y € X |y > x} # & tiene minimo. Luego los conjuntos de la forma (a, b] son abiertos
sia<b((ab]=(al)).

3. Si xg es el minimo de X, entonces {xg} es abierto.

Sean A,B < X cerrados disjuntos. Veamos que existen U, V abiertos disjuntos tales que
AcUyBcV.

Primero vamos a ver el caso en el que xo ¢ A, B. Paracadaa € A,comoa ¢ By Bes
cerrado, existe un abierto de la base (a—,a") (0o (a~,a"]) talquea e (a,at)y (a”,a") N
B = @. Entonces tenemos abiertos (a—,a] con (a~,a] "B = &,y A € Jpeala™,a] = U.
Anélogamente B < | Jpep(b—,b] =: V con (b~,b] n A = &. Veamos que UnV = @.
Supongamos que existe x € (a—,a] n (b—,b]. Comoa € A, b € B, An B = &, entonces
a # b. Supongamos a < b. Como x € (a—,a] n (b™,b], b~ < x <a < b.Entoncesa € (b—,b|,
absurdo.

Ahora supongamos que xp € A. Sea A’ = A\{x¢}. Por la observacion 3), A’ es cerrado.

Volvemos a la situacién anterior con A’ y B, consiguiendo abiertos U’ y V. Tomamos U =
u v {Xo}. |

Ejemplo. El conjunto S es bien ordenado, no numerable y cumple que toda seccién es
numerable. Entonces Sq, con la topologia del orden es Ts. Sea Sf, = Sq U {Q)} cona < Q)
Ya € Sq. Sigue siendo bien ordenado, asi que Sf, es Ts con la topologia del orden. Los
entornos de Q) van a ser (a, Q)] # {Q)}, pues Va € S 3B > a. Entonces Sy = Sq. Se puede
probar (ver el libro de Munkres “Topology”Thm. 27.1) que S{, es la compactificacién de
Alexandroff de Sq.

Consideramos S, x S, que es compacto, T, y por lo tanto Ts. Vamos a ver que Sq x Sq
no es T5. Esto nos dice tres cosas: que un espacio T3 (mds ain T;) puede no ser Ts; que un
subespacio de un T5 puede no ser T5; y que producto de T5 no es necesariamente Ts.

Proposicién. S x Sqnoes Ts.

Demostracién. Debemos exhibir dos cerrados A, B disjuntos que no puedan ser separa-
dos por abiertos. La diagonal A < S x Sq es cerrada porque S, es To. Sea A = A 1 S x
Sq, A es cerrado en S x Sq. Sea B = S x {Q} = (Sq x Sa)¢ € Sa x Sq. Como S x S
es abierto, B es cerrado. Ya tenemos que A n B = &. Supongamos que existen U, V abiertos
que separan a A y B respectivamente.
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Para todo x € S 3x < B < Q) tal que (x,B) ¢ U. Supongamos que no, entonces V5 > x,
(x,B) e U= (x,Q) € U, pero V es un abierto tal que (x,Q) € V, U n V = &, absurdo. Sea
B(x) =min{be Sq |x < B < Q,(x,B) ¢ U}, entonces x < B(x) y (x, B(x)) ¢ U. Definimos
una sucesion en Sq: x1 es cualquier punto de S y x, = B(x,—1). La sucesion es creciente,
y por la propiedad de Sq, tiene cota superior. Sea b = sup, .n{xn}, entonces x, — b. Luego
(xn, B(xy)) — (b,b) € A < U, absurdo pues U no contiene a ningtn (x, f(x)). W

Definicién. X se dice completamente regular o Ty si:
1. XesTh.

2. Separa puntos de cerrados mediante funciones continuas: Vx € X, YF < X cerrado
conx ¢ F,3h: X — I continua tal que h(x) =0y h(F) = 1.

Notamos que Ty = T3, pero no vale la reciproca.

Ejemplo. Puede encontrarse un contraejemplo para la vuelta en el siguiente link:
https:/ /dantopology.wordpress.com/2012/09/01/regular-but-not-completely-regular/

Lema de Urysohn. Si X es un espacio topolégico Ts, entonces YA, B < X cerrados disjun-
tos 3h : X — I continua tal que h(A) =0y h(B) = 1.

Observaciones. Previo a la demostracion observamos que:
1. Como consecuencia de Urysohn Ts = Tj.

2. La demostracion no funciona para probar Tz = Tj.

Demostracién. Vamos a hacer uso de los ntimeros diddicos para la demostracién del le-
ma. Definimos D = {75 | nimpar,m € IN,0 < 5 < 1}. Este conjunto es denso en [0, 1].
Sea U = B¢, entonces A < U. Luego, como X es T5, existe U;,, abierto de X tal que
Ac Uy c Uy cU.ComoAc U,y U, c U, existen Uy y Uy abiertos tales que
Ac U1/4 o U1/4 < U1/2 < U1/2 o= U3/4 < U3/4 c u.

Repitiendo inductivamente este procedimiento tenemos una familia de abiertos {U;}4cp
tales que:
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5.2. Axiomas de separacion, sequnda parte

1. AcUy;cU;cUVdeD.
2. Vd,d'" € D,sid < d’ entonces Uy < Uy < Uy < Uy.
Sea h: X — [0,1], definida como

h(x) = inf{d | xe Uy}  sixe U,paraalgind
1 six¢ Uy vd ’

Como D es denso en [0, 1], por la primera propiedad h(A) = 0. Ademads h(B) = 1 porque
B=Uy U; < UVd e D.Sdblo falta ver que h es continua. Veamos que YV abierto de una
sub-base de [0, 1], h~1 (V) es abierto en X. Por ejemplo tomamos la sub-base compuesta por
elementos de la forma [0,4) y (b, 1].

Primero tenemos que h~1([0,4)) = | J,-, U;. Ambas contenciones se deducen facilmen-
te de la definicién de h.

Para ver que h~!((b, 1]) es abierto, veamos que i ~1((b, 1]°) es cerrado. Ahora h~1(]0, b])

(MNasp Ua:

<) Supongamos que x ¢ U, para algtin r > b. Entonces x ¢ U, Vd < r y en consecuencia
h(x)=r>b.

2) Six e U, entonces x € Uy Vd > r. Luego h(x) < r. Por lo tanto, en este caso h(x) <
dVd > b.Es decirh(x) <b. 1

Esta demostracién no funciona para ver que T3 = Ty, porque falla el paso inductivo.

Ejercicio.
1. Producto de Ty es Ty.

2. Subespacio de Ty es Ty.

Demostracion.

1. Sea X = [],cg Xs un producto de espacios Ty. Sean x € X y A < X un cerrado
disjunto de x. Tomamos un abierto bdsico [ [,cg Us disjunto de A que contenga a
x. Sabemos que Us = X; salvo en finitos sy, ...,s, € S. Para cada i = 1,...,n existe
una funcién continua h; : Xs; — [0,1] con h;(xs,) = 1y hij(X,,\Us,) = 0. Con estas
funciones definimos ¢; : X — [0,1] con ¢;(x) = h;(7s,;)(x). Por tltimo consideramos
¢ = ¢1...¢n. Esta funcién vale 1 en x y se anula en el complemento de U, que contiene
aA.

2. Sean X Ty e Y < X un subespacio. Sean x € Yy A < Y un cerrado disjunto de
x. Notamos que A = A n'Y con la clausura tomada en X. Luego x ¢ A. Podemos
entonces tomar una funcién continua h : X — [0,1] tal que h(x) = 1y h(A) = 0. La
restriccién de esta h a Y funciona.

Proposicién. Un espacio topoldgico X es Ty si y s6lo si es subespacio de un producto de
copias de I.
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Demostracion.

<) Se deduce del ejercicio anterior.

=) Consideramos [ [y_g:x—1 continua} ! ¥ definimos i : X — []y I por (i(x)), = h(x).
Notamos que i es continua porque en cada coordenada lo es. Veamos que i es inicial.
Tenemos el siguiente diagrama:

Como i es continua y {pj,}ney es inicial, para ver que i es inicial, basta ver que H es
inicial. Para ello alcanza probar que si U < X es abierto, entonces existe ] < H tal que

U=Ujg hj—l(u]-), con hj € Hy U; < I abiertos. Para cada x € U tenemos hy : X — [

continua tal que hy(x) = 0y hy(U¢) = 1. Observamos que x € hy }([0,1/2)) < U, por
1o que U = Usey 1 (10,172).

Por dltimo, veamos que i es inyectiva. Sean x # y € X. Como X es Ty, existe h : X — I
continua tal que h(x) = 1y h(y) = 0, pues los puntos son cerrados. Entonces i(x) #
i(y), pues difieren en una coordenada. ll

5.3. Teorema de Tychonoff

Observacién. Un espacio topolégico X es compacto si y s6lo si V.F familia con la p.i.f.

(propiedad de interseccion finita), () F # @.
FeF

Observacién. Dada una familia de compactos {Xs}s € S, para ver que X = [[.cq Xs es

compacto debemos ver que dada una familia 7 = {F;};c; con la p.if., (), jFi # ©. Para
cada s € S tenemos Ps(F) = {ps(F)}per una familia en X;. Entonces como X; es compacto,
(rer ps(F) # @. Podemos elegir x5 € (\pcr ps(F) para cada s € S. Sin embargo (%s)ses
puede no estar en (| 5 F.

Lemal. Sean X un espacio topoldgico y F una familia de subconjuntos de X con la p.if..
Entonces 3D familia de subconjuntos de X que cumple:

1. FcD.
2. Dtienelap.if.

3. D es maximal con esta propiedad.
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5.3. Teorema de Tychonoff

Demostraciéon. Sea
A = {G familia de subconjuntos de X tal que F < G, G tienelap.if.},

con el orden dado por la inclusién. Esta familia es no vacfa porque contiene a F. Veamos
que toda cadena tiene cota superior. Sea C una cadena, veamos que C = | Jgcc G pertenece
a A. Es evidente que F < C. Ahora sean Dy, ..., D, € C. Cada D; estd en algtn elemento de
C. En particular, todos ellos estdn en el mayor de esos n elementos. Luego su interseccion
esno vacia y por lo tanto C tiene la p.i.f.. Entonces por Zorn existe un elemento maximal D
que es lo que buscamos. B

Lema2. Sean X un espacio topoldgico y D una familia de subconjuntos de X conla p.if,,
maximal con esa propiedad. Entonces:

1. Si Dy, ..., Dy € D, entonces ()i D; € D.

2.SiAc Xestalque AnD # @ VD e D, entonces A € D.

Demostracién. En el primer caso, es facil ver que si le agregamos (/_; D; a D, sigue
teniendo la p.i.f., y por maximalidad de D, debe pertenecer a él.

Para el segundo caso. Sean Dy, ..., Ds € D, tenemos que AnD;n..nDs = An (D1 n
... n Ds). Por el primer caso, el segundo término pertenece a D, y por la propiedad que
cumple A, AnDin..nDs # . LuegoAeD.

Teorema de Tychonoff. Sea {X;}:cs una familia de compactos, entonces | [,.g Xs es com-
pacto.

Demostraciéon. Sea F una familia se subconjuntos de X con la p.i.f.. Debemos ver que
N feF F # @. Por el lema 1, existe un D maximal con la p.i.f. tal que F < D. Si probamos

que (\pep D # @ ya estamos.
Para cada s € S, consideramos {ps(D)}pep. Como Xs es compacto y {ps(D)}pep tiene

la pif., (\pep ps(D) # @. Elegimos x5 € (\pep ps(D). Sea x = (xs)ses, veamos que x €
(Npep D. Es decir que para todo U abierto tal que x € U, U n D # @& VD € D. Basta probar
esto para abiertos de la base:

1. Supongamos primero que U < X es un abierto de la sub-base tal que x € U. Existe
un s’ € S tal que U = ps_,l(lls/) con Uy < Xy abierto que contiene a xy. Como

X¢ € (\pep Ps' (D), Uy n py(D) # @ VD € D. Entonces U n D # @ VD € D. Luego
porellema?2, UeD.

2. Sea U un abierto de la base tal que x € U, debemos ver que Un D # @ VD € D.
Existen abiertos de la sub-base Uj, ..., Uy tales que x; € U; y U = ()i_; U;. Como cada
U; € D, entonces por el lema 2, U = (., U; € D. Entonces como D tiene la p.if.,
UnD#ovVDeD.
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Ejemplo. Vamos a ver ahora un ejemplo en el que queda claro que las subredes de su-
cesiones no tienen por qué ser sucesiones. Consideramos el espacio I! con la topologia
producto, que es compacto por el teorema de Tychonoff.

Veamos que no es secuencialmente compacto. Predeterminamos para cada x € I, una
tnica representacién binaria (i.e. no termina en infinitos 1). Paracadan € IN, sea f, : [ — I
la funcién que manda cada x en su digito n-ésimo en la expresion binaria prefijada. Sea
(fn,)1en una subsucesion de (f;;)nenN. Tomamos x € I tal que su expresion binaria tenga
unos en los lugares 1; cuando ! es impar, y ceros en todos los demds. Entonces f;, (x) es
alternada y por lo tanto (ejercicio sencillo) ( f;, );en no puede converger.

Sin embargo, como I Ieg compacto, (fx)neN debe tener una subred convergente. Por un
lema anterior, para encontrar una subred convergente, basta exhibir un punto de acumula-
cién. Una funcién f : I — I va a ser un punto de acumulacién si VU entorno de f, Vn € N,
dm > n tal que f;; € U. Los entornos basicos de f van a ser conjuntos de funciones con
libertad en todos salvo finitos x € I, en los cuales van a parar a entornos abiertos de f(x).
Es decir que f va a ser punto de acumulacién si para todo conjunto finito x1,..., x,; € I,
S¢(x1, e Xm) == {n e N | fu(x;) = f(x;) V1 <i < m} es infinito.

Ya sabemos cémo van a ser los limites de las subredes convergentes, ahora miremos
quiénes son estas subredes. Indexamos a la subred por los subconjuntos finitos de I y defi-
nimos la funcién cofinal ¢ con ¢({x1, ..., X} = min S f(xl, ..., Xm ). Es claro que esta subred
converge a f por como estén definidos los S¢.

5.4. Compactificacién de Stone Cech

Una compactificacién de un espacio topoldgico X va a ser, en el sentido tradicional, un
par (Y,i) con Y espacio topolégico compacto, i : X — Y continua tal que:

1. i es subespacio.
2. i(X)esdensoenY.

Nosotros relajaremos la condicién de que i sea subespacio, para poder extender la exis-
tencia de compactificaciones a espacios mds generales. La compactificaciéon de Stone Cech
es una compactificacién i : X — Y que cumple:

1. Y es compacto y T>.
2. Extiende funciones f : X — Z en forma tnica si Z es compacto y Tp.

Observamos que la i no necesariamente es subespacio. Si lo fuera, X deberia ser Ty pues
Y es Ts.

Vamos a construir dicha compactificacién gradualmente. Primero, dado un espacio to-
polégico X, buscamos BX un espacio compacto y 1, y una funcién continua i : X — X
tal que Vf : X — I continua, 3!f : BX — I continua tal que

BX

J!

NI



5.4. Compactificacion de Stone Cech

Consideramos [ [p—{j:x—1 continua} I ¥ 1a funcién i : X — [y I con (i(x)), = h(i).
Sabemos que [ [ I es compacto y T, y para cada f : X — I tenemos

X — [yl
b
P

I

pero no podemos asegurar la unicidad parala py. Para tener unicidad, podemos considerar
i(X) < ]y I con la topologia subespacio. El problema ahora es que i(X) puede no ser
compacto. Para eso tomamos X = i(X) < [ [y I, que es compacto y T,. Asi obtenemos:

X — i(X) i(X) =BX — [[y!

¥ pf| pf|
Pf

I

Como pylj(x) es tnica tal que el diagrama conmuta, y como i(X) < X es denso e I es
T,, entonces f = p flpx es unica tal que fi=f.

Definicién. Ai: X — BX se lo llama la compactificacién de Stone Cech de X.
Por la construccién que hicimos y por una proposicion anterior, si X es Ty, entonces
i : X — BX es subespacio denso.

Teorema. Sea X un espacio topolégico y seai : X — BX su compactificacién de Stone
Cech. Entonces VK compacto y T» y toda f : X — K continua, 3!f : BX — K continua tal
que:

X — BX
oo

L3l
K

Demostracién. Como K es compacto y 15, es T5 y en particular Ty. Entonces K es subespa-
ciode [] {1:K—1 continua} 1- Para cada h : K’ — I continua, consideramos pj,. Como hacemos

esto para cada h, 3!f : X — [ T{5:k—1 continua} I tal que fi = jf, como se ve en el siguiente
diagrama:

J f 7 If
KLy 11 1231
{:K—I}
Si vemos que f(BX) < j(K), entonces como j : k — j(K) es un homeomorfismo, f
puede ser vista como una funcién f : BX — K. Ahora, f ( (X)) < (K), entonces como K es
compacto y un compacto dentro de un T es cerrado, f(BX) = f(i(X)) < j(K) = j(K). W

62



Martin Blufstein - Gabriel Minian

5.5.

1.

10.

11.

Ejercicios
Compacidad

Sean T, T’ dos topologias en X.

a) Pruebe que si 7/ es més fina que Ty (X,7’) es compacto, entonces (X, T) es
compacto.

b) Pruebe quesi (X, 7)y (X, ') son compactos y Hausdorff, entonces o bien T = 7/
o bien T y T’ no son comparables.

Sea (X, T) un espacio topolégico Hausdorff y sea
7. ={U e 7: X\ U es compacto} u {&}.
Pruebe que 1, es una topologia sobre X.
Pruebe que si X tiene la topologfa del complemento finito, entonces es compacto.
Decida si [0, 1] es compacto para

a) la topologia {U : [0, 1]\U es numerable o igual a [0, 1]}.
b) la topologia de subespacio de IR;.

Pruebe que S, no es compacto pero es secuencialmente compacto.

Sea {X, }neN una sucesion de espacios topolégicos Ty tales que X, < X1 para todo
neNyseaX = |J,cn Xn con la topologia final respecto de las inclusiones 1, : X, —
X. Probar que si K < X compacto, entonces K < X, para algtin n € IN.

Sea X metrizable. Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) X es acotado para toda métrica que induzca la topologia de X.
b) Toda funcién continua ¢ : X — R es acotada.
c) X es compacto.

Sean X e Y espacios topolégicos, con X compacto e Y Hausdorff. Muestre que si una
funcién f : X — Y es continua, entonces es cerrada.

Sean X e Y espacios topoldgicos, con Y compacto y Hausdorff. Puebe que una funcién
f: X — Y es continua si y s6lo su gréfico I'r = {(x, f(x)) € X x Y : x € X} es cerrado
en X x Y.

Sea f : X — Y funcién continua. Son equivalentes:

a) fescerraday f~!({y}) es compacto paratodoy € Y.
b) fescerraday f~!(K) es compacto para todo K < Y compacto.
c) Para todo Z espacio topoldgico, idz x f : Z x X — Z x Y es cerrada.

d) f es propia.

Sea f : X — Y suryectiva y propia. Pruebe que si X es Hausdorff, entonces Y también
lo es.

Compacidad local
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5.5.

Ejercicios

12

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.
23.

24,

25.

26.
27.

. Pruebe que Q no es localmente compacto.
Pruebe que [0, 1]“ no es localmente compacto con la topologia uniforme.

Pruebe que si [ [;c; X; es localmente compacto y X; # @ para todo i, entonces cada X;
es localmente compacto y todos los X;, salvo una cantidad finita, son compactos.

Pruebe que si X es localmente compacto y f : X — Y es continua y abierta, enton-
ces f(X) es localmente compacto. Halle un ejemplo que muestre que la hipétesis f
abierta es necesaria.

Compactificacién de Alexandroff

Pruebe que la compactificacién a un punto de IN es homeomorfaa {0} u {1/n:n e
IN} con la topologia subespacio de R.

Usando la proyeccién estereogréfica p : S"\{N} — R" definida por
(31, 3011) = T ()
p 177 An+1 _1_xn+] 17---74n

pruebe que la compactificacién a un punto de R” es homeomorfa a S”.

Pruebe quessi f : X — Y es un homeomorfismo, entonces f se extiende a un homeo-
morfismo entre sus compactificaciones a un punto.

Axiomas de separacién

Pruebe que si X es regular, entonces dos puntos distintos cualesquiera de X admiten
entornos cuyas clausuras son disjuntas.

Pruebe que si X es normal, entonces todo par de cerrados disjuntos de X admiten
entornos cuyas clausuras son disjuntas.

Pruebe que un subespacio cerrado de un espacio normal es normal.
Pruebe que si X tiene la topologia del orden, entonces X es regular.

Sea {X,} una familia de espacios topoldgicos no vacios. Pruebe que si [ [ X, es Haus-
dorff 6 regular 6 normal, entonces también lo es cada Xj.

Sea X un conjunto y sean 7,7’ topologias en X tales que T < 7’. Suponiendo que X
es Hausdorff (o regular o normal) con una de estas topologias, ;qué puede deducirse
de X con la otra topologia?

Sean f,g : X — Y continuas, Y Hausdorff. Pruebe que {x : f(x) = g(x)} es cerrado
en X.

Pruebe que si X es normal y conexo entonces tiene un solo punto o es no numerable.

Sea Z un espacio topolégico. Si Y es un subespacio de Z, decimos que Y es retracto
de Z si existe una funcién continuar : Z — Y tal que r(y) = y paratodoy € Y.

a) Pruebe que si Z es Hausdorff e Y es un retracto de Z, entonces Y es cerrado en
Z.
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28.

29.

30.

31.

32.
33.

34.

35.

36.
37.

38.
39.

40.

b) Sea A c R? con dos elementos. Pruebe que A no es un retracto de R?.
¢) Pruebe que S! es un retracto de R?\{0}.

Pruebe quesi {f, : X — R} es una familia de funciones continuas que separan puntos
de cerrados, entonces es inicial.

Pruebe que si Y es normal con base 3, entonces Y es subespacio de [0,1)/ con ] <

B x B.
Pruebe que IR; x IR; no es normal, pero es completamente regular.

Sea X completamente regular. Sean A, B cerrados disjuntos de X. Pruebe que si A
es compacto, entonces existe una funcién continua f : X — I tal que f(A) = {0}y

f(B) = {1}.
Pruebe que si X es compacto y Hausdorff, entonces es normal.

Pruebe que si X es localmente compacto y Hausdorff, entonces es completamente
regular.

Compactificacién de Stone-Cech

Sea Y una compactificacién T, de X, y sea B(X) la compactificaciéon de Stone-Cech.
Pruebe que existe una funcién cerrada y suryectiva g : f(X) — Y que se restringe a
la identidad de X.

a) Pruebe quesi f : So — R es continua, entonces es eventualmente constante.

b) Pruebe que la compactificaciéon en un punto de S y la compactificacién de
Stone-Cech son equivalentes.

c) Concluya que toda compactificaciéon de Sq, es equivalente a la compactificaciéon
en un punto.

Sea X completamente regular. Pruebe que X es conexo si y sélo si f(X) es conexo.
Sea X discreto.

a) Pruebe que si A = X = B(X), entonces A y X\A son disjuntos, donde las clau-
suras se toman en S(X).
b) Pruebe que si U es abierto en B(X), entonces U es abierto en B(X).

¢) Pruebe que B(X) es totalmente disconexa.

Grupos topolégicos

Un grupo topolégico G es un grupo y un espacio topoldgico tal que las funciones
(x,y) = x.y, x — x~1 y x > e son continuas.

Pruebe que (R, +), (S',-) y (GL(n,R),-) son grupos topoldgicos.

Pruebe que G es un grupo topoldgico siy sélosila funcion H: G x G — G, H(g, h) =
¢ -h~! es continua.

Pruebe que para cada a € G, las funciones L, : G - Gy R, : G — G, definidas por
L,(g) =a-g, Ra(g) = g ason homeomorfismos.
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5.6. Ejercicio adicional: El teorema de Tietze

41. Sea G un grupo topolégico, sea e el neutro de G y sea U abierto que contiene a e.
Pruebe que existe V abierto que contieneaetalque V-V c Uy V=!I = V.

42. Pruebe que si un grupo topolégico G es Ty, entonces es T.

43. Pruebe que si H es un subgrupo de un grupo topolégico G, entonces la clausura
de H es también un subgrupo. Pruebe que si H es invariante, entonces su clausura
también.

44. De los grupos topolégicos GL(n,R),SL(n,R),O(n,R), SO(n,R), decida cudles son
compactos y cudles son conexos.

5.6. Ejercicio adicional: El teorema de Tietze

El objetivo de esta seccién es demostrar el teorema de extensiéon de Tietze. Para ello,
proponemos su demostracién como un ejercicio guiado.

Teorema. Sean X un espacio topolégico normal y A < X cerrado. Entonces,
» Toda funcién continua f : A — [—1,1] admite una extensién continua f : X — [-1,1].

» Toda funcién continua f : A — R admite una extensién continua f : X — R.

Ejercicio. Pruebe el teorema de Tietze resolviendo los siguientes pasos.

» Sea f : A — [—1,1] continua. Demuestre que existe una funcién continua g : X —
[—1,1] tal que

lg(x)] < %, para x € X

2
|f(a) —g(a)| < 3 paraae A.

Sugerencia: considere los cerrados B = f~1([-1,—3]) y C = f~1([},1]).

» Sea f : A — [—1,1] continua. Construya una sucesién de funciones continuas g, :
X — [—1,1] tales que para cadan € N

1/2 n—1
gn(x)|<3<3> ,para x € X

2 n
< (3> ,paraace A.

Verifique que la funcién g : X — R dada por

g(x) =) gn(x), xeX,

n=1

estd bien definida y es una extensién continua de f.
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= Sea f: A — (—1,1) continua. Pruebe que hay una extensién continua h : X — (—1,1)
de f. Para eso, tome una extension g : X — [—1,1] y considere los cerrados disjuntos
Ay D, donde

D =g ({-1}) ug ' ({1).
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6

Espacios de funciones

6.1. Topologia de convergencia puntual

Dados espacios topolégicos X e Y, consideremos el conjunto YX = {f : X — Y}. Dentro
de él podemos considerar el subconjunto Hom(X,Y) = {f : X — Y continua}. Queremos
darle a este Giltimo conjunto una topologia conveniente.

La primera opcién es darle a YX = [[,.y Y la topologia producto, y a Hom(X,Y) < YX
la topologia subespacio. A esa topologia la llamamos topologia de convergencia puntual.

Una sub-base para esta topologia es p = {S(x,U)} ,ex ,donde S(x,U) = {f :
UCY abierto

X — Y continua tal que f(x) € U} = py (U) n Hom(X,Y). Dar un abierto U de la base es
dar xq, .., x, € Xy Uy, ..., U, S Y abiertos, de manera que U = (i, S(x;, U;) = {f : X —
Y continua | f(x;) € U; V1 <i < n}.

El problema con esta topologia es que sus abiertos son muy grandes, en el sentido de
que no separan mucho a las funciones. Vamos a ser mds especificos con esto en lo que
sigue.

6.2. Ley exponencial y topologia compacto-abierta

Dados A, B y C conjuntos, tenemos una biyeccién
Hom(A x B,C) % Hom(A, Hom(B,C))

conp(f)(a)(b) = f(a,b)yp(g((a,b))) = g(a)(b).Esta es laley exponencial para conjuntos.
Queremos una propiedad equivalente para espacios topologicos. Concretamente, dados
X,Y y Z espacios topoldgicos, buscamos una biyecciéon

Hom(Z x X,Y) % Hom(Z,C(X,Y)) ,

donde C(X,Y) es Hom(X,Y) con una topologia conveniente.
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6.2. Ley exponencial y topologia compacto-abierta

Observacién. Dados f : Z x X — Y continua y z € Z, notar que ¢(f)(z) resulta continua.
Esto se deduce del siguiente diagrama:

XLZXX%Y

X — (z,x) — f(z,x) '
— &Y —=
(f)(z)

Para ver que la biyeccién que buscamos exista, ¢ y ¥ deben estar bien definidas. Para
eso vamos a necesitar que la topologia de C(X,Y) cumpla:

1. Si f: Z x X — Y es continua, entonces ¢(f) : Z — C(X,Y) es continua.
2. Sig:Z — C(X,Y) es continua, entonces 1(g) : Z x X — Y es continua.
En caso de que se cumplan 1) y 2), como ¢ = 1! se tendrd la biyeccién de conjuntos

buscada.

Observacién. Dados X,Y espacios topoldgicos definimos ev : C(X,Y) x X — Y con
ev(f,x) = f(x). Veamos que si ev es continua, entonces Vg : Z — C(X,Y) continua,
P(g) : Z x X — Y es continua. Es decir, se resuelve 2). Dada ¢ : Z — C(X,Y) continua,
tenemos el siguiente diagrama,

ZXX—>CXY

\ J{EU
Entonces (g) es continua si ev lo es.

En definitiva, queremos darle una topologia a Hom(X,Y) (que denotamos C(X,Y)) tal
que:

1. Si f: Z x X — Y es continua, entonces ¢(f) : Z — C(X,Y) es continua.
2. ev:C(X,Y) x X — Y es continua.
Conseguiremos una topologia que cumpla 1), y que cumpla 2’) cuando X es localmente

compacto y T,. Esa topologia va a llamarse topologfa compacto abierta y lo que se tendra
es:

Ley exponencial para espacios topolégicos. Dados X, Y, Z espacios topolégicos, si X es
localmente compacto y T, existe una biyeccion

Hom(Z x X, Y) + Hom(Z,C(X,Y)) ,

donde C(X,Y) tiene la topologia compacto abierta.
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Definicién. Sean X,Y espacios topolégicos, K = X compacto y U < Y abierto. Sea
S(K,U) = {f : X — Ycontinua | f(K) € U} < Hom(X,Y). La topologia compacto
abierta en Hom(X,Y) es la que tiene como sub-base a B = {S(K, U)}kcx compacto- Notar

UCY abierto
que Vx € X, S(x,U) es un elemento de la sub-base con K = {x}. Esto nos dice que esta

topologia es més fina que la topologia convergencia puntual.
Proposicién 1. La topologia compacto abierta cumple 1).

Demostracién. Basta probar que si S(K, U) es un abierto de la sub-base, entonces ¢(f) ' (S(K, U))
es abierto en Z. Veamos que (¢(f)~1(S(K,U)) es cerrado en Z. Como f es continua,
f~H(U) € Z x X es abierto. Entonces (f ' (U) n Z x K) < Z x K es abierto. Luego (f~1(U) n

Z x K)® es cerrado en Z x K. Como K es compacto pz((f~1(U) n Z x K)¢) es cerrado en Z.

Pero pz((f~1(U) n Z x K)°) = {ze Z | Fk e K tal que f(z,k) ¢ U} = (¢(f)~1(S(K,U))) .

|

Proposicién 2. Si X es localmente compacto y T, entonces la topologia compacto abierta
cumple 2').

Demostracién. Sea U C Y abierto, y sea (fp,x9) € C(X,Y) x X tal que ev(fy, x9) € U.
Debemos ver que existe A abierto de C(X,Y) x X tal que (fo,x0) € Ay ev(A)  U. Te-
nemos que xg € f, L(U) = W, con W abierto de X, pues fy es continua. Entonces, como
X es localmente compacto y Hausdorff, 3V < X abiertotalque xp e V2 V< Wy Ves
compacto. Sea A = S(V,U) x V, notamos que (fo, x9) € Ayev(A) = U. R

Por lo tanto, hemos probado asi la ley exponencial para espacios topolégicos. Termina-
mos este capitulo con una observacién sobre esta topologia.

Observacién. SiC’(X,Y) es una topologia en Hom(X,Y) talqueev: C'(X,Y) x X — Yes
continua, entonces C’(X,Y) es mas fina que C(X,Y). Esto es porque siev : C'(X,Y) — Yes
continua, por la proposicién 1, ¢(ev) : C'(X,Y) — C(X,Y) es continua. Pero ¢(ev)(h)(x) =
ev(h, x) = h(x), es decir ¢(ev) = Lyop(xy)-

6.3. Ejercicios

1. Sean X e Y espacios topoldgicos. Dotamos a C(X, Y) de la topologia compacto-abierta
Tcq.-Paracaday e Y,sea¢, : X —> Yla funcién constante con valor y, ysea¢ : Y —
C(X,Y), definida por ¢(y) = ¢,. Entonces ¢ es un homeomorfismo a su imagen y, si
Y es Hausdorff, tiene imagen cerrada.

2. a) PruebequeYes Ty, Ty, T siysolosi (C(X,Y), T.a.) es Ty, Ty, Tp respectivamente.

b) Pruebe que Y es regular siy sélosi (C(X,Y), T..q.) es regular. 1

¢) Muestre que si Y es normal, entonces no necesariamente (C(X,Y), Tc.q.) lo es.

15iU < V, entonces S(K,U) < S(K, V).
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6.3. Ejercicios

3. Sean X e Y espacios topolégicos, A © X subespacio. Dotamos a C(X,Y) y C(A,Y)
de la topologia compacto-abierta. La funcién restriccion r4 : C(X,Y) — C(A,Y),
definida por r4(f) = f|a, es continua.

4. Sean X, Y y Z espacios topolégicos. Dotamos a C(X,Y), C(Y,Z) y C(X,Z) de la
topologia compacto-abierta. Si Y es localmente compacto y Hausdorff, entonces la
funcién composicién o : C(Y,Z) x C(X,Y) — C(X, Z), definida por o(f,g) = foges
continua. 2

5. Pruebe que si p : E — B es cociente y X es localmente compacto y Hausdorff, enton-
ces p xid: E x X — B x X es cociente.

6. Sean X un espacio topolégico e (Y, d) un espacio métrico. Sobre C(X,Y) se definen
las siguientes topologias:

» Ty la topologia fina, cuya base es
{B(f,9): feC(X,Y),d: X - R continua},

donde B(f,46) = {ge C(X,Y) : d(f(x),g(x)) < d(x) Vx € X}.

» la topologia de la convergencia uniforme, cuya base es
{B°(f,e): feC(X,Y),e>0},

donde p es la distancia definida por p(f, g) = sup{d(f(x),g(x)) : x € X}

» T, la topologia de la convergencia compacta, cuya base es
{Bk(f,e): feC(X,Y),e>0,K < X compacto},
donde Bx(f,e) = {ge C(X,Y) : d(f(x),g(x)) <eVxe K}
Pruebe que:

a) top. fina 2 top. conv. uniforme 2 top. conv. compacta 2 top. conv. puntual

b) Si X es compacto, entonces las topologias de la convergencia uniforme, de la
convergencia compacta y fina coinciden.

c) Si X es discreto, entonces la topologia de la convergencia compacta coincide con
la topologfa de la convergencia puntual

d) Si X es discreto, entonces YX = C(X,Y) y la topologia caja coincide con la fina.

e) (fn) converge a f con la topologia de convergencia compacta si y s6lo si para
todo K < X compacto, f,|x converge a f|kx con la topologia de convergencia
uniforme.

f) La topologia de convergencia compacta y la compacto-abierta coinciden.

1
7. a) Sea f, : R5¢ — Rlasucesién de funciones definida por f,,(x) = o Decida con

cuales de las topologias del ejercicio anterior (f,;) tiene limite.

28i foge S(K,U), encontrar V tal que g(K) € Vy f(V) < U.
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b) Sea f, : (—1,1) — R la sucesién de funciones definida por f,(x) = Yp_; kx*.
Pruebe que la (f,) converge con la topologia de convergencia compacta (y con-
cluya que la funcién limite es continua), pero que no converge con la topologfa
uniforme.

8. Pruebe que el conjunto de las funciones acotadas B = {f : R — R : f acotada}
no es cerrado en RR con la topologfa de convergencia compacta pero si lo es con la
topologia uniforme.
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Adjuncion y CW-complejos

7.1. Espacios de adjuncién

Definicién. Sean X,Y espacios topolégicos, A < X subespacio cerradoy f : A — Y
continua. El espacio de adjuncién X{ ;Y es el que se obtiene de X [[Y identificando los
puntos a € A con f(a) € Y. Concretamente, si R es la relacién de equivalencia generada por
a~ f(a), XU PY = %, la unién disjunta cocientada por esa relacién de equivalencia.
Esta situacién puede representarse en el siguiente diagrama conmutativo:

AL oy
li ] lz
X — X

-C
>-<

Como las inclusiones a la uni6én disjunta son finales, y el cociente es final, {i, f} resulta
una familia final. Es decir que U < X | J¢ Y es abierto (resp. cerrado) si y s6lo si Hu)cy
y f~1(U) < X son abiertos (resp. cerrados). Visto como conjunto, X | J £ Y es la uni6n dis-
juntade X\AeY.

Notar que, como se toma la relaciéon de equivalencia generada por a ~ f(a) y, como
la funcién f no es necesariamente inyectiva, si se tiene a,b € A tales que f(a) = f(b),
esos puntos quedaran automaticamente identificados en el espacio de adjuncién. El espacio
XUJY es el que estd “mads cerca” por la derecha del diagrama original:
f
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7.1. Espacios de adjuncion

Proposicién. El espacio de adjuncién tiene la siguiente propiedad universal: VZ, Vgx, gy
tales que gy f =igx, 39 : X{Js Y — Z tal que

Demostracién. Ejercicio.

Maés en general, puede definirse la nocién de pushout, que queda ilustrada en el si-
guiente diagrama:

En espacios topoldgicos, el pushout va a existir, y se va a construir de manera analoga al

espacio de adjuncién. El espacio P va a ser el cociente del la unién disjunta por la relacién
R generada por f(w) ~ g(w) Yw e W.

Ejemplos de espacios de adjuncidén.
1. La unién disjunta de dos espacios es un caso particular de espacio de adjuncién.

g ——Y

]

X —— X[[Y

2.
x 1oy
[
x 1oy
3,
A4y a

A vl

]

A
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4. Sean F,G < X subespacios cerrados. F u G con la topologia de subespacio de X,
resulta (por el lema del pegado para cerrados) el espacio de adjuncién:

FrG — G

I

F—L s FuG

5. Un cociente de un espacio por un subespacio cerrado es un caso particular de espacio
de adjuncién.

A — =

.

X 15 x/A

6. SeaCX = % el cono de X, es decir el espacio que se obtiene del cilindro X x I

identificando todos los puntos de una de las “tapas”. Notar que se tiene una inclusién
cerrada i : X — CX en la otra tapa. Se define la suspensién de X como el siguiente
espacio de adjuncién (que se obtiene pegando dos conos):

X —— CX
Lo
CX — XX
Y. X denota la suspensién de X.

N

7 &)X

A

Ejercicio.
1. CS" = D",
2. 35" = gntl,
3. CD" = D"+,

4. 3 D" = D"L,
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7.1. Espacios de adjuncion

Solucién.

1. Definimos f : S" x I — D"+ con f(xq,..., x,11,t) = ((1 —t)xy, ..., (1 —t)x,41). Es
claro que f es continua y sobreyectiva. Ademads f se factoriza por el cociente CS”,
porque f(x1, .., xy41,t) = f(y1, - Ynus1,8) sit =s =10t =syx; =y, Vi. Esta f
que ?ale de CS" es biyectiva y ademds es homeomorfismo porque CS" es compacto y
D"l es T,.

2. Por la parte anterior, basta ver que pegar dos D"*! por sus bordes es homeomorfo
a S"*1. Esto se ve proyectando los bordes de los discos al ecuador, y sus interiores a
ambos hemisferios (uno cada uno). Luego es claro que pasa bien al cociente y se tiene
un homeomorfismo por las mismas razones.

Veamos ahora dos ejemplos més de espacios de adjuncion.

Unidén wedge de espacios. Sean X e Y espacios topoldgicos T1, xg € X, yp € Y, A =
{xo} € Xy f:A— Ylafuncién f(xg) = yo. Obtenemos

{xo0} Ly

o

X 1 s xvy

X v Y eselwedge de X e Y, y consiste en pegarlos en un punto en comun.

Adjuncién de celdas. Si consideramos A = S"~! <> D" = X tenemos

f

sl ——— Y

o

pr L pryy
f

Notamos D" [ J; Y = Y ue”, y decimos que es el espacio que se obtiene de Y adjuntdndole
una n-celda. La funcién f se llama funcién de adjuncién de la celda, y f la funcién carac-

teristica de la celda. La n-celda cerrada es e = f(D") < Y ue”.

Este tiltimo ejemplo es de mucho interés y vamos a desarrollarlo con mds profundidad.
Para co