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Introduccion

Este texto pretende dar una introduccion a los temas de calculo en va-
rias variables reales, y para ello no presupone conocimientos de dlgebra
lineal: las nociones y propiedades de vectores, subespacios y matrices
necesarias para el desarrollo del calculo estan presentadas en los pri-
meros capitulos. Esta presentacion incluye las ideas de clasificacion de
superficies cuadricas, que creemos cumplen una doble funcion: mos-
trar la utilidad de las herramientas de matrices, y desarrollar una buena
vision geométrica de los temas de extremos locales de funciones que
visitaremos al final del texto.

S1 bien el tratamiento es riguroso, hemos omitido la mayor parte de las
demostraciones de los teoremas que enunciamos y utilizamos, concen-
trindonos mas en sus interpretaciones, aplicaciones y usos. El lector
interesado en las pruebas puede recurrir a textos clasicos de Calculo
como el de Stewart “Calculo de varias variables” [6], o el texto del que
suscribe “Calculo y Analisis” [3].

Hemos incluido lecciones grabadas en video que recorren todos los
temas de este texto de manera coherente, que pueden verse online o
descargarse para ver luego. Los hipervinculos a esos videos pueden
hallarse al comienzo de cada seccion. No es necesario haber leido la
seccion correspondiente antes de ver la leccion grabada en video; mas
bien el texto funciona como un acompananate de aquellas clases, para
leer y reforzar conceptos y ejemplos luego de la clase.

En el mismo espiritu, hemos usado el software GeoGebra para ilustrar
muchos de los ejemplos que se presentan en el texto; el lector hallara
que clickeando en el hipervinculo correspondiente se abre una pagina
web de GeoGebra. En ocasiones el applet de Geogebra tiene sliders
para modificar los graficos presentados de manera dinamica; en todos


https://mega.nz/file/hEcyDLZT#6JC8LNU7XgYBf0nWezaPz6ixjkuw734Ec0E4gVR_hQk
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los casos las figuras espaciales pueden rotarse usando el mouse, y la
escala del dibujo (zoom) se puede cambiar usando la rueda del mouse.
En muchas ocasiones estas visualizaciones son de gran ayuda; en otros
casos son simples curiosidades o juegos visuales. Dejamos en manos
del lector experimentar y decidir cudl es el caso en cada una de ellas, ya
que esto es en general una apreciacion puramente subjetiva y personal.

Buenos Aires, Abril de 2021.
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Capitulo 1

Vectores y sistemas
lineales

El simbolo 2 de camino sinuoso indica “precaucion” o “atencion’.

Para profundizar en los temas desarrollados en los primeros capitulos,
recomendamos el libro de texto de Serge Lang “Introduccion al Alge-
bra Lineal” [2].

1.1. Operaciones con vectores

e Corresponde a clases en video 1.1y 1.2

DEFINICION 1.1.1 (Vectores). Un vector es una flecha que tiene

1. direccion (dada por la recta .

que la contiene), .- direccion

2. sentido (dado por el lado ha-
cia el que apunta la flecha),

3. longitud (dado por el largo -
desde el comienzo hasta el
final.

= El punto del comienzo es el origen del vector y el punto del final
el extremo.

= Para poder comparar vectores, €s necesario que tengan un origen
comun.


https://drive.google.com/file/d/1L-dlCGp62BC4E658rOVcGrWZA3qpC1w6/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1IDVrEWuM3AjPCwnT_qG6XNTBM-lcdqIA/view?usp=sharing
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DEFINICION 1.1.2 (Pares ordenados). Denotamos con R =R x R al
conjunto de pares ordenados de numeros reales:

R*={(a,b):a,b € R}.

Los pares ordenados de nume-
ros reales se pueden represen-

Yy } tar en el plano con dos ejes per-

N V = (v, v9) pendiculares, el eje horizontal

| donde van las x es el eje de

! _ abcisas y el eje vertical don-

(0,0) Vi X de van las y es el eje de orde-

Figura 1.1: Plano cartesiano nadas. Este plano se denomina

plano euclideo o plano carte-
siano.

2 El orden es importante: el par (1,3) es distinto del par (3,1).

DEFINICION 1.1.3 (Producto cartesiano). Dados dos conjuntos A, B,
el producto cartesiano de A con B es el nuevo conjunto que se consigue
tomando pares ordenados de elementos de a y b respectivamente:

AxB={(a,b):acA,becB}.

DEFINICION 1.1.4 (Origen de coordendadas). El par (0,0) es el ori-
gen de coordenadas y 1o anotamos con un cero grande O = (0,0).

DEFINICION 1.1.5 (Vectores en coordenadas). Dado un par ordenado
(a,b) € R?, lo podemos pensar como un punto del plano, pero también
como un vector: dibujamos la flecha con origen en (0,0) y extremo en
(a,b) -ver la Figura 1.1-.

DEFINICION 1.1.6 (Operaciones con vectores). Sean V = (vy,vy) W =
(w1,wq) y A € R. Definimos

P4gina 8 de 191 8 2021
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1. Producto de un vector por un nimero: AV = (Avy,Avy), se mul-
tiplican ambas coordenadas por el mismo numero. Corresponde
geométricamente a estirar, contraer o dar vuelta el vector (esto
ultimo con nimeros negativos).

/ sV,

Figura 1.2: Producto de un niimero por el vector V.

2V

_1/2V
~V

2. Suma de vectores: V + W = (v; + wy,v9 + ws), se suman coor-
denada a coordenada. Corresponde geométricamente a tomar el
vértico opuesto del paralelogramo formado por V' 'y W:

Figura 1.3: Suma de los vectores V,W.

PROPIEDADES 1.1.7 (suma de vectores). Sean V,W,Z vectores y
sean Q, B € R.

1. La suma es conmutativa y asociativa: V4+W =W +V y (V +
W)+Z=V+(W+2Z).

2. El vector nulo (el origen) es el neutro de la suma: V40O =V.
3. Multiplicar por el numero 0 devuelve el origen: 0.V = O.

4. El producto por nimeros distribuye con la suma: oV + W) =
oV + oW y también (ot + )V = aV + V.

2021 9 P4gina 9 de 191
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5. El vector opuesto se consigue multiplicando por —1: s1 —V =
(—1).V entonces V4 (—V)=V -V =0.

DEFINICION 1.1.8 (Longitud de un vector). Si V = (v1,v5) € R%, su
longitud se calcula usando el Teorema de Pitagoras que relaciona los
lados de un tridngulo rectangulo. Definimos

IVl = /493

la norma de V, que no es otra cosa que su longitud (ver Figura 1.1).

PROPIEDADES 1.1.9 (Norma y operaciones con vectores). Sean V, W
vectores y A € R.

1. ||V|| > 0 paratodo V.
2. ||V||=0siyso6losiV =0.

3. ||IAV|| = |A|||V]| donde |A| denota el médulo del nimero A.

4. |[V+W| < ||V||+]||W|| (desigualdad triangular).

DEFINICION 1.1.10 (Producto interno). Si V = (v, ve) y W = (wy, wo)
entonces el producto interno de V con W es un numero real que puede
ser cero, positivo o negativo:

V-W =viwi+ vows.
Otra notacién: V- W = (V, W),
PROPIEDADES 1.1.11 (Producto interno y operaciones con vecto-
res). Sean V,W,Z vectores y A € R.
1. V.V=|V|-
2. AV)-W=MV-W)=V-(AW), “saca escalares” .

3. (V4+W)-Z=V-Z+W-Z, “propiedad distributiva”..

P4gina 10 de 191 10 2021
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4. V-W = ||V||W] cosc.

De la ultima propiedad, si V,W # O, podemos escribir

V-W
CoSOL = : (1.1.1)
Vv

Figura 1.4: Angulo entre V,W. En el segundo caso el dngulo es recto.

Como |cosa| < 1 para cualquier angulo a., se tiene la desigualdad de
Cauchy-Schwarz

—[VIHWI <v-w < |V][[W].

DEFINICION 1.1.12 (Vectores ortogonales). Decimos que V,W son
ortogonales si son perpendiculares, y lo denotamos V | W.

OBSERVACION 1.1.13 (Ortogonalidad y producto interno). Dos vec-
tores V,W son ortogonales <> el dngulo que forman es o0 = £5 (90
grados) < se tiene coso = 0, y esto ultimo por la ecuacion (1.1.1) es
equivalente aque V - W = 0. Luego

VIiW<V-W=0. (1.1.2)

OBSERVACION 1.1.14 (Vectores en R®). El espacio euclideo se re-
presenta con ternas ordenadas V = (vq,v9,v3) € R?, las operaciones son
similares a las de R?. En general si V = (v{,vs,---,v,) € R" (y lo mismo
para W.Z), definimos

1. AV = (A, Avg, -+ Avy)

2. VAW = (vi+wi,va+wa, - v +wy)

2021 11 P4gina 11 de 191
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3. VI = /Vi+vi+-- 2
4. V-W =vwi+vowe 4+ - - - +v,w,,.

Estas operaciones tienen las mismas propiedades ya enunciadas en
1.1.7,1.1.9y 1.1.11.

2 Dados V,W € R" podemos pensar que estan en un plano bidimen-
sional, luego aplican las reglas geométricas para producto por nimeros
y suma (usando la ley del paralelogramo). Es mas, esta bien definido
el angulo entre ellos, y se calcula usando la ecuacion (1.1.1). También
vale por este motivoV - W =0V L W =0.

1.2. Rectas y planos

e Corresponde a clases en video 1.3, 1.4, 1.5a, 1.5b, 1.5¢, 1.6, 1.7, 1.8

DEFINICION 1.2.1 (Forma paramétrica de la recta). Dados V, P € R"
con V # O, consideramos la ecuacion paramétrica de la recta L dada
por

L:tV+P, teR.

El vector V es el vector director de la recta, el punto P es el punto de
paso de la recta y el numero ¢ es el pardmetro de la recta.

DEFINICION 1.2.2 (Recta y segmento entre dos puntos). Dados P #
Q € R”", determinan una unica recta con vector director Q — P ya que
V = P —Q es una copia del segmento entre Py Q pero ahora con origen
en O. La ecuacion de esta recta es entonces

L:t(Q—P)+P, teR.

- P
T---__0 p 0 Q

Q—P "~--__ I'=5(Q—P),seR
Figura 1.5: Recta que pasa por los puntos P, Q.
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Cuando ¢ = 0 obtenemos P y cuando ¢ = 1 obtenemos Q. Si queremos
unicamente los puntos entre Py Q (el segmento entre Py Q), restrin-
gimos el parametro al intervalo pidiendo 7 € [0, 1].

DEFINICION 1.2.3 (Rectas paralelas). Decimos que las rectas L, Ly C
R”" son paralelas si los vectores directores estan alineados (tienen la
misma direccion). Esto es, si

Li:tV+P Lo :sW+0Q

con los parametros s,t € R, entonces L; es paralela a Ly (denotado
Li//Ly) siy s6losiV =AW para algin A € R. Equivalentemente, como
V,W son no nulos, son paralelas siy s6lo si W = aV para algin o € R.

2 Las rectas L,L' de la Figura 1.5 son paralelas.

DEFINICION 1.2.4 (Forma paramétrica del plano). Dados V,W,P &
R", el plano T generado por V,W que pasa por P tiene ecuacion

IT:sV+tW+P, s,teR.

Los vectores V,W son los generadores de Il y s,t son los pardmetros.

OBSERVACION 1.2.5 (Plano que pasa por tres puntos). Si P,Q,R €
R” no estan alineados, existe un unico plano IT que pasa por los tres
puntos. Su ecuacion paramétrica es

IM:s(Q—P)+t(R—P)+P, s,tER.

2021 13 P4gina 13 de 191
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[M=a(Q—P)+B(R—P), a,pER

Figura 1.6: Plano 11 que contiene a los puntos P,Q,R (en rojo).

DEFINICION 1.2.6 (Producto vectorial). Si V,W € R3, el producto
vectorial de V con W es un nuevo vector que es ortogonal a ambos,
denotado V x W. Se calcula armando una matriz 3 X 3 con V,W como
segunda y tercera fila:

i ok
VXW= Vi Vo V3 | = (V2W3 — V3Wo, V3w — ViWg, ViWg — V2W1).
w1 W2 Ws

2 El producto vectorial da el vector nulo si y solo si los vectores estan
alineados: VxW =0 = V=AW 6 W=AV.

PROPIEDADES 1.2.7 (del producto vectorial). Sean V,W,Z € R3, A €
R. Entonces

I. VXW =—-W XV (no es conmutativo).
2. (VW)X Z=VXZ+W xZ.
3. W) xW =AMV XW)=V x (AW).

OBSERVACION 1.2.8. Si IT: sV + W es un plano por el origen (s, €
R), entonces

(VXW)-(sV+IW) =V xW-(sV)+V x W - (tW)
—t(VXW)-V+s(VXW)-W=10+50=0

Pdgina 14 de 191 14 2021



FCEN-UBA Algebra lineal y Célculo

por las propiedades recién enunciadas. Entonces V X W tiene producto
interno nulo contra cualquier punto del plano I1. Luego V X W es per-
pendicular a cualquier punto del plano I1, por lo remarcado en (1.1.2).

DEFINICION 1.2.9 (Vector normal a un plano). Siw: sV +-tW 4 P es
un plano en R®, un vector normal Ny del plano IT es cualquier vector
no nulo que sea ortogonal a todos los puntos del plano.

2 Por la observacion previa, siempre podemos tomar Ny =V X W si
V,W son generadores del plano.

Figura 1.7: X € Il siy solo si X — P | Ny.

DEFINICION 1.2.10 (Ecuacién implicita del plano). Sea II: sV +
tW + P C R3 un plano, Ny =V x W = (a,b,c) un vector normal al
plano, entonce la ecuacién implicita del plano es IT: (X —P) -N; =0
(ver Figura 1.7). Equivalentemente

H . X : NTC — P ‘ NTC'
En coordendas, si X = (x,y,z) entonces la ecuacién implicita es
I1: ax+by+cz=d,

donde d = P- N € R. Los numeros a, b, c,d son los coeficientes de la
ecuacion. Una tal ecucacion es una ecuacion lineal.

DEFINICION 1.2.11 (Posiciones relativas). Dos rectas Ly, Lo C R" son

2021 15 P4gina 15 de 191
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1. Paralelas si tienen vectores directores alineados.
2. Ortogonales si se cortan y tiene vectores directores ortogonales.

3. Alabeadas s1 no se cortan pero tampoco son paralelas.

Dos planos IT;,IT; C R® son paralelos si tienen vectores normales pa-
ralelos; equivalentemente si N = AN, para algtin A € R. Los planos de
la Figura 1.6 son paralelos.

Figura 1.8: La interseccion de dos planos (no paralelos) en R3 es una recta.

PROPOSICION 1.2.12 (Dos planos en R3). Si IT; # Iy no son para-
lelos, entonces se cortan a lo largo de una recta en R3: TI; N 11y = L.

1.3. Sistemas de ecuaciones lineales

e Corresponde a clases en video 1.9, 1.10

DEFINICION 1.3.1 (Sistema). Un sistema en n variables y con k ecua-
ciones se escribe como

y

|
S

anxy+ apXe+ -+ apXx, =

S a21X1‘|—6122X2.‘|—""|'a2an = by (131)

I
~

| @riX1 + QraXo + -+ QinXn
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» Los numeros a;; con i =1,2,...,k, j =1,2,...,n son los coefi-
cientes de las ecuaciones del sistema.

= El sistema es homogéneo si todos los b; (los términos indepen-
dientes) son nulos.

» Una solucion del sistema es una n-upla X = (x1,x,...,X,) que
verifica simultdneamente todas las ecuaciones.

= Cuando se pide hallar las soluciones del sistema, siempre se en-
tiende que queremos hallar fodas las soluciones, todos los X € R”"
que verifican las ecuaciones.

2 Si el sistema es homogéneo, X = O es solucion, decimos que es la
solucion trivial (puede haber otras).

DEFINICION 1.3.2 (Sistemas equivalentes). Dos sistemas de ecua-
ciones S1, So son equivalentes si tienen el mismo conjunto de solucio-
nes.

2 Dos sistemas equivalentes no tienen por qué tener la misma cantidad
de ecuaciones. Por ejemplo

g . 3X+y—2z2 4
) —6x—2y+27 = -8

Sy {3x+y—z=4

son equivalentes porque la segunda ecuacion de S; es en realidad, una
copia de la primera ecuacién (multiplicada por (—2)).

PROPOSICION 1.3.3 (Operaciones con filas). Las operaciones per-
mitidas para transformar un sistema en otro equivalente son dos:

1. Multiplicar una fila por un niimero A # 0 (ambos lados del igual).

2. Sumar dos filas y guardar el resultado en el lugar de cualquiera
de las dos que sumamos.

2021 17 Pdgina 17 de 191
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2 Combinando estas dos operaciones podemos escribir
F+AF, — F, A ER,

que se interpreta como: multiplicar la fila j por A, sumarle la fila i, y
guardar el resultado en el lugar de la fila i.

DEFINICION 1.3.4 (Clasificacién del conjunto de soluciones). Los
sistemas lineales se clasifican en compatibles € incompatibles. 1.os
compatibles tienen al menos una solucion, los incompatibles no tienen
solucion (equivalentemente, el conjunto de soluciones de un sistema
incompatible es vacio).

Los sistemas compatibles se clasifican en compatible determinado (cuan-
do tienen una unica solucion) y compatible indeterminado (cuando tie-
ne mas de una solucidn; en ese caso siempre tiene infinitas soluciones).

SISTEMA LINEAL

/

INCOMPATIBLE COMPATIBLE

(sin solucion)
Sol. =0 / \

DETERMINADO INDETERMINADO

(Unica solucidn) (infinitas soluciones)
Sol. = {P} Sol. = recta, plano, etc.

Figura 1.9: Clasificacion de los sistemas de ecuaciones lineales.

DEFINICION 1.3.5 (Matriz ampliada de un sistema lineal). Dado un
sistema lineal como (1.3.1), podemos escribir su matriz ampliada co-
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mo
(6111 dig - dip bl\

agy dgo -+ Az, by

Kakl A2+ Ggn | Di )

El bloque que estd a la izquierda de 1a barra vertical se denomina matriz
del sistema; esta matriz tiene n columnas y k filas.

DEFINICION 1.3.6 (Método de Gauss y matriz escalonada). El mé-
todo de Gauss para resolver un sistema lineal consiste en hacer ope-
raciones con las filas de la matriz ampliada, hasta obtener una matriz
escalonada: cada fila de una matriz escalonada tiene su primer coefi-
ciente no nulo (comenzando desde la1zquierda) a la derecha del primer
coeficiente no nulo de la fila superior.

( an ayp - Ay bl\

0 age -+ as,|by

o 0 el

2 Puede ocurrir que el primer coeficiente no nulo de la fila inferior esté

varios lugares a la derecha, como en este ejemplo de matriz escalona-
da:

3 0-2 7-4 0-2|2
0003 1-210]. (1.3.2)
00000 7-1)2

DEFINICION 1.3.7 (Ecuaciones independientes). En una matriz (o un
sistema) escalonado, las ecuaciones son independientes (descartamos
las filas de ceros). La cantidad de filas (ecucaciones) independientes es
la cantidad de restricciones del sistema.

DEFINICION 1.3.8 (Solucidn de un sistema lineal). Se busca dar una
expresion paramétrica del conjunto de soluciones del sistema, la di-
mension del conjunto solucion es la cantidad de parametros indepen-
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dientes. Se puede calcular la dimension del conjunto como la dimen-
sion del espacio total menos la cantidad de restricciones (cantidad de
ecuaciones independientes).

EJEMPLO 1.3.9 (Soluciones del sistema (1.3.2)). Como la matriz del
sistema (sin ampliar) tiene 7 columnas, es un sistema con siete varia-
bles y las soluciones son de la forma X = (xq,x2,x3,X4,X5,Xg,X7). El
sistema esta escalonado, las tres ecuaciones son indpendientes. El con-
junto solucion tiene que tener dimension 7 — 3 = 4; la solucion se tiene
que poder expresar usando 4 parametros independientes. Lo resolve-
mos: la ultima fila se reescribe como ecuacion

7x6 — X7 — 2.
De aqui despejamos la variable xg en funcion de x;
Txg = 24 x7 = x6 = Y7127 + 2/7.

La segunda fila se corresponde con la ecuacion 3x4 + x5 — 2xg +x7 = 0.
De aqui despejamos 3x4 = —x5 + 2xg — x7. Reemplazando la variable
Xg en funcion de la x; segun lo deducido de la tercer fila, y dividiendo
luego por 3, se obtiene

x4 = —1/3 x5 — 5/21 x7 + 4/21.

De la primer fila despejamos la variable x; en funcion de las demas
variables, reemplazando ademas las variables xg y x5 por los valores ya
despejados (que estaban en funcion de las variables x5 y x7):

x1 = 2/3 X3+ 19/9 x5+ /9 x7 4 2/9.

vari X9,X3,X5,X7 QU vari ' :
Las variables x9,x3, X5, edaron como variables libres: son los 4
parametros independientes. La solucion general del sistema es

(2 +19 +11 +2 —1 ) +4 1 +2 )
— X3+ — X5+ — X7+ =, X0,X3,— X5 — — X7+ —, X5, = X7+ =, X
3 3 9 5 9 7 97 29A3y 3 ) 21 7 217 577 7 77 7

que se puede reescribir usando las propiedades de las operaciones con
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vectores como

Sol. = x5(0,1,0,0,0,0,0) +x3(2/3,0,1,0,0,0,0) +x5(19/5,0,0, 1/3,1,0,
+x7(1/9,0,0,-5/21,0,1/7,1) + (2/9,0,0,4/21,0,2/7,0).

Podemos cambiar el nombre de los cuatro parametros independientes
y reescribir la solucion

Sol. = 0,(0,1,0,0,0,0,0) + B(2/3,0,1,0,0,0,0) +v(19/5,0,0, -1/3,1,0,0)
_|_ 8(11/97 07 O? _5/217 07 1/77 1) _|_ (2/97 07 074/217 032/77 O) a’? B7Y? 8 E R

de donde es claro que el conjunto solucion tiene dimension 4.

1.4. Matrices

e Corresponde a clases en video 1.11, 1.12, 1.13

DEFINICION 1.4.1 (R**"), Es el conjunto de los arreglos de nime-
ros (o coeficientes) de k filas y n columnas ubicados en un rectangulo,
encerrado por paréntesis (- ) o corchetes |- ].

(6111 dig - Cl1n\

do1 dzo ‘- A9
A=|" | e RPN

\au @z dia )

Las entradas se indican con un subindice, el primero indica la fila y el
segundo la columna. Asi por ejemplo agq es el coeficiente de la segunda
fila y la primer columna, mientras que a9 €s el coeficiente de la primer
fila y la segunda columna.

2 Dado un vector V € R?, podemos pensarlo como un vector fila (ma-
triz en R™*%), o como un vector columna (matriz de R?*!), segiin se
indique (o sea conveniente).

DEFINICION 1.4.2 (Operaciones con matrices: suma y producto por
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ndmeros). Sean A, B € R®". Entonces la suma A + B € R**" se calcula
lugar a lugar. El producto de la matriz A por el nimero A da también
una matriz del mismo tamano, cuyas entradas se obtienen multiplican-
do todas las entradas de A por A. Valen las propiedades distributivas de
suma con producto.

DEFINICION 1.4.3 (Operaciones con matrices: producto). Si A € Rk*”
y B € R4 se calcula el producto AB haciendo el producto interno de
las filas de A por las columnas de B, obteniéndose una matriz de k£ X d,
de la siguiente manera:

(— F —\ (FI.C1 F-Cy - Fl'Cd\
=" |lae of=|BORE G
K; Fy ;) \Fk:Cl F-Cy --- Fk'.Cd)

2 El producto se puede hacer si y solo si la cantidad de columnas de
A (la matriz de la izquierda) es i1gual a la cantidad de filas de B (la
matriz de la derecha; en el ejemplo de arriba este numero es n. Asi
cada F; tiene de largo n lugares, y cada C; también. De esta manera, el
producto interno de F; con C; esta bien definido.

2 Aunque se puedan calcular ambos productos, en general AB # BA.

PROPIEDADES 1.4.4 (Distributiva de la suma y el producto de ma-
trices). Si A, B tienen el mismo tamafo, se pueden sumar. Si C tiene el
tamafno adecuado para poder multiplicar por A (y por B) a la izquierda,
entonces también se puede multiplicar por A + B (a la izquierda) y vale

C-(A+B)=C-A+C-B.

Lo mismo aplica si puede hacerse el producto por la derecha.

DEFINICION 1.4.5 (Matriz traspuesta). Si A € R, 1a matriz tras-
puesta de A (denotada A") es la matriz que se obtiene intercambiando
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las filas de A por las columnas de A. Entonces A’ € R™*. Por ejemplo

2 3
A=|-1 0 |er?? — ar— (2t d) g
Ao 302 ‘

2 S1 A € R™" (es una matriz cuadrada, es decir, tiene la misma can-
tidad de filas que de columnas) entonces la matriz traspuesta de A se
obtiene haciendo una reflexion de los coeficientes de A respecto de la
diagonal. Decimos entonces que A es simétrica si A’ = A.

OBSERVACION 1.4.6 (Escritura de un sistema lineal usando el pro-
ducto). Si A € R®" es la matriz de coeficientes de un sistema lineal y
X € R" es el vector de las variables, el sistema (1.3.1) se puede escribir

cOmo
AX =b

donde b € R¥ es el vector columna de los términos independientes (hay
tantos como filas). Esto es porque

(6111 ayg - Cl1n\ (Xl\ (6111X1+d12)€2+“'+611nxn\
X2

Ao Agg -+ Ay ag1X1 1 AgoXo + - - - + dopXy

AX: . . —

\akl k2 *** Qi ) \xn ) Kak1x1+ak2x2:‘|‘"“|‘aknxn )

Igualando este vector columna al vector columna b, recuperamos el
sistema de ecuaciones lineales (1.3.1).

DEFINICION 1.4.7 (Sistema homogéneo asociado). Dado el sistema
lineal AX = b, el sistema homogéneo asociado es el sistema lineal
AX = O, donde O denota el vector columna de ceros (del mismo largo
que el vector columna b).

OBSERVACION 1.4.8. Sea AX = b sistema lineal. Entonces
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1. S1 V es solucion del sistema homogéneo asociado y P es solu-
cion del sistema original, entonces V + P también es solucion del
sistema original:

A(V+P)=AV +AP=0+b=0b.

2. Si P,Q son soluciones del sistema original, entonces V = P — Q
es solucion del sistema homogéneo asociado:

AV =A(P—Q)=AP—AQ=b—b=0.

3. Si Sy es el conjunto de rodas las soluciones del sistema homogé-
neo, y P es solucion del sistema original, entonces

Sb:SQ+P:{V—|—P2V€SO}

es el conjunto de fodas las soluciones del sistema original.

DEFINICION 1.4.9 (Combinacion lineal). Una combinacion lineal de
dos vectores (o dos matrices) V,W que estan en el mismo espacio, es
cualquier suma de dos multiplos de V, W. Es decir, cualquier elemento

de la forma
oV + W o, €R.

2 S1 V. W son dos soluciones de un sistema homogéneo, cualquier com-
binacion lineal de ellos también es solucion del mismo sistema homo-
géneo.

PROPIEDADES 1.4.10 (de un sistema homogéneo). Sea AX = O un
sistema homogéneo. Entonces

1. SiV es solucién, AV es solucion para cualquier A € R:

A(MV) = MAV) = A0 = O.
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2. S1V,W son soluciones, entonces la suma es solucion:

A(V+W)=AV +AW =0+ 0 = 0.

DEFINICION 1.4.11 (Subespacio). Un subespacio S de R" es el con-
junto de soluciones de un sistema homogéneo. Equivalentemente, es
un conjunto S C R" tal que

1. 0eS
2. VeSS = AV e Sparatodo A € R.

3.V WeES=V+WES.

2 Cualquier combinacion lineal de elementos de un subespacio es tam-
bién un elemento del subespacio.

OBSERVACION 1.4.12 (Rectas y planos como subespacios). Una rec-
ta es un subespacio si y solo si contiene al origen. Lo mismo ocurre con
un plano cualquiera: es un subespacio si y solo si contiene al origen.

DEFINICION 1.4.13 (Generadores de un subespacio). Los vectores
Vi,Vo,--- .V, € R" son generadores del subespacio S C R" s1 todo ele-
mento de S se puede escribir como combinacion lineal de estos vecto-
res: s1 X € S, existen 0, Olo, ..., 0, € R tales que

X =ouyVi+0oVo+---+0a,V,.

EJEMPLO 1.4.14 (Planos y rectas). Dada una recta por el origen, es
un subespacio y si tenemos su forma paramétrica L :tV,t € R, entonces
el generador es V (alcanza con uno solo).

Dado un plano por el origen, si tenemos su forma paramétrica II :
tV+sW, s,t € R, entonces los generadores son V, W (necesitamos dos
generadores).
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EJEMPLO 1.4.15 (Comprobar si un vector esta en un subespacio). Si
V =(1,3,1),W = (0,2,—1) son generadores del subesapacio S, para
saber si P = (2,1,7) es un elemento de S, hay que plantear

(2,1,7) = o(1,3,1) + B(0,2, —1).

Igualando las coordenadas obtenemos un sistema lineal con tres ecua-
ciones (hay tres coordenadas) y dos incdgnitas (o y 3). Su matriz am-
pliada es

_— D
_ N O
—_ DN

S1 hacemos F3 — F; — F3, luego F, — 3F; — F5, y finalmente 2F3+ F» —
F3, llegamos a
1 02
0 215
0 0|5
La ultima ecuacion dice 0 = 5 entonces el sistema es incompatible.
Esto nos dice que P no pertenece a S, lo escribimos como P ¢ S.

DEFINICION 1.4.16 (Matriz nula y matriz identidad). La matriz nula
es aquella cuyas entradas son todas 0, la denotamos Oy, 0 O si se
entiende su tamafo del contexto. Es el neutro de la suma: para toda
matriz A € R¥*" se tiene

A+0=A.

La matriz identidad es la matriz cuadrada de n X n cuyas entradas son
todas nulas salvo las de la diagonal, que son 1, la denotamos I,,. Por

ejemplo:
00 (1000)
10 0100
112: , 1[3: 0107 114:
01 00 1 0010
\000 1)
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Es el neutro del producto de las matrices de n X n: si A € R**" entonces

AL =A=1T,A.

DEFINICION 1.4.17 (Matriz inversa). Si A € R, decimos que A
tiene inversa (o que A es inversible) si existe una matriz B € R"*" tal
que

AB =1, = BA.

Si existe, la matriz B es tinica y en general se denota A~ (se lee A a la
menos uno), es la matriz inversa de A. Entonces si A es inversible, vale

AA =T =A"1A.

2 SiA,B € R"" verifican AB = I,,, entonces A es la (Unica) inversa de
B y reciprocamente B es la (inica) inversa de A. Se puede probar que
en ese caso la condicion BA = [, se cumple automaticamente (no hace
falta chequearla).

OBSERVACION 1.4.18 (Calculo de la matriz inversa). Para ver siA €
R™*" tiene inversa (y calcularla en ese caso), planteamos un sistema con
matriz ampliada que a la derecha lleva la matriz identidad: (A|I,,) o mas

- 0)

- 0

explicitamente

(6111 aig - dip

dg1 dgo -+ Aoy

e OO
_ O

\awt a2+ 0 0 1)

Aplicamos el método de Gauss a la matriz de la izquierda, hay que
escalonar debajo de la diagonal y luego también arriba de la diagonal.

= Supongamos que llegamos a (I,|B). Entonces A es inversible y
La matriz de la derecha es la inversa de A. Es decir, luego de
escalonar obtenemos (I,|A™1).

2021 27 Pdgina 27 de 191



FCEN-UBA Algebra lineal y Célculo

= Si al triangular, a la 1zquierda nos queda alguna fila de ceros, la
matriz A no tiene inversa.

PROPIEDADES 1.4.19 (Matrices inversibles y sistemas). Sea A €
R™" la matriz asociada al sistema lineal AX = b (aqui X,b € R") ya
que A es cuadrada; el sistema tiene la misma cantidad de incognitas
que de ecuaciones). Entonces

1. El sistema es compatible determinado s1 y solo si A es inversible.
Si tenemos la inversa A~! entonces

AX=B - A7'(AX)=A"" - ,X=A""p - X=A""D.
Luego la tinica solucién del sistema es X = A~b.

2. S1 b+ O,y A no es inversible, puede tratarse de un sistema in-
compatible o de un sistema compatible indeterminado.

3. Si b = O (sistema homogéneo) entonces

a) La unica solucion es X = O s1y s6lo s1 A es inversible.

b) S1 A no es inversible el sistema es compatible indetermina-
do.

1.5. Determinante

e Corresponde a clase en video 1.14

DEFINICION 1.5.1 (Determinante). Es un nimero real que puede ser
positivo, negativo o nulo, denotado det(A). Cuando tenemos la matriz
podemos cambiar los paréntesis por barras verticales para indicar que
se trata del determinante. Se calcula en A € R**? de la siguiente mane-

—d an dig |
= det = dq1dg — A12a9;.
dg1 A2

ra.
ain a2

dg1 dz2
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Para matrices de 3 X 3 se elige una fila 0 una columna y se desarrolla
siguiendo la regla de signos

+ — +
__I__
+ — 4

y tomando los determinantes de las matrices que quedan al tachar esa
fila y esa columna.

EJEMPLO 1.5.2 (Determinante de una matriz 3 x 3). Calculamos por
la primer fila

3 2-7
2 0 10 1 2
det(A)=|1 2 0 :329 — 49+(—7)42
4-2 9

—3(2.9-0(—2))—2(1-9—0-4) —7(1(~2) —2-4)
=3-18—-2-9—-7(—10) =54 —18+70 = 106.

Entonces det(A) = 106. Si intentamos por otra fila (o columna), llega-
mos al mismo resultado. Por ejemplo, si lo calculamos por la segunda
fila:

32-7
2 -7 3-7 3 2
120]|=(-1) +2 —0
-2 4 4-2
4-2 9 ) )

(—1)(2:9— (=7)(=2))+2(3-9— (=7)-4) -0
(—1)(18 — 14) +2(27 + 28)
(—1)4+2-55 = —4+110 = 106.

2 Es conveniente calcular el determinante usando la fila (o la columna)
que tenga mas ceros.

EJEMPLO 1.5.3 (Determinante de una matriz de 4 x 4). La regla de
los signos es similar a la de 3 X 3, se comienza con un + en el lugar 11
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(la esquina superior izquierda) y se van alternando los signos:

[+ =+ =)
-+ — +
+ — +

G

Damos un ejemplo, calculemos el determinante de la matriz

2-1 03
30-20
1-1 43|
2301

Desarrollamos por la segunda fila:

105 205 2-15 2-1 0
=(-1)-3]-1 43[+0[143|—(-2)|1-1 3|+0|1-1 4.
301 20 1 231 230

Hay dos términos nulos (en la fila habia dos ceros). Calculamos los dos
determinantes de 3 X 3 que quedaron (desarrollando por alguna fila o
columna; por ejemplo el primero es conveniente desarrollarlo por la
segunda columna, ya que tiene dos ceros). Obtenemos

det(B) = —3-(—16)+2-0 = 48.

PROPIEDADES 1.5.4 (del determinante). Sean A,B € R™", A € R.
Entonces

1. det(A") = det(A).
2. det(A¥) = (det(A))* para todo k € N.
3. det(AB) = det(BA) = det(A) det(B)

4. det(AA) = N"det(A)
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2 En general es FALSO que det(A + B) = det(A) + det(B), es decir el
determinante no es una funcion lineal.

TEOREMA 1.5.5 (Determinante versus inversa). Sea A € R"*". En-
tonces A tiene inversa si 'y solo si det(A) # 0.

COROLARIO 1.5.6. Si A, B son matrices inversibles del mismo tama-
fio, entonces AB también es inversible (y lo mismo vale para BA pero
cuidado que BA # AB).

COROLARIO 1.5.7. Un sistema homogéneo cuadrado (misma canti-
dad de ecuaciones que de incognitas) es compatible determinado (tiene
unica solucion, la solucion trivial X = Q) si y solo si el determinante
de la matriz del sistema es no nulo.
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Capitulo 2

Subespacios, autovalores y
diagonalizacion

2.1. Bases de subespacios
e Corresponde a clases grabadas 2.1, 2.2, 2.3a, 2.3b, 2.4, 2.5

DEFINICION 2.1.1 (Independencia lineal). Dados Vi, Vs, ...,V € R"
son linealmente independientes si 1a inica manera de obtener una com-
binacion lineal de ellos que da cero, es tomando todos los coeficientes
0. Es decir, s1 0, 0o, . .., 0 € R son tales que

ouVi+oVo+ - +o4Vp =0

es porque O = Olg = --- = 0 = 0. Abreviamos independencia lineal
con L1. S1 los vectores no son l.1., decimos que son linealmente depen-
dientes, abreviado 1.d.

Si los vectores son 1.d. siempre es posible despejar alguno de ellos en
funcion de todos los demds. En la Figura 2.1 el conjunto {V,V,,V3}
es 1.d. porque V3 se puede escribir como combinacion lineal de V;,V,
(esta en el mismo plano que generan ellos dos). También es cierto en
esa figura que V; se puede escribir como combinacion lineal de Vi, V3 y
que V; es combinacion lineal de Vs, V3.

El conjunto {V},V5,V4} es Li. porque Vi, Vs 1o son y ademas Vj no esta

33
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Figura 2.1: El conjunto {V1,V,Vs} es Ld., el conjunto {V1,V2,V4} es Li.

en el plano generado por los dos primeros, luego no es combinacion
lineal de ellos.

OBSERVACION 2.1.2. Los vectores Vi,Va,...,V, son L.d. siy solo si
existe una combinacion lineal no trivial de ellos que da el vector nulo.
Por no trivial queremos decir que alguno (o varios) de los coeficientes
son distintos de cero.

2 Un vector V # O siempre es l.1. El vector nulo V = O es siempre 1.d.
Cualquier conjunto de vectores que incluya al vector nulo es 1.d.

W 1%
W V .
% AN 0
0 0 4

Figura 2.2: En los primeros dos casos {V,W } es Li., en los dos casos restantes es l.d.

2 Dados dos vectores V., W ambos no nulos, el conjunto es 1.d. si y solo
si los vectores estan alineados, esto es, si V = aW (equivalentemente,
siW =fV).

EJEMPLO 2.1.3. Si un conjunto de vectores es 1.d., entonces se puede
despejar algun vector en funcion de los demas, pero no es cierto que se
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puedan despejar fodos en funcion de los demas. Por ejemplo, conside-
remos los vectores V; = (—1,2,0),V, = (2,—4,0),V3 = (0,0,1). Este
conjunto es l.d. porque tomando o; = —2, 0 = 1,03 = 0 tenemos

— 2V + Vo + OV5 = —2(—1,2,0) + (2, —4,0) 4+ 0(0,0,1)
= (2,—4,0)+(2,—4,0)+ (0,0,0) = (0,0,0) = O.

Entonces podemos despejar V; en funcion de los demas:

1
Vl — _§V2 + OV37

también se puede en este caso despejar V5 en funcion de los demas de
manera evidente. Pero no es posible despejar V3 en funcion de Vi, Va:
ellos dos generan la misma recta por el origen L : s(—1,2,0), s € R; el
vector V3 = (0,0,1) no esta en esa recta asi que hallar a, b, s tales que

V3 — aV1 + bV2 — S(—l, 2, 0)

es imposible.

DEFINICION 2.1.4 (Base y dimensién). Los {V4,...,V,} son genera-
dores del subespacio S si VW € § existen a,...,0, € R tales que

W =oyVi+0eVo+---+a,V,.

Una base de S es un conjunto de generadores linealmente independien-
te. En una base, el orden es importante: la base {V, W} es distinta de la
base {W,V}.

La dimension del subespacio S es el numero de vectores de una base
cualquiera (este numero no depende de la base elegida).

EJEMPLO 2.1.5 (Rectas y planos). Una recta por el origen es un
subespacio de dimension 1: con un solo vector no nulo de la recta lo
generamos (un vector no nulo siempre es 1.1.)
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Un plano por el origen es un subespacio de dimension 2: con dos vec-
tores no alineados del plano podemos generarlo (si1 no estan alineados
son L.1.).

Ejemplo: en la Figura 2.1 podemos extraer varias bases del plano marcado: B =
{(V1,Vo}, B'={W,V3}, B = {V,,V3} (y también, por ejemplo, B” = {V,,V1} ya que

el orden es relevante.

PROPIEDADES 2.1.6 (Ecuaciones implicitas y dimension). Sea S C
R" subespacio dado por ecucaciones implicitas: S es el conjunto de
soluciones del sistema lineal homogéneo AX = O. Con el método de
Gauss, obtenemos un sistema equivalente escalonado MX = Q. Des-
cartando las filas de ceros, supongamos que la cantidad de filas de M
es j. Entonces:

e la dimensién del subespacio es dim(S) = n — j, la dimensién del
espacio total menos la cantidad de filas independientes (y no triviales)
del sistema.

2 Atencion que en este resultado se puede usar Unicamente cuando
tenemos las ecuaciones impicitas de S, que son entonces tantas como
filas del sistema homogéneo que lo define. Es decir, si tenemos ecua-
ciones paramétricas, no tiene sentido usar este resultado.

EJEMPLO 2.1.7 (Planos y rectas). Si n = 2, estamos en el plano R?
= | ecuacion lineal homogénea no trivial
ax+by=20
(que no sea la ecuacion O = 0) define una recta L:
dim(L)=1=n—j=2-1

donde 2 es la dimension del espacio total y 1 es la cantidad de
ecuaciones.

= 2 ecuaciones lineales homogéneas independientes (que no sea
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una multiplo de la otra), tiene tnica soluciéon S = {O}:

dim(S)=0=n—j=2-2.

Si n = 3, estamos en el espacio R®.
= | ecuacion implicita (homogénea)
ax+by+cz=0
no trivial define un plano II por el origen:

dim(II) =2=3—1.

= 2 ecuaciones independientes: interseccion de dos planos por el
origen que no son paralelos, la solucion es una recta L:

dim(L)=1=n—j=3—-2.

= 3 ecuaciones independientes: es un sistema compatible determi-
nado, tiene unica solucion el origen (un punto). Su dimension es
O=n—j=3-3.

2 Si el sistema no esta escalonado, el numero de filas no dice nada: por
ejemplo

g { x+y—z =0

|l 2x+2y—2z2 = 0

son dos ecuaciones implicitas en tres variables, pero puede el lector ve-
rificar que la solucion es un plano (dimension 2). Ocurre que la segunda
fila es una multiplo de la primera. Luego de escalonar, obtenemos una
sola ecuacion en R3, por ello la dimension correctaes 2 =3 — 1.

PROPIEDADES 2.1.8 (Extraer una base). Dado un conjunto de ge-
neradores {V;,Vs,...,V,} del subespacio S, para descartar los vectores
redundantes y quedarnos con una base se puede escribir una matriz cu-
yas filas son los V;, y escalonarla sin intercambiar filas. Las filas de
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ceros que queden son los vectores que hay que descartar. Los que que-
daron no nulos forman una base de S. También puede uno quedarse con
los vectores originales de las filas que no se anularon y eso da (otra)
base de S.

OBSERVACION 2.1.9 (1.d. 6 1.1.). El método anterior también nos di-
ce: si ninguna fila se anula, los vectores eran l.1., mientras que si se
anulan una o mas filas, eran 1.d.

DEFINICION 2.1.10 (Bases ortogonales y ortonormales). Sea § C R”
subespacio (puede ser todo R"). Sea B = {V;,...,V,} base de S.

e Decimos que la base es ortogonal si tomados dos a dos, todos los
vectores son perpendiculares entre si: V; L V; parai # j.

e Si ademads todos los vectores tienen longitud 1, decimos que la base
es ortonormal.

OBSERVACION 2.1.11. Como el producto interno nulo describe la
ortogonalidad, una base es ortogonal si y solo si

Vi-V;=0 Vi#j.
Por otro lado la base sera ortonormal s1 ademas

1= |ViP=V;-Vi Vi

Ey = (07 1) sl

E1 — (1,0) E2

¢ @ -
O
e

Figura 2.3: Bases candnicas de R? y de R®

DEFINICION 2.1.12 (Base candnica de R"). Es la base ortonormal
dada por los n vectores que tienen un 1 en algun lugar y todas las demas
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entradas 0. Por ejemplo,

E ={E,E} ={(1,0),(0,1)}
es la base canonica de de R?. En el espacio R? la base canénica es

E = {E\, Ey, E3} = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

2.2. Tranformaciones lineales y ortogonales

e Corresponde a clases en video 2.6, 2.7, 2.8

PROPIEDADES 2.2.1 (De la matriz traspuesta). S1 A € R"*" entonces
para todo par de vectores V,W € R" se verifica

(AV)-W =V -(A'W) {equivalentemente (AV, W) = (V,A'W)

Esto puede deducirse de la propiedad de la traspuesta con el producto

de matrices:
(AB)I — B'A’

para todo par de matrices A, B para las que sea posible hacer el producto
(esto es, A € R B € R™*9),

2 En general entonces (AV,W) # (V,AW) salvo que A sea una matriz
simétrica (A" = A).

DEFINICION 2.2.2 (Funciones, dominio, codominio, imagen, inyec-
tividad). S1 X, Y son dos conjuntos cualesquiera, una funcion f: X =Y
es una asignacion que toma elementos de su dominio (que es un conjun-
to dentro de X denotado Dom( f) en general) y les asigna un elemento
f(x) dentro del conjunto Y. El conjunto Y se denominia codominio de
f, en general escribimos y = f(x) o bien x — f(x) para indicar esta
asignacion.

El conjunto de todos los y = f(x) con x € Dom( f) se denomina imagen
de f, lo denotamos im( f). Cuando im( f) es igual a todo Y decimos que
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f es sobreyectiva (sinOnimo=suryectiva). Entonces f no es sobreyecti-
va cuando la imagen es estrictamente mas chica que el codominio.
Decimos que f es inyectiva si cada vez que f(x;) = f(x2) es porque
X1 = Xx2. Dicho de otra manera: en una funcidn inyectiva, puntos distin-
tos del dominio van a parar a puntos distintos del codominio.

EJEMPLO 2.2.3 (Funcion cuadrética). Si f : R — R es la funcion ele-
var al cuadrado, la denotamos f(x) = x%, su dominio y su codominio
son todo R.

Su imagen sin embargo, no es todo R, ya que x* > 0 para todo x €
R. Entonces im(f) = [0,40) C R y la inclusion es estricta (o sea la
imagen es mas chica que el codominio). Luego f no es sobreyectiva.
Afirmamos que f tampoco es inyectiva: si tomamos x; = 3,x9 = —3,
es claro que son puntos distintos del dominio pero f(x;) =3*=9 =

(—3)% = f(x2), luego estos dos puntos van a parar al mismo y = 9.

DEFINICION 2.2.4 (Matrices como funciones). Dada una matriz A €
R¥*" 1a funcién de £ : R” — R* dada por f(V) = AV (multiplicar contra
A) se denomina transformacion lineal asociada a la matriz A. Como
funcion, tiene la propiedad

flaV+BW)=af(V)+Bf(W) VW.W eR" o,peR

de linealidad, consecuencia de las propiedades del producto y la suma

de matrices. En este caso Dom( f) = R" mientras que el codominio de
fes R~

2 Aunque es un poco ambiguo, pensamos a veces a la matriz A como
funcién y denotamos A : R” — R* a la misma. En ese caso decimos que
el dominio de A es R” y su codominio es R¥.

DEFINICION 2.2.5 (Nicleo y rango de una matriz). Dada A € R¥",
el subconjunto del dominio dado por los ceros de A

Nu(A) = {V e R": AV = 0}
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se denomina niicleo de A. El vector nulo siempre estd en Nu(A) porque
AQO = 0. Decimos que el nicleo de A es trivial si Nu(A) = {O}.

El conjunto del codominio de A dado por
Ran(A) = {Z € R" : Z = AX para algin X € R}

se denomina rango de A (a veces, rango columna de A) y es simple-
mente la imagen de A vista como funcién A : R” — R*, es decir

Ran(A) = im(A) = A(RY).

Las columnas de A son un conjunto de generadores de Ran(A) porque
cada columna es AE; para algun E; de la base candnica.

OBSERVACION 2.2.6 (Rango y nucleo son subespacios). Si V,W &
Nu(A) entonces

A(sV +tW) = sAV +tAW = sO0+10 =0

luego Nu(A) es un subespacio de R”.
También Ran(A) es un subespacio de R¥: si Z;,Z, € Ran(A) es porque
existen X, Xy tales que Z; = AX; y Zo = AX». Entonces

sZ1+ 172y = sAX]+1tAXy = A(SX1 -+ th) = AX)

asi que llamando X = sX; 41X, se tiene AXy = sZ;+tZy y asi cualquier
combinacion lineal de Z;, Z, estd en Ran(A).

2 De hecho, habiamos definido subespacio como el conjunto de solu-
ciones de un sistema homogéneo, y eso es lo mismo que el nicleo de
la matriz asociada al sistema,

TEOREMA 2.2.7 (El rango y su dimension). Para toda matriz A, la
cantidad de filas L.i. de A es siempre igual a la cantidad de columnas ..
de A. En particular la dimension del rango por columnas (la imagen
de A) es igual a la cantidad de filas L.i. o de columnas Li. de A.
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2 Atencion que este teorema solo habla del tamafno (o sea la dimen-
sion) del rango, y no del conjunto. Veamos en un ejemplo como inter-
pretarlo bien y como uno puedo equivocarse, para evitar esa confusion:

S€a
00
A= (00)

En este caso vemos que A tiene una sola fila l.1. (también tiene una
sola columna 1.1 porque la segunda columna es el doble de la primera),
entonces la dimension de la imagen de A (o lo que es lo mismo, la
dimension del rango de A) es exactamente 1 por el teorema anterior, es
decir dim(Ran(A)) = 1.

(Es cierto que esa fila genera la imagen de A, o sea es cierto que
Ran(A) = {(1,2)}? La respuesta categdrica es no, es incorrecto, ese
no es el subespacio imagen de A.

¢ Cudl es el subespacio Ran(A) entonces? Para hallarlo hay que mirar
las columnas de A: como AE; = (0,1) y AE; = (0,2), estos dos son
generadores del rango de A. Como se ve, son 1.d., podemos tomar uno
de ellos como base, entonces la respuesta correcta es

Ran(A) = {(0,1)}.

Veamos como se relacionan los tamarios de los subespacios rango y
nucleo de una matriz:

TEOREMA 2.2.8 (de la dimension para matrices). Si A € R*"" enton-
ces
dim(Ran(A)) +dim(Nu(A)) = n.

OBSERVACION 2.2.9 (Nucleo y determinante). Si A es una matriz
cuadrada, entonces por el teorema anterior A es sobreyectiva si y solo
st el nucleo de A es trivial. Esto ocurre si y solo s1 A es inversible, y
entonces podemos afirmar que para una matriz cuadrada

Nu(A) = {0} <= det(A)#0,

Pdgina 42 de 191 42 2021



FCEN-UBA Algebra lineal y Célculo

o equivalentemente
Nu(A) #{0} <= det(A)=0.
DEFINICION 2.2.10 (Matrices ortogonales). Sea U € R"*", decimos

que U es una matriz ortogonal si (UV,UW) = (V,W) para todo V. W &
R". Son equivalentes

1. U es ortogonal
2. |[UV||=||V|| paratodoV € R”
3. U esinversibley U™ = U'.
2 U es ortogonal si y solo si U’ es ortogonal.
OBSERVACION 2.2.11 (Matrices y bases ortogonales). Si
B={V,Vy,....V,}
es una base ortogonal de R", y U es una matriz ortogonal, entonces
B' ={UV,UV,,...,UV,}

también es ortogonal. Ademas si U es ortogonal los nuevos vectores
tienen la misma longitud que los originales, luego: s1 B era base orto-
normal entonces B’ también lo es.

EJEMPLO 2.2.12 (rotaciones). Si n = 2 tenemos la matriz con el pa-

rametro 6 € [0,2mw],
cosO -senB
Uy = .
0 (sene COS 9)

Aplicada a cualquier vector lo transforma en uno rotado en un dngulo
0 positivo (es decir, en contra del reloj).
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U
E, m Vo = UE, Vi=UE,

£y \A: /4

O O

Figura 2.4: Rotacion positiva (contra el reloj) de dngulo © =1/4

En particular tomando 6 = 7/4 la base canénica se transforma en la
base

B = {Vi,Vo} = {(V2/2,V2/2); (-V2/2, V2/2)},

rotada en un angulo recto en contra del reloj.

DEFINICION 2.2.13 (Orientacién en el plano). Una base {V, W} tiene
orientacion positiva si1 para ir de V hasta W (rotando hacia el lado mas
cercano) tenemos que movernos en contra del reloj (ver Figura 2.5).
La base tiene orientacion negativa si para llegar del primer vector al
segundo hay que ir a favor del reloj (como la base {UV,UW } de la
misma figura).

PROPIEDADES 2.2.14 (Orientacion). Las matrices de rotacion pre-
servan la orientacion (tienen determinante det(U) = 1). Si queremos
invertir la orientacion podemos hacer una reflexion alrededor de una
recta por el origen.

UW
U _/ /
Uv oy =x
y:x/// W ///
/// ‘-]- //
vV )

Figura 2.5: La reflexion U INVIERTE la orientacion de la base {V,W }
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Por ejemplo alrededor de la recta y = x con la matriz

(2

que es ortogonal (preserva longitudes y angulos) pero no preserva la
orientacion (tiene det(U ) = —1): la base {V,W } tiene orientacion posi-
tiva (en contra del reloj) y la base {UV,UW } tiene orientacién negativa
(a favor del reloy).

2 Puede probarse que toda matriz ortogonal es una rotacion, o €s una
rotacion seguida de una simetria como la del ejemplo anterior.

OBSERVACION 2.2.15 (Rotaciones en R®). Si fijamos un plano IT C
R? podemos hacer una rotacién de dngulo 6 alrededor de la normal Ny
del plano. Por ejemplo si IT: z = 0 (cuya normal es N = (0,0,1)), la

matriz
cosO -sen® O

Us= | sen® cos® O
0 0 1

es una rotacion alrededor del eje z. También

1 0 0 cos® 0 -senf
Uy=10 cosO -senf |, Us=]1 0 1 0
O senO cosO sen® O cosO
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son matrices de rotacion alrededor de los ejes x, y respectivamente.

y
N

Uez 7=0 Usim

Ugv

0,/

<
Usw

-~ \0
US,-mW=W\

Figura 2.6: Una rotacion y una reflexion

Si queremos invertir la orientacion, podemos hacer una reflexion (o
simetria) alrededor de un plano. Por ejemplo, alrededor del plano II :
z = 0, la matriz de simetria es

1 00 0 0)
Uim=10 1 0O ) Usim - 0 — 0
0O 0 -1 1 -1
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DEFINICION 2.2.16 (Orientacién en R3). Sea B = {V;, V,, V5} base.

Decimos que B esta orientada de
Vs ﬁ forma positiva si verifica la regla de
la mano derecha: ubicando los vec-
tores V1, V5 -en el orden dado- en los

Vi dedos indice y mayor de la mano de-

. ~ recha respectivamente, el vector Vs
debe apuntar en la direccion del de-
do pulgar de la mano. La base cano-

Figura 2.7: Regla de la mano dere-  pi.q tiene orientacion positiva.

cha

2 Dados V,W li. en R®, la base B = {V,W,V x W} tiene orientacién
positiva, y la base B’ = {V,W,—V x W} negativa.

2 En R3, puede probarse que toda matriz ortogonal es un producto
de rotaciones y reflexiones como las de la Observacion 2.2.15. Las
rotaciones preservan la orientacion (tienen det(U ) = 1), las reflexiones
la invierten (tienen det(U) = —1).

OBSERVACION 2.2.17 (Bases y matrices ortogonales). Si

B={V,V,,...,V,,}

es una base ortonormal de R, entonces la matriz

que tiene a los vectores como columnas es una matriz ortogonal. En
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efecto
(- v =) (Vi WoVe o VoW,
U'u = 2 - Vi Vs V, | = Vo1 VarVa oo VooV,
K_ Vv, _) KVn.'Vl V, Vo --- Vn:Vn)

y como V;-V; =0 sii# j, mientras que V;-V; =1 para todo i (porque B
es una base ortonormal), entonces

(10 - 0)
U'U = ? Lo ? —1,

\60 1)

Esto dice que U’ es la matriz inversa de U. También U’ (que es la matriz

con los V; como filas) es una matriz ortogonal por el mismo motivo.

OBSERVACION 2.2.18 (Matriz de cambio de base). Si B= {V,W} es
una base de R?, escribimos V = (v1,vq),W = (wy,ws) y tomamos C la
matriz que tiene a sus vectores como columna, entonces C es inversible

1
Vo W9 0 V9

similarmente CE; = W.
Las mismas consideraciones aplican para base B = {V},V,,...,V, } de
R donde ahora la matriz C € R™*": se tiene

. |
CE,': V1 VQVn Ei :Vl

para cada vector de la base canonica y cada V; de la base B (en el orden
dado de la base).
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PROPIEDADES 2.2.19 (de la matriz como transformacién lineal).
Dado un conjunto  C R” y una matriz inversible C € R"*" el con-

junto
Q=CQ={CV:VeQl

es el transformado por C. Por ejemplo
e SiQ:AV +Pcon A€ R es unarecta, entonces Q' es otra recta:

CQ=AV+CP=AV'"+P.
e SiQ:sV+4+tW+Pcons,t €R esun plano, entonces
Q' =CQ=sCV+tCW+CP=sV'+tW + P

es también un plano.
e Si C = Uy es una matriz de rotacion, el objeto Q' = CQ difiere de Q
en exactamente esa rotacion (en otras palabras, obtenemos Q' rotando

Q).
U
/\ L/ — UL
©.
O

_—

Figura 2.8: Movimiento rigido del objetos por una transformacion ortogonal U

e Si U es una matriz ortogonal, el nuevo objeto Q' = UQ sélo difiere
del anterior en un movimiento rigido (el movimiento que hace la matriz
ortogonal puede pensarse como una serie rotaciones y reflexiones).
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2.3. Diagonalizacion

e Corresponde a clase en video 2.9

DEFINICION 2.3.1 (Autovalores y autovectores). Sea A € R"*" deci-
mos que A € R es un autovalor de A si existe V # O tal que AV = AV.
El vector V es un autovector de A.

Por ejemplo: si A(1,—1) = (2,—2) entonces V = (1,—1) es autovector de autovalor
A = 2 de la matriz A, porque AV = 2V,

OBSERVACION 2.3.2 (Calculo de autovalores y autovectores). Se
tiene AV = AV para algin V # O si y solo si (A —Al)V = O, luego
V € Nu(A — Al) es no nulo y el nicleo es no trivial. Como A — Al es
una matriz cuadrada, por la Observacion 2.2.9 podemos concluir que

A€ Resautovalorde A <= det(A—Al) =0.

En ese caso, los autovectores son los elementos de Nu(A — Al), se ob-
tienen resolviendo el sistema homogéneo (A —Al)X = Q.

COROLARIO 2.3.3 (Autoespacios). Para cada autovalor A € R de la
matriz A, el conjunto de autovectores es un subespacio no trivial de
R", denominado autoespacio del autovalor A, lo denotamos

Ey={V eR": AV =AV} = Nu(A— Al).

DEFINICION 2.3.4 (Polinomio caracteristico). Pensamos A como in-
cognita real y notamos que p(A) = det(A — Al) es un polinomio en la
variable A, denominado polinomio caracteristico de la matriz A.

A veces denotamos p, para indicar que se trata del polinomio de la
matriz A.

10 -
EJEMPLO 2.3.5 (de autovalores y autovectores). Si A = < 12 161>

P4gina 50 de 191 50 2021


https://drive.google.com/file/d/1KSjRvwz2dvJ572QJkKGiM7OPs_0HO6a_/view?usp=sharing

FCEN-UBA Algebra lineal y Célculo

entonces su polinomio caracteristico es

—10—-A -6
A) = = (—10—A)(11—A)+18-6 =A% — A —2.
Las raices del polinomio son A; = —1, Ay = 2. Para hallar los autovec-

tores resolvemos primero el sistema homogéneo

(A—MI)X =0, es decir (A+1)X = O,
cuya matriz ampliada es

-10-2 -6 0\ (-10-(1) -6 0\ (9 -6 0
18 11—-X30/ 18 1u-(-no) \1812/0)°

Como la segunda fila es (—2) por la primera, el sistema se reduce a

—9x— 6y = 0. De aqui 6y = —9x o bien y = —3/2x. Entonces la solucién
es (x, —3/2x) con x libre, o sea

E_:{(1,—3/2)} = {(2,-3)}.

El autoespacio E_; correspondiente al autovalor A; = —1 tiene dimen-
sion 1. Cualquier vector no nulo de esta recta es autovector de este au-
tovalor, por ejemplo V; = (1, —3/2), o si uno prefiere no usar fracciones
Vi=(2,-3).

Se resuelve de manera similar el sistema homogéneo (A — A.I)X =
O (para A, = 2) y se obtiene el autoespacio Ey = gen{(1,—2)}, otro
subespacio de dimension 1. Podemos tomar Vs = (1, —2) como segundo
autovector.

PROPIEDADES 2.3.6 (del polinomio caracteristico). Sea A € R"*",
Entonces:

1. pa es un polinomio de grado n.

2. Lasraices de p4 son los autovalores de A.
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2 En general un polinomio de grado n no tiene por qué tener n raices
reales distintas. Por ejemplo p(A) = A? +1 no tiene ninguna raiz real,
mientras que p(A) = (A —1)* tiene una sola raiz real (doble).

DEFINICION 2.3.7 (Matriz diagonal). Una matriz cuadrada D es dia-
gonal si todas las entradas fuera de la diagonal de D son nulas.

2 Cualquier multiplo de la identidad es diagonal, pero como no es
necesario que todas las entradas diagonales sean iguales, hay muchas
mas matrices diagonales.

DEFINICION 2.3.8 (Matrices diagonalizables). Una matriz cuadrada
A es diagonalizable si existen una matriz diagonal del mismo tamafio
D y una matriz inversible C tales que A = CDC".

TEOREMA 2.3.9 (Bases de autovectores). A € R"*" es diagonalizable
si y solo si existe una base B={Vy,...,V,} de R" tal que todos los 'V,
son autovectores de A (y en ese caso la matriz D tiene a los autovalores
de A en la diagonal). La matriz C que hay que tomar es la que tiene a
los V; como columnas.

2 Una matriz diagonal D siempre es diagonalizable, basta tomar C = I
(no es necesario que las entradas diagonales sean distintas).

EJEMPLO 2.3.10 (de matriz diagonalizable). La matriz del Ejemplo
2.3.5 es diagonalizable. Como los autovalores son A = —1y A = 2 to-

-39

Como C hay que tomar la matriz que tiene a los autovectores como

mameos

columnas, en el orden que pusimos los autovalores en D. Entonces,
como pusimos primero el —1 hay que tomar como primer columna
Vi =(2,—3), y como segunda columan V; = (1, —2):

c_(_g _;).
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2 1
Si calculamos la matriz inversa de C obtenemos C~! = ( 3 9 > . En-

tonces podemos verificar el teorema recién enunciado:

e (22) ()2
| ( D(Es)-(hn)-

2 LamatrizA = | 3 ) noes diagonalizable. Puede el lector verificar

que A tiene solamente A = 3 como autovalor, y que el autoespacio tiene
dimension 1, de hecho E3 = {(0,1)}. Entonces no podemos armar una
base de R? con los autovectores de A, asi que por el Teorema 2.3.9, A
no es diagonalizable.

De acuerdo a los ultimos dos ejemplos, algunas matrices que no son
simétricas (A’ # A) pueden ser diagonalizables, pero otras no. En cam-
bio, todas las matrices simétricas siempre son diagonalizables, y eso es
lo que dice el proximo teorema:

TEOREMA 2.3.11 (Diagonalizacién de matrices simétricas). Si A’ =
A € R es una matriz simétrica, entonces

1. pa tiene n raices reales (contadas con multiplicidad).

2. Autovectores correspondientes a autovalores distintos son orto-
gonales.

3. Existe una base ortonormal B ={Vy,...,V,} de R", donde todos
los V; son autovectores de A.

4. Se puede factorizar la matriz A como

A=UDU’
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donde D es una matriz diagonal que tiene a los autovalores de A
y U es la matriz ortogonal que tiene a la base B de autovectores
como vectores columna.

2 Como la base es ortonormal, la matriz que tiene a los vectores de la
base como columnas (o como filas) es ortogonal y asi en lugar de calcu-
lar 1a inversa de U, podemos trasponerla -y es 1o mismo que invertirla,
porque para matrices ortogonales, U ! = U'’-.

DEFINICION 2.3.12 (Matrices definidas positivas). Decimos que la
matriz simétrica A’ = A € R"™" es

1. semi-definida positiva si (AV,V) > 0 para todo V € R".
2. definida positiva si (AV,V) > 0 para todo V € R"\ {O}.
3. semi-definida negativa si (AV,V) < 0 para todo V € R".
4. definida negativa si (AV,V) < 0 paratodo V € R"\ {O}.

5. indefinida si existen V,W & R" tales que

(AV,V) >0 (AW, W) < 0.

PROPIEDADES 2.3.13 (Autovalores vs. definida positiva). Escribien-
do cualquier V € R" como combinacion lineal de 1a base B que diago-
naliza A = A’,

V=oVi+dsVo+ --+a,V,,

obtenemos la forma diagonal
(AV,V) = MO + Aol + - - - + A, 00

donde los A; son los autovalores de A. Como los coeficientes de V estan
al cuadrado, se tiene que A es

1. semi-definida positiva si y solo si A; > 0 para todo i.

2. definida positiva si y solo si A; > 0 para todo i.
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3. semi-definida negativa si y solo si A; < 0 para todo i.
4. definida negativa si y solo si A; < 0 para todo i.
5. indefinida si existen A; > 0, A; < 0.

EJEMPLO 2.3.14 (definidas e indefinidas en 2 variables). Aqui V =
(x,y), damos un ejemplo de cada caso

e definida positiva: si A; = Ay = 1 entonces (AV,V) = x*+ y*.

e definida negativa A; = A, = —1 entonces (AV,V) = —x* — y*.

e indefinida A; = 1, Ay = —1 entonces (AV,V) = x* — y*.

e semi-definida positiva: si A; = 1, Ay = 0 entonces (AV,V) = x°.

e semi-definida negativa: si A; = —1, Ay = 0 entonces (AV, V) = —x*.
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Capitulo 3

Conjuntos y funciones en
la recta y el espacio

3.1. Conjuntos en la recta y el espacio

e Corresponde a clases en video 3.1, 3.2, 3.3

DEFINICION 3.1.1 (Cotas de conjuntos de numeros reales). Dado un
conjunto A C R, decimos que A esta
e acotado superiormente si ¢ € R tal que x < ¢ para todo x € A. El
numero ¢ es una cota superior de A.
e acotado inferiormente si 3d € R tal que x > d para todo x € A. El
numero d es una cota inferior de A.

EJEMPLO 3.1.2 (conjuntos acotados y no acotados). .
B A; = (—o0,7) estd acotado superiormente por ¢ = 7, pero también por
c=1.1,c=8, c =125, etc. Este conjunto no esti acotado inferiormente.

- A R
0 7
m A; = [—10,+o0) no estd acotado superiormente, pero si estd acotado
inferiormente. Cotas inferiores son d = —10 6 d = —11, etc.
mA; =[—1,3]U|[7,9) estd acotado superiormente por ¢ = 9 e inferior-
mente por d = —1. Los numeros entre intervalos (por ejemplo x =3 0

x = 4) no son cotas del conjunto.
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&_%
—10 0
As

mA,={2":n €Ny} no esta acotado superiormente. Pero tiene cota
inferior, por ejemplod =006d = 1.

Ay
o S N
" 2:21 4:'22 8:23 16:24

m As = {/n: n € N} estd acotado tanto superior como inferiormente,
d = 0 es cota inferior y ¢ = 1 superior.

As

y” ¥ N R -

& -=-

1n 174 173 1;2 1=1/1

2 Como puede verse en los ejemplos, una vez hallada una cota supe-
rior, en realidad hay muchas (infinitas), porque cualquier nimero mas
grande sirve también de cota superior. Lo mismo vale para las cotas
inferiores: una vez hallada una, cualquier nimero mas chico también
es cota inferior. Veamos como elegir una cota optima

DEFINICION 3.1.3 (Supremo e infimo). Dado un conjunto A C R,
decimos que

e s c R es el supremo de A si s es la mejor cota superior (la mas
pequena). Esto es, s es el supremo de A (denotado s = sup(A)) si s es
cota superior de A y ademas s < ¢ para toda otra cota superior ¢ de A.
e i cRes el infimo de A (denotado i = inf(A)) si es la mejor cota
inferior (la mas grande). Es decir, i es el infimo de A si es cota inferior
y ademas i > d para toda cota inferior d de A.
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EJEMPLO 3.1.4 (supremos e infimos). Conjuntos del Ejemplo 3.1.2:
m sup(A;) =7, no tiene infimo porque no tiene cota inferior.
N IIlf(Ag)

—10, no tiene supremo porque no tiene cota superior.
minf(A3) = —1, sup(A3) = 9.

m inf(A4) = 1, no tiene supremo.

m inf(A5) =0, sup(45) = 1.

PROPIEDADES 3.1.5 (del supremo y el infimo). Sea A C R.
= Si1 A es acotado superiormente, tiene supremo.
= El supremo es unico.

= El supremo no tiene por qué estar en el conjunto, cuando est3,
decimos que es el mdximo del conjunto A, denotado M = max(A).

m Si A es acotado inferiormente, tiene infimo.
s E] infimo es unico.

= Si el infimo esta en el conjunto A, decimos que es el minimo de
A, denotado m = min(A).

EJEMPLO 3.1.6 (maximos y minimos de conjuntos del Ejemplo 3.1.2).

A1 R
0 7
R : Ay |
—10 0
As
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1n 1/4 173 1/? 1=1/1

= A; no tiene maximo porque sup(A;) = 7 no es un elemento de
Ay = (—oo,7). Tampoco tiene minimo porque no tiene infimo.

= min(As) = —10 porque —10 es infimo y es un elemento del con-
junto As = [—10,4<0). El conjunto no tiene maximo porque no
tiene supremo.

» min(As) = —1. El conjunto no tiene maximo, porque 9 = sup(As)
no es un elemento de

» min(A4) = 1 (tomando n = 0 vemos que 1= 2" € A;). No tiene
maximo porque no esta acotado superiormente.

= max(As) =1 (tomando n =1 vemos que 1 =1/1 € As). No tiene
minimo porque 0 = inf(A) ¢ A5 (no hay ningin n € N tal que
1/n=0).

DEFINICION 3.1.7 (Mo6dulo). La funcion moédulo toma un namero y
devuelve el mismo numero (s1 era positivo 6 0) o devuelve el opuesto
si el numero era negativo. En cualquier caso, devuelve siempre un nu-
mero mayor o igual a 0. La definicion formal es como funcion partida

x| = x six>0
] —x six<O

La funcion modulo es el andlogo de la norma en dimension 1, de hecho
podemos decir sin equivocarnos que el modulo es 1a norma del espacio
R. Eso se ve bien si recordamos algunas de sus propiedades
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PROPIEDADES 3.1.8 (de la funcién médulo). Sean x, y € R. Entonces
= |x| > 0y se tiene |x| = 0 tnicamente en el caso que x = 0.
= |yx| = |yl
= x4yl < x[+]y

= |x| = dist(x,0)

s |x—y| =dist(x,y).

OBSERVACION 3.1.9 (Mo6dulo como distancia). S1 tomamos » > 0,
al escribir |x| = r estamos indicando que x debe estar a distancia r del
origen. Por ejemplo |x| = 3 indica que x = 3 0 que x = —3. Entonces
el conjunto

A={xeR:|x| <3} ={xeR:dist(x,0) <3}

consta de todos los puntos tales que su distancia al 0 es menor o igual
que 3. Vemos que entonces se trata de un intervalo, A = [—3, 3].

m Esto a veces se menciona como la propiedad de “desdoblar” el mo-
dulo: pedir |x| < 3 es equivalente a pedir —3 < x < 3 y también es
equivalente a pedir

> —3
x <3

simultdneamente {

donde la llave indica que pedimos que se cumplan simultdneamente las
dos condiciones.

m En general entonces, para r > 0 se tiene |x| < r es equivalente a
—r < x < r y entonces es equivalente a pedir que se cumplan las dos
desigualdades x > —r, x < r.

m Por las mismas consideraciones, |x| < r es equivalente a —r <x < r

(siempre que r > 0).
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R —r 0 r R —r 0 r

— | - o | o

—r<x<r —r<x<r

Figura 3.1: En azul, el conjunto |x| <r, y el conjunto |x| <r

DEFINICION 3.1.10 (Intervalos abiertos). Un intervalo abierto es un
conjunto de la forma

(a,b) ={x€R:a<x<b}

que consta de un segmento sin los extremos.
¢ Dado x € R, un intervalo abierto alrededor de x es de la forma

[=(x—rx+r)

para algun r > 0. El numero r se conoce como radio del intervalo,
porque si tomamos un compds y lo pinchamos en x con apertura r, la
interseccion de la recta real con el interior del disco es el intervalo que
nos interesa.

R xX—r X x+r
*———

X—r<y<x—+r

Observemos que este intervalo consta de los puntos de la recta real que
estan a distancia menor a r (del punto x):

(x—rx+r)={yeR:dist(y,x) <r}={yeR:|y—x| <r}.

2 Para tener en cuenta: en muchos textos se utilizan otras letras para el
radio, por ejemplo la letra griega d que es 0 y se lee “delta”, o también
la letra griega e que es € y se lee “€épsilon”. Entonces por ejemplo con
esta notacion

[={xecR:|x+5/ <8 =(-5-8,—5+0)

es el intervalo abierto de centro x = —5 y radio 6 > 0.
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Vamos a generalizar esta idea al espacio R”:

- ~
/ \ //_*\\
4 r A // 0 /\\
/ p \ \\ r /l
\ ) | .
\ /
\ /
~ v

DEFINICION 3.1.11 (Bolas y discos abiertos en R”). Decimos que
B C R" es una bola abierta de centro Py radio r > 0 s1

B=B,(P)={XeR": | X-P|| <r} ={X eR": dist(X,P) < r}.

Notemos que es una generalizacion de la nocion de intervalo abierto
alrededor de un punto: en la figura de arriba vemos bolas en el plano
(son discos sin el borde).

En el caso de R?, la bola abierta es la esfera maciza, pero sin la cascara.

DEFINICION 3.1.12 (Puntos interiores - Conjuntos abiertos). Sea P €
A C R". Decimos que P es un punto interior del conjunto A si todos los
puntos que lo rodean son también de A.

Mais formalmente: existe r > O tal que la bola B,(P) centrada en P
consta unicamente de elementos de A. Aun mas formalmente: P es
punto interior de A si existe r > 0 tal que B,(P) C A.

El conjunto de los puntos interiores de A, se denota A°.

Siempre se tiene la inclusion A° C A, porque por definicion un punto
interior es un punto (especial) de A.

Cuando A = A° decimos que A es un conjunto abierto.
Equivalentemente, un conjunto es abierto si todos sus puntos son inte-

riores.
2 El radio depende del punto, para puntos muy cerca del borde del

conjunto, hay que tomar un radio mas pequeno.
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DEFINICION 3.1.13 (Complemento de un conjunto). Dado A C X
(con A, X conjuntos), se denomina complemento de A al conjunto de
todos los puntos de X que no estan en A. El conjunto X a veces se
denomina conjunto universal, quiere decir que es el contexto que hay
que mirar fueraa de A, pero solo en X. Se denota

AC={xeX: :x¢A}.

Observemos que esto es lo mismo que decir: para conseguir A toma-
mos el conjunto X y retiramos todos los puntos de A. Por este motivo
se puede usar la notacion

A =X \A4,

donde el simbolo \ se interpreta como un “menos”, pero no en el sen-
tido de restar nimeros, sino en el sentido de restar=sacar.
Nuevamente: A° = X \ A se lee “X menos A” y se interpreta como “to-
dos lo elementos de X, menos los elementos de A”.

Algunos ejemplos simples:
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m A =R\ {2} se interpreta como “todos lo nimeros reales menos
el numero 27, se puede escribir alternativamente este conjunto como
Ag = (—o0,2) U (2, +00).

mA; =R\ {—1,4} es “cualquier nimero real que no sea ni el —1 ni
el 4”. Se puede escribir como unién de intervalos: A; = (—eo, —1) U
(—1,4) U (4, +0).

m Ag = R\ [3,+) consta de los niimeros reales sin una semirrecta
(del 3 en adelante). Podemos reescribirlo como Ag = (—,3). Como la
semirrecta original contenia al 3, el conjunto Ag no contiene al 3.

B Ay =R\ (—6,2), vemos que Ag = (—oo, —6] U [2,+o0) con ambos
numeros —6, 2 incluidos, puesto que lo que sacamos no los contenia.
2 Si1 el conjunto universal X (donde esta A) no se explicita, hay que de-
ducirlo del contexo. Asi por ejemplo si nos dan un intervalo A = [—2,6)
de numeros reales, hay que sobreentender que X = R y entonces

AT =R\ [=2,6) = (—o0,—2) U [6, o)

En cambio siA = {AV : A € R} con V € R”, entendemos que A es una
recta en R” y entonces X = R". Luego A° serd todo R” menos esa recta.

DEFINICION 3.1.14 (Frontera de un conjunto). Dado un conjunto
A C R", decitmos que X € R es un punto de la frontera de A (o del
borde de A) si para toda bola abierta B = B,(X) alrededor de X, pode-
mos hallar

1. (al menos) un punto P € A (es decir P € AN B)
2. (al menos) un punto Q ¢ A (es decir Q € AN B).

El conjunto de puntos del borde de A se denota con bd(A), aunque en
algunos textos se denota como JA.

2 En la definicion recién dada, es crucial que haya puntos de A y de A°
en cualquier bola alrededor del punto del borde X (no importa que tan
pequena sea la bola, siempre hay puntos de A y de A€ en la bola). Por
ejemplo en la figura de arriba, Q; ¢ bd(A) porque la bola mas pequea
no toca A°.

2021 65 P4gina 65 de 191



FCEN-UBA Algebra lineal y Célculo

Ac 0

Figura 3.2: P, P, € bd(A), mientras que Q1,02 ¢ bd(A)

2 Notemos que los puntos de la frontera de A pueden ser puntos de A,
o puntos fuera de A. Por ejemplo en la figura de arriba, P, € A, pero
Py ¢A.

DEFINICION 3.1.15 (Clausura de un conjunto). Dado A C R", el con-
junto clausura de A (denotado A) se obtiene tomando A y agregando
todos los puntos del borde de A, es decir

A=AUbd(A).

En general tenemos A C A por su misma definicién, la clausura contie-
ne al conjunto original.
Cuando vale A = A decimos que A es un conjunto cerrado.

Por ejemplo:
= SiA=[-2,3),entonces bd(A) = {—2,3} y entonces A = [-2, 3].
s SiA=(—,1)U[3,10) entonces A = (e0,1]U[3,10].

= Si B=B;(0) (la bola unitaria abierta), entonces B = {X : | X|| <
1} (la bola unitaria cerrada).

» SiC={s":neN},entonces C=CU{0}.

= [a clausura del conjunto de la Figura 3.2 se consigue agregando
los puntos del borde faltante (como Ps):
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2> |

Figura 3.3: Clausura del conjunto A de la Figura 3.2

= SiD={(x,y): x>0} entonces D = {(x,y) : x > 0}.

Algunas equivalencias utiles que relacionan estos conceptos (pensarlo
sobre los dibujos que tenemos):

1. Un conjunto A es cerrado si y solo si bd(A) C A, es decir todos
los puntos de la frontera son puntos de A.

2. Un conjunto es abierto si y solo si bd(A) C A, es decir todos los
puntos de la frontera estan fuera de A.

3. Un conjunto A es abierto si y solo st A€ es cerrado.
4. Un conjunto A es cerrado si1 y solo s1 A€ es abierto.

5. Hay conjuntos que no son ni abiertos ni cerrados, por ejemplo el
intervalo A = [3,7) C R, o el conjunto A de la Figura 3.2 de mas
arriba.

EJEMPLO 3.1.16 (Conjuntos dados por des/igualdades). Veamos al-
gunos ejemplos importantes:

1. D = {(x,y);x* +y* < 9} C R* es un disco (de radio 3), es un
conjunto abierto.

2. C={(x,y) : x¥*+y* <9} C R? es un disco (de radio 3), en este
caso es un conjunto cerrado. El interior de C es el disco abierto,
oseaC’ =D.
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3. Reciprocamente, la clausura del disco abierto D es el disco cerra-
doC,oseaD=C.

Y S = bd(C) = bd(D)
D=C°
X
C=DUS

4. Esto ultimo es porque el borde del disco abierto es la circunfe-
rencia (de radio 3)

bd(C) ={(x,y) : x*+y* =9} = S.
Esta circunferencia S también es un conjunto cerrado de R?.

5. Lacircunferencia S (la del item anterior o cualquier otra) no tiene
interior, porque pegado a cualquier punto de S tenemos puntos
que no estan en S. Entonces §° = 0, tiene interior vacio.

6. A ={x:In(x) <1} C R es un conjunto que no es abierto ni ce-
rrado, esto es porque A = (0,¢] (por el dominio del logaritmo

natural). . . :
7. En muchos casos, los conjuntos definidos con < son abiertos y

los definidos con < o con = son cerrados, pero hay que tener
cuidado porque el dominio de las formulas involucradas puede
hacer que eso sea falso (como en el ejemplo anterior).

8. Si tomamos B = {(x,y,z) : x* +y*+z* < 16} entonces B es una
bola abierta (de radio 4) en R®. Si cambiamos el < por < tendre-
mos la bola cerrada (se agrega la ciscara).
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Figura 3.4

9. El conjunto $* = {x* +y*+z* = R*} C R® se denomina esfera
de radio R > 0, es un conjunto cerrado. Esta cédscara $% no tie-
ne interior pues es muy delgada, como no hay puntos interiores
entonces tiene interior vacio.

10. Todarecta L C R" es un subconjunto cerrado. Si n > 2, toda recta
tiene interior vacio.

11. Todo plano IT C R" es un subconjunto cerrado. Si n > 3, todo
plano tiene interior vacio.

12. El conjunto A = {(x,y) : x > 0} se denomina semiplano. Es un
conjunto cerrado, y su interior es el semiplano abierto, es decir

A° ={(x,y) :x>0}.

DEFINICION 3.1.17 (Conjuntos acotados). Un conjunto A C R" es
acotado si esta acotado en norma, es decir si existe una constante M >
0 tal que || X|| < M para todo X € A. En otras palabras, la distancia al
origen de los puntos de A esta acotada por alguna constante.

DEFINICION 3.1.18 (Conjuntos compactos). Un conjunto A C R” es
compacto si es cerrado y acotado.
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EJEMPLO 3.1.19 (Conjuntos compactos y no compactos). Veamos

algunos casos tipicos

1.

10.

Un intervalo I C R es compacto si y solo si tiene la forma I =
la,b] con a < b nimeros reales.

El intervalo (—ee, 3] no es compacto pues no es acotado.

. El intervalo [4,7) no es compacto pues no es cerrado.

. Una bola cerrada centrada en algun punto

B={XcR":||X —P| <R

€s un conjunto compacto.

. S1 la bola es abierta no es compacta.
. Un semiplano no es compacto (no es acotado).
. Unarecta L C R" no es compacta porque no es acotada.

. Un segmento de una recta

PO={t0+(1—1)P:1t€[0,1]} CR"

€S un conjunto compacto.

. Un plano nunca es compacto porque no es acotado.

El conjunto
K={(xy2):x>0,y>0,z>0,x+y+z<1}

es compacto, como puede verse al ilustralo (es un prisma trian-
gular solido):
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(0,0,1) planox+y+z=1

/ plano x =0

K

planoy =20

(0,1,0)

(1.0,0) plano z =10

X

3.2. Funciones, graficos

e Corresponde a clases en video 3.4, 3.5a, 3.5b

DEFINICION 3.2.1. Dada f : X — Y una funcidn, su grdfico es el
conjunto abstracto

Gr(f)={(x,f(x)) :x€Dom(f)} C X x7Y.

Es un subconjunto del producto cartesiano X x Y.

OBSERVACION 3.2.2 (Dibujos de grificos). Cuando f : R — R, es-
tamos acostumbrados a dibujar el conjunto Gr(f) y llamar a ese dibujo
“el grafico de .

Por ejemplo: si f(x) = e*, dibujamos los pares ordenados (x,e*) en
R? =R x R, nos queda la curva exponencial. Notemos que los puntos
que dibujamos son pares (x,y) pero con la condicién y = ¢* = f(x).

Cuando hay restricciones de dominio, el dibujo sélo estd “sobre” el
dominio (o debajo si la imagen es negativa), por ejemplo en f(x) =
In(x), dibujamos los pares (x,In(x)) con x > 0, el dibujo es como en
la Figura 3.4. Para x < 0 no hay dibujo (ni arriba ni1 debajo del eje x),
porque esos x no estan en el dominio del logaritmo.
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OBSERVACION 3.2.3 (Funciones escalares). Decimos que f es una
funcion escalar s1 f : R” — R, es decir cuando el codominio es R. Para
estas funciones, su grafico es un subconjunto de R” x R = R"*!, Cuando
en el dominio tenememos los numero reales, los dibujos son los que
dicutimos en el caso anterior.

Cuando n = 2 tenemos una funcion escalar de dos variables. Su grafico
es un subconjunto de R? x R = R®, podemos intentar dibujarlo para
darnos una idea de su forma. En general serd una superficie con valles
y montafias. Son puntos del espacio (x,y,z) que obedecen a la ecuacion

implicita 7 = f(x,y).

1. El caso mas sencillo es cuando nos queda una superficie plana
horizontal. Este es el caso del gréfico de una funcién f: R* - R
constante. Por ejemplo, si tomamos f(x,y) = 5, el grafico son
los puntos de la forma (x,y, f(x,y)) = (x,y,5). O dicho de otra
manera, aquellos (x,y,z) que verifican la condicién z = 5. Estos
son todos los puntos del plano horizontal z = 3.

2. En general si f(x,y) =k, con k = cte, su grafico es el plano ho-
rizontal de altura k. El plano es exactamente el plano del piso
cuando k = 0. Si k > 0O el plano esta sobre el piso, s1 k£ < 0 el
plano esta debajo del piso.

3. El siguiente caso a considerar es el de un plano que no sea hori-
zontal (pero que no sea vertical tampoco, porque sino no puede
ser el grafico de una funcion, como desarrollamos en el siguiente
item). Por ejemplo si f(x,y) = x+y, los puntos del grafico de f
deben verificar z = f(x,y) es decir z = x+y. Se trata del plano
por el origen x+y—2z=0.

4. S1 una de las variables estd ausente en la formula de f, es que
esa variable esta libre. Por ejemplo, si f(x,y) =y, tenemos que
mirar la ecuacion z = f(x,y) para hacer su grafica, o seaz=y. Se
trata de un plano a 45° respecto del piso, de ecuacion y —z =10
(dibujarlo).
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5. Como mencionamos antes, un plano vertical -como por ejemplo
la pared xz (de ecuacion I1 : y = 0)- no puede ser el grafico de
ninguna funcién f = f(x,y).

Esto es porque por ejemplo, sobre (x,y) = (1,0) hay infinitos va-
lores de z. Entonces f(1,0) no estaria bien definido (recordemos

que para ser funcion, tenemos que decir cudnto vale f en cada
punto del dominio, esa imagen tiene que ser un solo punto).

6. Toda funcién lineal afin como f(x,y) = ax + by + ¢ tiene como
grafica un plano porque hay que mirar el conjunto de ecuacion
z = ax + by + ¢, que equivalentemente es la ecuacion del plano
II:ax+by—z=—c.

DEFINICION 3.2.4 (Funciones cuadriticas). Una funcién de la forma
flx,y) = ax* +by* +cxy+dx+ey+k

se conoce como funcion cuadrdtica en dos variables. Cuando d = e =
k = 0 nos queda

f(x,y) = ax® + by* 4 cxy

y en este caso decimos que es una forma cuadrdtica homogénea. Para
la definicion vamos a pedir que f no sea nula, o sea que a,b 0 ¢ sean
no nulos.

También se dice que f es homogénea de grado 2. Esto es porque

ftx,ty) = a(tx)* +b(ty)* + c(txty) = at*x* + bt*y* + ct*xy = t*f(x, y)

es decir, f saca escalares al cuadrado. Vectorialmente, f(tV) =t*f(V)
paratodoV € R?y todo ¢ € R.

Vamos a graficar (hacer el dibujo del grafico de) funciones cuadraticas
homogéneas. Los ejemplos mas importantes son los que siguen: para-
boloide vy silla de montar. Luego tenemos el cilindro parabdlico, que
es un caso “degenerado” porque una de las variables esta libre.
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Podemos verificar que estas que mostramos a continuacion son las gra-
ficas usando un programa graficador como GeoGebra, como puede ver-
se en este link.

Una explicacion mas detallada de por qué los graficos tienen esta forma
particular estd mas abajo en la Seccion 3.3.

EJEMPLO 3.2.5 (Paraboloide de revolucion). f(x,y) = x* + y*. Su
gréfico es el conjunto en R® dado por la ecuacién implicita z = x* 4+ y°.

Se conoce como paraboloide de revolucion:
<

"~ Paraboloide de revolucién

Y

m Los cortes horizontales de esta figura son circunferencias de ecua-
cién x* 4+ y* = zp, y los cortes verticales devuelven una pardbola como
por ejemplo z = y* (tomando x = 0). Podemos obtener la gréfica de f
girando la pardbola alrededor del eje z (eso explica el nombre).

m Si invertimos el signo y consideramos f(x,y) = —x* — y* la gréfica

es un paraboloide pero invertido. Esto es porque este cambio obedece
a fijar x,y y cambiar z por —z, que es una reflexion respecto del plano
del piso (el plano z = 0).

B Repetimos la observacion del item previo en otros términos: apli-
camos la transformacion U (x,y,z) = (x,y, —z) para pasar de la figura
z=x?+y*alafigura z = —x?—y?. La transformacién U es una transfor-
macion ortogonal porque es una reflexion, podemos escribir su matriz
s1 observamos que UE; = Ey, UEy = Ey, UE3 = —E3, luego
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-

|
OO
S = O

o O

r=2 et 7= 4x%+9y?

Paraboloide eliptico

m Si x%,y estdn acompafiados por constantes positivas el grafico es
similar al del paraboloide, pero esta “achatado” en los ejes x,y. Por
ejemplo f(x,y) = 4x*+ 9y” tiene un grafico similar al del paraboloide
pero los cortes horizontales no son circunferencias, sino elipses (por
ese motivo se conoce como paraboloide eliptico. En este caso el corte
con el plano horizontal z = 1 nos da una elipse de radio r = 2 en la
direccion del eje x, y de radio r = 3 en la direccion del eje y:

m La misma observacion pero para el paraboloide invertido, por ejem-
plo la grafica de f(x,y) = —4x* — 9y” es similar al paraboloide inverti-
do, pero achatado en las direcciones de los ejes x, y.

Ahora vamos a presentar un ejemplo sustancialmente distinto del para-
boloide o sus variantes comprimida y/o invertida: una figura conocida
como la silla de montar.

EJEMPLO 3.2.6 (Silla de montar). f(x,y) = x* — y*. Su grafico es el
conjunto en R? dado por la ecuacién implicita z = x* — y%. Se conoce

como silla de montar:
B Si hacemos cortes horizontales, vemos hipérbolas de ecuacion im-

plicita x* — y? = z (siempre que zo # 0, ver la Seccién 3.3 debajo para
mas detalles).
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<A

/ S
, S

|

7=x%—y?

X

m S1 hacemos el corte con el plano vertical y = 0 (la pared xz), vemos

z = x* — 0%, que es la pardbola hacia arriba z — x°.

m S1 hacemos el corte con el plano vertical x = 0 (la pared yz), vemos

z = 0% —y%, que es la parabola invertida z = —y*.

7=x%—y?

Silla de montar

Figura 3.5: En selectos dmbitos académicos se la conoce como la papa frita.

m Si invertimos el signo en la silla de montar, f(x,y) = —x* 4+, el
dibujo es simétrico respecto del plano del piso. Esto es porque como
ya explicamos, este cambio obedece a fijar x,y y cambiar z por —z, que
es una reflexion respecto del plano del piso (el plano z = 0).

EJEMPLO 3.2.7 (Cilindro parabdlico). Consideremos f(x,y) = x*.
Notamos que la funcién no depende de y; eso quiere decir que la fi-
gura tiene la misma forma para todo y (s6lo depende de x). El grafico
de f es la superficie z = x*. Cortando esta superfice con planos verti-
cales y = cte (planos paralelos a la pared xz) vemos siempre la misma
curva: la pardbola z = x*. La superficie se denomina cilindro parabdli-
co, y se obtiene deslizando esta parabola hacia la izquierda y la derecha
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indefiniddamente:

|
I
X /I Cilindro parabdlico
2

Si invertimos el signo de la funcién f y tomamos f(x,y) = —x, su
grafico también serd un cilindro parabdlico, pero en este caso estard
invertido respecto del plano z = 0, con el vértice de la parabola apun-
tando hacia arriba.

EJEMPLO 3.2.8. Si consideramos f(x,y) = xy, su grafico también es
un silla de montar. Esto es porque si hacemos el cambio de variables
x=u+v,y=u—v,z=2z laecuacion implicita del grafico z = xy se
transforma en

2= u+v)(u—v) =u*—v*

que es la misma ecuacion del ejemplo anterior (con otras letras). Una
explicacion mas detallada de este cambio de variables se da a continua-
cion:

TEOREMA 3.2.9 (Forma canonica del grafico de una funcion cuadra-
tica). Sea f : R? = R una funcion cuadrdtica homogénea no nula.

Luego de un cambio de coordenadas ortogonal U € R**? en el dominio
de f, vy una dilatacion/compresion en las direcciones de los ejes, el
grdfico de f es alguno de estos cuatro:

= 7 =u®+Vv* (paraboloide)

x 7= —u’—Vv? (paraboloide invertido)

» 7 =u’—V? (silla de montar)
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» 7 = +u? (cilindro parabdlico).

En lugar de probar el teorema, vamos a mostrar como elegir el cambio
de variables en dos ejemplos. La idea es escribir una matriz simétrica
A que nos ayuda a encontra el cambio de variables, por medio de sus
autovectores.

EJEMPLO 3.2.10. Sea f(x,y) = 6x*+ 9y* — 4xy. Lo primero que va-
mos a hacer es encontrar una matriz simétrica A’ = A, es decir

(o8
- (i)

de manera tal que si hacemos (AX, X) recuperamos f(x,y). Afirmamos
que la matriz que necesitamos es exactamente

a6 -2,
-2 9

vamos a verificarlo. Calculamos primero

w () ()

Entonces, recordando que pensamos A como funcién de R? en R?, te-
nemos A(x,y) = (6x — 2y, —2x + 9y). Ahora calculamos el producto
interno (AX,X):

AX -X = (6x—2y,—2x+9y) - (x,y) = (6x — 2y)x+ (—2x+9y)y
= 6x% — 2yx — 2xy + 9y* = 6x* 4 9y* — dxy = f(x,y)

como habiamos afirmado (notar que los lugares de la diagonal son los
coeficientes de x?, y? respectivamente, pero que el lugar fuera de la
diagonal es la mitad del coeficiente de xy, porque aparece dos veces).
Ahora buscamos los autovalores y autovectores de A, por el teorema
para matrices simétricas sabemos que hay una base ortonormal B =

P4gina 78 de 191 78 2021



FCEN-UBA Algebra lineal y Célculo

{V1,V,} de todo R? tal que V4, Vs, son autovectores de A. Esa base nos
da el cambio de variables, o en otras palabras, poniendo esa base como
columnas armamos una matriz ortogonal U que es la transformacion
(el cambio de variables) ortogonal que lleva nuestra grafica de f a una
de las 3 formas indicadas por el teorema.

Afirmamos que los autovalores de A son A =10, A = 5 y que los co-
rrespondientes autoespacios son Eyg = {(—1,2)}, E5 = {(2,1)}, estas
cuentas las puede verificar el lector. Los autoespacios son perpendicu-
lares, pero falta normalizar los autovectores: tomamos

Vi=("Yv5,%/v5), Vo= (%5,1/5)

para obtener la base ortonormal B = {Vj,V,} y una transformacién or-
togonal que los tiene como columnas

G (1IN Y
i Vo 2/v5 Y5 o)
Tomamos las nuevas variables X = (u,v) de la siguiente manera: defi-
nimos (u,v) = X = U'X, es decir

—1 n 2 Vo X 2 n 1
X : v=Vo - X = —x+ —y.
NG ’ ’

V5 V5
Escribimos la ecuacién implicita del grafico de f, que es z = f(x,y)
y recordamos que A = UDU' donde D es la matriz diagonal de los
autovalores. Ahora observamos que, por la propiedad de la trasposicion
respecto del producto interno, se tiene:

M:V1X:

z=f(x,y) =AX -X = (UDU"X -X = (DU"NX -U'X
=D(U'X)-U'X =DX -X.

Entonces, en las nuevas variables (u,v), la ecuaciéon implicita de la
superficie se escribe con una matriz diagonal D. Por eso, cuando desa-
rrollemos esta ultima expresion DX - X, veremos que no hay término
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mixto, es decir no hay término con el producto uv:

=(03)(7) e

z= (10u,5v) - (u,v)
7z = 10u® + 51

Esto quiere decir que luego de la transformacion ortogonal U (que es
una rotacion y/o una simetria, o una composicion de ellas), la grafica
de f(x,y) = 6x*+9y* — 4xy coincide con el conjunto z = 10u* + 5v*.
Ahora vamos a usar que los coeficientes los podemos escribir como

10 = v10?, 5= V5%

y entonces si volvemos a cambiar las variables por x; = +/10u, xo =
v/5v vemos que

7 =104 +5v* = (V10u)? + (V5v)? = x? +x3.

Es decir, luego de esta ultima transformacion (que se puede pensar
como una dilatatacion o compresion en la direccion de cada uno de los
dos ejes), vemos que la grafica de f coincide con el conjunto

2 2
Z—x1+x2

que es un paraboloide de revolucion.

EJEMPLO 3.2.11. Sea f(x,y) = xy, veamos que luego de una trans-
formacion ortogonal su grafico coincide con el de la silla de montar
z = u? —v* (como ya comentamos mds arriba en el Ejemplo 3.2.8).

Afirmamos que la matriz que necesitamos para obtener f(x) = AX - X

(O 1/9
7 (1/2 0)

ya que no hay términos con x* 6 y*. Lo comprobamos: A(x,y) = 1/2(y, x)

€S
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luego

(A(x, )5 (x,5)) = Y2((y,%); (x,¥)) =2(yx +xy) = xy = f(x,).

Los autovalores de A son A = 1/2, A = A =-1/2 y los correspondien-
tes autoespacios son Ei, = {(1,1)}, E-;, = {(1,—1)}, estas cuentas las
puede verificar el lector. Los autoespacios son perpendiculares, pero
falta normalizar los autovectores: tomamos

i=(/vz,va), Va=(v2,7/v2)

para obtener la base ortonormal B = {Vj,V,} y una transformacién or-
togonal que los tiene como columnas

[ — ngVﬂ
N\ Y2 Yz |
Tomamos las nuevas variables X = (u,v) de la siguiente manera: defi-
nimos (u,v) = X = U'X, es decir

1 1 1 —1

X+ : v=Vy- X = —x+—=).
NN SV R

Comentario: notemos que salvo por el factor constante 1/ V2 (que es-

I/t:V1X:

td puesto para normalizar), este cambio de variables es esencialmen-
te u=x-+y, v=x—y. Siuno despeja x,y en funcion de u,v obtiene
x= V2/2(u+v) ytambién u = /2/2(u—v), que salvo el factor cons-
tante es el cambio de variable que propusimos en el Ejemplo 3.2.8. La
diferencia es que aquel, mds simple, no es ortogonal porque “aplasta”
un poco 'y en cambio este si lo es.

Siguiendo con el razonamiento para f(x,y) = AX - X, tenemos nueva-
mente que A = UDU' donde D es la matriz diagonal de los autovalores
de A, y U la matriz ortogonal que tiene a los autovectores como colum-
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na. Nuevamente tenemos

z=f(x,y) =AX-X = (UDU"X -X = (DU"NX -U'X
=D(U'X)-U'X=DX-X

Es decir, en las nuevas variables, la ecuacion implicita se escribe usan-
do una matriz diagonal. Por eso no hay términos cruzados (los términos
con el producto uv no aparecen), como se ve a continuacion si escribi-
mos explicitamente DX - X:

(23

z= (You,~Y2v) - (u,v)

7= Yo —1/n?,

Esta superficie ya es una silla de montar, pero algo comprimida en las

direcciones de los ejes. Para convencernos, podemos hacer un segundo
cambio de variables, llamando x; = #/ 2, x = v/ 2 y obtenemos

1 1 1

2= " — v = (—=u)* — (—=v)* = x{ — x3.

2 2

Vemos que luego de comprimir un poco en la direccion de los ejes

u,v, la figura que obtuvimos al rotar el grafico de f(x,y) = xy es la

superficie dada de forma implicita por la ecuacion z = x{ — x5, que es

la silla de montar.

A la vista de los ejemplos, podemos resumir aun mas el resultado del
Teorema 3.2.9, pues se ve que los coeficientes de u’,v?, enla expresion
nueva para el grafico de f, son los autovalores de la matriz A con la que
construimos f:

TEOREMA 3.2.12. Sea f : R*? — R cuadrdtica homogénea, sea A' =
A € R**? tal que f(X) = AX - X, donde X = (x,y) son las variables.
Si A1, A2 € R son los autovalores de A, entonces (luego de una transfor-
macion ortogonal en el dominio) el grdfico de f es
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s Un paraboloide (cuando A,y > 0)

s Un paraboloide invertido (cuando A, Ay < 0)

s Una silla de montar (cuando Ay > 0y Ay < 0, 0 al revés).
s Un cilindro parabdlico (cuando M 6 Ay = 0).

S1 recordamos los nombres que dimos para estos casos en el final del
resumen de la Guia 2, vemos que el grafico de f es

= Un paraboloide si A es definida positiva.
= Un paraboloide invertido si A es definida negativa.
m Una silla de montar si A es indefinida.

= Un cilindro parabdlico cuando A es semi-definida.

OBSERVACION 3.2.13 (Cuédricas). Estas superficies (paraboloide,
silla de montar, cilindro parabdlico) son ejemplos de lo que se conoce
como cuddricas: superficies de R® dadas (de manera implicita) por un
polinomio de grado 2. En la seccion 3.3 veremos otros ejemplos de
cuadricas y haremos una lista de todos los posibles casos.

3.3. Curvas y superficies de nivel

e Corresponde a clases en video 3.6, 3.7

Como ya mencionamos, cuando tenemos una funcion f : R? - R, a ve-
ces es util mirar las denominadas curvas de nivel de la funcion f, que
consisten en igualar f a una constante y ver qué curva obtenemos en
el plano (x,y). Como estamos cortando con z = cte, podemos pensar
que estamos haciendo cortes de la superficie del grafico de f (que esta-
ba dada por la ecuacion implicita z = f(x,y)) con planos horizontales
(porque esos planos tienen ecuacion z = cte).
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EJEMPLO 3.3.1 (Curvas de nivel del paraboloide). Consideremos la
funcion escalar f(x,y) = x* + y*. Veamos sus curvas de nivel, y como
estas ayudan a describir la superficie dada por el grafico de f.

m Si fijamos z = R* > 0, y miramos la curva de nivel f(x,y) = R?, nos
queda la ecuacion x* + y? = R?, que es una circunferencia centrada en
el origen de radio R > 0.

m Si miramos la curva de nivel de z = 0, obtenemos x* 4 y*> = 0, esto
s6lo es posible si (x,y) = (0,0) entonces en este caso no obtenemos
una curva sino un punto del plano (el origen).

B S1 miramos curvas de nivel con zop < 0, no hay solucion y nos da el
conjunto vacio; por ejemplo con z = —1 tenemos que ver el conjunto
x* +y? = —1 que es vacio.

m Resumiendo, los cortes con planos horizontales nos devuelven: nada
para z negativo, el origen para z = 0 y circunferencias cada vez mas
grandes (de mayor radio) a medida que cortamos con z > 0 mas grande.
m Lo que queda por decidir es cOmo unir estas circunferencias, para
eso hacemos un corte con el plano vertical x = 0 (que es el plano yz,
la pared del fondo). Lo que vemos es la ecuacién z = f(0,y) que en
este caso es z = 0%+ y?, es decir z = y*. La graficamos, es una parabola
hacia arriba:

B Eso quiere decir que hay que unir las circunferencias apiladas con
una parabola, y por eso la grifica de f(x,y) = x*+y” tiene la forma que
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mencionamos en la seccion anterior: se obtiene haciendo revolucionar
la pardbola z = y* alrededor del eje z.

<

7=x*+y*

~ Paraboloide de revoluciéon

Y

EJEMPLO 3.3.2 (Curvas de nivel de una silla de montar). Tomamos
f(x,y) = x* — y*, veamos sus curvas de nivel.

m Si fijamos zo = R* > 0, y miramos la curva de nivel f(x,y) = R%, nos
queda la ecuacién x? — y? = R?. Dividimos por R? y vemos que queda

X2y X

2 (Yy2
=l = (BP-()=1
Haciendo el cambio de variables u = x/R, v = y/R (que consiste en
comprimir un poco en la direccion de los ejes), vemos la ecuacion
u* —v* = 1. Entonces estos cortes devuelven hipérbolas (con dos ra-
mas). M Si miramos la curva de nivel de z = 0, obtenemos x* — y* = 0,

que equivale a |x| = |y| y entonces tenemos dos posibilidades, y =x 6
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Figura 3.6: Hipérbola

corte con z = 1: hipérbola x? —y? =1

corte con z = —1: ===
—x% =

Figura 3.7: Curvas de nivel de la silla de montar z = x* — y*

y = —Xx que son dos rectas por el origen. ;Si, en efecto, la silla de mon-
tar tiene dos rectas horizontales dentro, aunque no sea tan evidente a
simple vista!

m Si miramos curvas de nivel con zo = —R? < 0, el razonamiento es
el mismo que para zo > 0, la Unica diferencia es que en lugar de ver
la ecuacién u? —v? =1 luego del cambio de variables, ahora vemos
la ecuacién —u? +v? = 1, que equivale a intercambiar u con v en la
anterior. Esta es una simetria, y entonces estas curvas de nivel también
dan hipérbolas (con sus dos ramas) pero ahora tienen otra orientacion
que las de arriba.

DEFINICION 3.3.3 (Superficies de nivel). Cuando tenemos una fun-
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cién escalar de 3 variables f : R® — R, su gréfico es el subconjunto
de R* dado por (x,y,z, f(x,y,z)), 0 si se quiere son los (x,y,z,w) tales
que w = f(x,y,z). Como es un subconjunto de R*, no podemos espe-
rar hacer un dibujo. Pero podemos estudiar los cortes con algunas de
las variables fijas, por ejemplo tomando w = wy = cte. Estos cortes se
conocen como supetrficies de nivel de f, son superficies dadas por la
ecuacion implicita
f(x,y,z) = cte.

m Si f es lineal sus superficies de nivel serdn planos. Por ejemplo,
f(x,y,2) = 2x+y—z. Si hacemos f(x,y,z) = 0 vemos el plano por el
origen Il : 2x+y —z = 0. Mientras que 2x+y —z = 5 es un plano, pero
que no pasa por el origen. Notemos que todas las superficies de nivel
de f son planos paralelos, todos con normal N = (2,1—1).

Ahora vamos a estudiar las superficies conocidas como cuddricas. Es-
ta es una familia de ejempos relativamente simples (y relevantes) da-
dos por polinomios de grado 2 en las tres variables x,y,z. Ya vimos
los casos particulares del paraboloide, la silla de montar y el cilindro
parabdlico, cuando tenfamos superficies de la forma z = f(x,y), es de-

cir cuando la superficie era el grafico de una funcion de dos variables
(Teorema 3.2.9).

EJEMPLO 3.3.4 (Cuédricas). Miramos superficies de nivel f(x,y,z) =
wo, con f polinomio de grado 2.

m f(x,y,z) = x*+y*+ 7% Sea R* > 0, consideramos la superficie de
nivel f(x,y,z) = R? (estamos tomando w = R?). Notamos que si X =
(x,¥,z), la ecuacién se reescribe como

EsferaderadioR: R*=x"+y*+z°=||X|]*, luego ||X| =R.

Son los puntos de R® que distan del origen exactamente R, se trata de
una superficie esférica de radio R, o mas brevemente una esfera de
radio R.

- _ - _ 2 0320 2
m Si tomamos w = 0 y miramos f(x,y,z) = 0, vemos x*+ y° +z° = 0,
asi que en este caso el conjunto de soluciones no es una superficie sino
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Esfera

. | Xy +zA=1

tnicamente un punto, el punto O = (0,0,0).
m Si miramos el conjunto f(x,y,z) = zo con zo < 0, resulta vacio: por
ejemplo x? + y? +z? = —1 no tiene soluciones.

m Cambiemos de funcién, sea g(x,y,z) = x* +y* — z2. Miramos primero
x% 4+ y* — 72 = R?, es decir tomamos w > 0. Por ejemplo, si R = 1 vemos
x* +y* — 72 = 1. Esta figura se conoce como hiperboloide de una hoja,
su ecuacion se reescribe como

Hiperboloide de una hoja:  x*+y* =1+ z°.

Para describirla podemos hacer cortes con planos horizontales (mirar
las curvas de nivel tomando z = zg = cte), notamos que r* = 1+ z2 >
1 > 0 es positivo no importa el signo de zo. Entonces todos los cortes

horizontales son de la forma x* 4 y* = r?

,con r > 1y se trata de cir-
cunferencias, todas de radio r > 1. El radio minimo r = 1 se consigue
cuando zo = 0, y hay simetria respecto de z, entonces vemos circun-
ferencias apiladas que crecen en radio a medida que nos alejamos del
pi1so (en ambas direcciones).

El nombre de la figura se explica por su perfil: para ver como se unen
estas circunferencias hacemos ahora un corte de x* +y* =14z con el
plano vertical x = 0. Vemos la ecuacién y* = 1+ z*, que se reeescribe
como y* — z* =1, y como ya sabemos, es una hipérbola (con sus dos

ramas, como en la Figura 3.6 de mas arriba). Entonces el hiperboloide
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de una hoja se puede pensar como la superficie que se obtiene girando
esta hipérbola alrededor del eje z.

Hiperboloide de de una hoja

m Volviendo al caso general de la superficie de nivel x* + y* — z2 = R?,

2021 89 P4gina 89 de 191



FCEN-UBA Algebra lineal y Célculo

si dividimos por R? vemos

2y 2 X
— :1: —2 —2_ _2:1.

1
R
la superficie u? +v? —w? =1 que como acabamos de discutir es un

Con el cambio de variables (x,y,z) — (u,v,w) = (%%, x); xZ), tenemos
hiperboloide de una hoja. Entonces todas las superficies de nivel de
g(x,y,z) = x> +y* — 7 = R? (para R # 0) son similares: son todos hi-
perboloides de una hoja, y lo que cambia es el radio minimo (el de la
circunferencia que se obtiene al cortar con el plano z = 0).

m Si tomamos w = 0 vemos la superficie de nivel x* +y* — z2 = 0 que
ya no es un hiperboloide. Se trata de la superficie conocida como

Cono recto:  x*+y* = 7°.

o simplemente cono. En realidad se trata de dos conos opuestos por el
vértice, como indica el dibujo: Tomando curvas de nivel, vemos que se
Z

Z=1ty
(corte con el plano x = 0)

\ Cono recto
\ 2 4+ y2 — ZZ
trata de circunferencias apiladas (salvo en z = 0 donde es un punto).

Luego para ver como unirlas, notamos que el perfil (el corte con el
plano vertical x = 0) nos da la ecuacién y* = z, que se trata de las
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rectasy =2z,y = —Z.

m Ahora veamos qué pasa si miramos g(x,y,z) = wy con wy < 0, es
decir x* +y? — z2 = —R? con R # 0. Dividiendo por R* y haciendo el
mismo cambio de variables de antes, notamos que son todas (compre-
siones de) la superficie de nivel con R =1, que es x* +y? —z* = —1. Esta
es distina que el hiperboloide de una hoja por el signo, es la superficie
conocida como

Hiperboloide de dos hojas: x*+y* =z —1.

Para describirla podemos tomar curvas de nivel con z = zy = cte. Note-
mos que z; — 1 puede ser positivo, negativo o nulo, dependiendo de z.
Separamos en casos: primero veamos donde se anula, esto es cuando
z% =1, y esto ocurre cuando zp = 1 6 bien zyo = —1. Entonces los cortes
con estos dos planos horizontales nos dan (en ambos casos) la ecuacion
x*+y* = 0, que sélo tiene solucién al (x,y) = (0,0).

Si tomamos —1 < 7o < 1, vemos que z3 < 1y entonces z3 —1 < 0. En
este caso la ecuacién x* + y* = z4 — 1 no tiene solucién. Esto quiere
decir que los cortes con planos z = zg, con zy entre —1 y 1, no cortan la
superficie x* 4+ y? = 72 — 1.

Por dltimo, consideramos |zo| > 1 (o sea debajo del —1 y por encima
del 1), con esta condicién z3 —1 > 0 y entonces la curva x* +y* = 73 — 1
es una circunferencia (de radio cada vez mayor a medida que z se aleja
del piso (ver Figura 3.9 debajo).

Para unir estas circunferencias apiladas, miramos el perfil de la super-
ficie dado por el corte con el plano x = 0, vemos la ecuacién 0° + y* =
7 —1 o equivalentemente z° — y* = 1. Se trata de una hipérbola, ahora
simétrica respecto del piso.

Entonces el hiperboloide de dos hojas es la superficie que puede ob-
tenerse haciendo girar esta hipérbola (las dos ramas) alrededor del eje

<.

m Ahora cambiamos de funcién. Sea f(x,y,z) = x*+ y?, notemos que
en la superficie de nivel x*+y* = wy la variable z no aparece. Eso quiere
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Figura 3.8: Las dos ramas de una hipérbola en el plano yz

\ /
ZZ o yZ -1
(corte con el plano x = 0)

Y

Hiperboloide de dos hojas
—x*—y*+z2=1

Figura 3.9: Hiperboloide de 2 hojas

decir que z estd libre, e implica que una vez hecho el dibujo para algtun
z (por ejemplo, para z = 0) la superficie se obtiene dejando z libre por
encima y por debajo de ese dibujo.

m Si wy = 0 obtenemos x* 4 y* = 0, que en principio es el punto x =
0,y = 0. Pero si recordamos que estamos en R® y que z estd libre, lo
que obtenemos es el conjunto (0,0,z), que es una recta vertical (es el
eje z).

m Si wy < 0 la superficie de nivel x* + y* = wy es vacia, porque el lado
1zquierdo es siempre no negativo. Notemos que no importa el valor de
z (por mas libre que esté), la ecuacion nunca se va a verificar.
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m Si wy = R? > 0, tenemos x* + y* = R%. Dividiendo por R? y cambian-
do las variables por x/R e y/R respectivamente obtenemos la superfice
llamada

Cilindro recto: x*+y* =1

o simplemente cilindro. Vemos que todos los cortes de esta superficie
con z = cte son idénticos, porque la ecuacion implicita no tiene z. Es-
tos cortes son todos x* + y* = 1, que es una circunferencia de radio 1.
Entonces la superficie se obtiene apilando circunferencias de radio 1, y
es exactamente un cilindro vertical.

Z
Cilindro

B Nuevamente cambiamos de funcion. Consideramos en este ejemplo
la funcién f(x,y,z) = z2 — y*. Ahora la variable faltante es x, y si mi-
ramos la superficie de nivel para wy = 1 vemos la ecuacién z° — y* = 1.
Esta superficie, al cortarla con planos verticales x = cte (planos parale-
los a la pared yz), presenta siempre la hipérbola plana z2 — y?> =1 (como
la de la Figura 3.8). La superficie se denomina cilindro hiperbolico, y
se obtiene deslizando esta hipérbola hacia adelante y hacia atras en la
direccion del eje x:

OBSERVACION 3.3.5 (Variantes de cuddricas). Intercambiando las
variables, obtenemos versiones de estas superficies que apuntan en las
direcciones de los distintos ejes.

Por ejemplo, consideremos las siguientes ecuaciones:

a) x*+z7°=y* b) —x*+y —z"=1 c)x*+7° =1.
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Figura 3.10: Cilindro hiperbdlico

Para hacer un dibujo de estas superficies, no es necesario volver a cal-
cular sus curvas de nivel, perfil, etc. Porque podemos notar (en cada
caso) que la superficie dada tiene una ecuacion similar a alguna de las
que ya estudiamos, con la salvedad de que en estas de aqui, los roles
de las variables estan intercambiados. Eso quiere decir que estas su-
perficies de aqui se pueden obtener a partir de alguna de las que ya
estudiamos, haciendo una simetria en R3. ;Qué simetria? La que se
obtiene al intercambiar esas variables.

Por ejemplo: la ecuacion a) se obtiene a partir de la ecuacion del cono
recto x* 4 y* = z%, intercambiando la variable y con la variable z. Luego
la superficie a) de aqui se obtiene del cono recto haciendo una simetria
alrededor del plano IT: y—z= 0 (ya que los puntos del plano, que veri-
fican y = z, no se modifican al intercambiar las variables). Si queremos
dibujar a), notamos que en el cono recto original, el eje de rotacién es
el eje z. Luego a) es un cono con eje de rotacion alrededor del eje y.

Con los mismos argumentos, ») es un hiperboloide de dos hojas con eje
de rotaci6 alrededor del eje y, mientras que ¢) es un cilindro alrededor
del eje y.

También podemos multiplicar las variables por constantes positivas, en
ese caso obtenemos superficies cuadricas que resultan variantes “aplas-
tadas™ o “estiradas” en las direcciones de los ejes, tal como vimos en
los casos del paraboloide y la silla de montar, en la Seccion 3.2.

Pdgina 94 de 191 94 2021



FCEN-UBA Algebra lineal y Célculo

Por ejemplo la superficie dada por la ecuacién z = 3x es un cilindro
parabdlico, mientras que 4x* + 9y* = z* es un cono que no es recto,
puesto que los cortes horizonales son elipses.

2
Srge=t
b . -
e
Elipsoide

Un ultimo ejemplo interesante (y con nombre propio) es el de la super-
ficie dada por la ecuacion implicita

X2 y2 Z2

g‘l‘—‘l-?:l,

que puede obtenerse a partir de la esfera, modificando (x,y,z) por x/a,
y/b, z/c respectivamente. Esta superficie cuadrica se conoce como
elipsoide de radios a, b, c (cuando a = b = ¢ obtenemos una esfera).

TEOREMA 3.3.6 (Cuédricas en R?). Toda superficie cuddrica de R>
puede transformarse (mediante un cambio escalas en los ejes y un cam-
bio de coordenadas ortogonal), en una de las superficies siguientes:

s Paraboloide: 7 = x* +y2

Silla de montar: 7 = x?

_ y2.

Cilindro parabdlico: 7 = x°.

Esfera: x> +y*+ 72 =1

Hiperboloide de una hoja: x* +y* — 7> =1
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Hiperboloide de dos hojas: x* +y* — 7 = —1

x Cono: 72 = x* +y*

Cilindro: x* +y* =1

Cilindro hiperbdlico: 72 —y* =1

Eso quiere decir que los ejemplos que vimos en este resumen, agotan
todas las posibles superficies cuédricas en el espacio R?. Las funciones
de la lista se conocen como las formas candnicas de los polinomios
cuadraticos en dos variables. Puede verse una representacion dindmica
de estas figuras, asi como sus intersecciones con distintos planos (sus
curvas de nivel) en este link de Geogebra.

El método de prueba es similar al de aquel teorema, pero con algunas
adiciones. No lo demostraremos, pero podemos ver muy claramente
como funciona esta clasificacion en un ejemplo:

EJEMPLO 3.3.7. Sea g(x,y,z) = 2x* + 2xy + 2y* — z°. Llevar g a su
forma canonica con un cambio de variables adecuado y describir sus
superficies de nivel.

La matriz para escribir g(X) = AX - X se consigue poniendo en la dia-
gonal los coeficientes cuadraticos, y fuera de ella la mitad de los co-
eficientes cruzados, por ejemplo en el lugar 1 — 2 va la mitad del coefi-
ciente de xz, que es un 1, como no hay xz n1 yz hay ceros en los lugares
1 -3y 2 — 3 respectivamente. La matriz tiene que ser simétrica asi que

es:
210

A=|12 0 |,
00 —1

invitamos al lector a verificar que g(X) = AX - X. Los autovalores de A
son 3,1, —1y los autovectores (ya normalizados) son

Vi=(Yv2,Y/v2,0) Vo= (Yv2,/v2,0) V3=(0,0,1)
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Las nuevas variables X = (xy,x9,x3) se obtienen aplicando la tranfor-
macion ortogonal U’ a las variables originales X = (x,y,z), entonces
tenemos

x1=WVi- X =%v2+y/v2y
X2:V2'X:_x/\/§—|—y/\/§y.
X3:V3°X:Z

La forma candnica de f en las nuevas variables es
DX -X = 3x{ + x5 — x3.

Entonces luego de una compresién de factor 1/ /3 en la primer varia-
ble la funcion original es equivalente a

f(xayaz) — X2+y2 _ZZ-

Inspeccionando la lista del teorema, vemos que las superficies de nivel
de esta ultima funcion son hiperboloides o un cono, entonces las de la
superficie original también (salvo una transformacion ortogonal y un
dilatacién de factor v/3 en la direccién del eje x).

2 Si miramos ecuaciones implicitas generales f(x,y,z) = cte donde f
no es un pollinomio de grado 2, obtenemos muchos mas ejemplos de
superficies que no hemos presentado aqui. Es decir que en este resumen
hemos hecho énfasis en las cuddricas pero hay muchas otras superficies
en R3 que no lo son. Su dibujo puede ser mucho mds complicado, y no
tenemos una buena clasificacion, pero de ser necesario se puede usar
un programa graficador para obtenerlo. Lo que queremos destacar para
finalizar, es que entender cudles son las posibles cuadricas nos servird
sobre el final de este texto para comprender como se hallan los extre-
mos de funciones de varias variables, y asi poder resolver problemas
de maximos y minimos que involucren mas de una variable.
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Capitulo 4

Limite y derivadas de
funciones

4.1. Limites y continuidad
e Corresponde a clases en video 4.1, 4.2a, 4.2b, 4.3, 4.4

DEFINICION 4.1.1 (Limite en una variable). Dada f : A — R, donde
A C R es un intervalo o una union de intervalos, decimos que el limite
de f cuando x tiende a x es ¢ si podemos conseguir que todos los f(x)
estén cercanos a ¢, siempre que x esté cercano a Xxy.

No nos interesa el valor de f en el punto yo = f(xo), ni siquiera nos
interesa si xg € A (el dominio de f); necesitamos s1 poder aproximarnos
a Xy con puntos x € A.

Formalmente lim,_,, f(x) = £ si

| f(x) — | es chico, siempre que |x — xo| es chico (x # xp).

La idea de “es chico” requiere alguna formalizacion mayor. Porque no
es aceptable que esté sujeta a interpretacion del que hace la afirmacion
(o del que la lee).

Para ello vamos a decir que |f(x) — /| tiene que ser tan chico como
uno quiera, siempre que acercemos lo suficiente x a xy. Esto se puede
expresar mejor asi: para cada eror posible £ > 0, queremos encontrar
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una D = D(E) > 0 (distancia) de manera tal que si dist(x,xy) < D,
entonces |f(x) —¢| < E. Entonces lim,_,, f(x) = ¢ si para todo E > 0,
existe D > 0 de manera tal que

lx —xo| <D= |f(x)—¥¢| <E.

No hay que olvidar que hay que excluir la evaluacion en x, para ello
podemos escribir x # xy 0 para ser mas breves escribimos 0 < |x — x| <
D -puesto que |x —xg| > 0 siempre, y |x — xo| = 0 Unicamente cuando
X = Xp.

y 1 O<|y—{<e

-
3

0<|r—xo| <O

-
-

X0 X

Figura 4.1: La banda horizontal celeste indica los f(x) con 0 < |x —xo| < 8

En la bibliografia es usual usar letras griegas para el error y la distancia,
asi que la definicion de limite suele escribirse entonces como sigue:

lim,_,,, f(x) = ¢ si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

0<|x—x0| <0=|f(x) /| <e. (4.1.1)

2 Como estamos aproximando x a xp, es necesario que xp esté¢ en A o
pegado a él. Luego debe ser xo € AUbd(A) = A (la clausura de A).

OBSERVACION 4.1.2 (Limites en infinito). Escribimos lim,_, ... f(x) =
¢ si f(x) se aproxima a ¢ cuando x es cada vez mayor. Formalmente, el
limite en +oo es ¢ si para todo € > 0 existe K > 0 tal que

x> K=—|f(x)—/| <Ee.
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La misma idea se usa para lim,_, . f(x) = ¢, pero ahora queremos
que f(x) esté cerca de ¢ cuando x sea negativo y muy grande en valor
absoluto (graficamente, x estd muy a la izquierdade O y f(x) muy cerca
de la altura /).

A veces nos interesa ver qué ocurre Si nos aproximamos a Xy por un
sOlo lado (ya sea porque f no esta definida a un lado, o porque el com-
portamiento es distinto a ambos lados de x):

DEFINICION 4.1.3 (Limites laterales). Si Dom(f) C R, decimos que
lim_. +f(x)=/¢siVe>0, 30> 0tal que

X—>X0

o <x<xo+0=|f(x)—{| <e.

Este se llama limite lateral por la derecha, y requerimos entonces x
cerca de xy con la condicién adicional x > zj.

Similarmente se define el limite lateral por la izquierda, en ese caso es
X < Xp.

2 Si hay puntos de A = Dom( f) a ambos lados de x,, entonces: existen
los dos limites laterales y son iguales s1y solo si existe el limite en xy.

Ahora extendemos la definicion de limite en un punto a funciones de
varias variables.

DEFINICION 4.1.4. [Limite en R"] Sea A C R", sea f : A — R, sea
P € A. Decimos que limy_,p f(X) = £ si para todo € > 0 existe § > 0

tal que
O<|X—-Pl|<do=|f(X)—/{| <&

La idea es exactamente la misma, queremos que f(x) esté cerca de ¢
s1 X esta cerca del punto P (y ademas pedimos X # P como antes).
Decimos “el limite de f cuando X tiende a P es £”.

OBSERVACION 4.1.5 (Notacién). Escribimos limy_,x, f(X)=/{ave-
ces de la siguiente manera
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La idea es clara: los valores de f(X) se aproximan a ¢ cuando los valo-
res de X se aproximan a Xj.

Algunas propiedades utiles se listan a continuacion

PROPIEDADES 4.1.6 (del limite de funciones). Sea A C R”, sean
f,g: A — R, sea Xy € A. Entonces si existen los limites de f y de g
en Xy, se tiene

2. limX_>X0 f(X)g(X) = limX_>X0 f(X) . limX_>X0 g(X)
3. Sig# 0enA ylimy_x,g(X) # 0, entonces

F(X)  limyx, f(X)
g(X)  limy_y,g(X)

th%XO

Recordemos que -si puede hacerse- la composicion de dos funciones
(go f)(X) =g(f(X)) se calcula viendo primero el valor de f en x, y
luego viendo el valor de g en f(X).

PROPIEDADES 4.1.7 (de 1a composicién y el limite). Si f(X) ﬁ
—4X0

¢y ademas g(X) ~7 L, entonces existe el limite de la composicion y
%

es 1gual a L:

(g0 f)(X) mL-

Esto es porque si comenzamos cerca de X, los valores de Y = f(X)
estan cerca de ¢, luego los valores de Z = g(Y') estan cerca de L.

OBSERVACION 4.1.8 (Limites que dan infinito). Escribimos
th—)X() f(X) = +-o0

si f(X) es cada vez mayor (sin cota superior) a medida que X se apro-

xima a X,. Formalmente, f(X) e T si para todo M > 0 existe
— &0
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0 > 0 tal que
0<|IX—Xo|| <d= f(X)>M.

Vemos que el grafico se hace cada vez mas alto a medida que X se

aproxima a Xy. Aqui f puede ser una funcion de una o de varias varia-
bles.
La misma idea se usa para limy_,x, f(x) = —oo: decimos que

f(X)m—“

si para todo m < 0 existe 0 > 0 tal que
0<|IX—Xo|| <= f(X) <m.

En este caso vemos que el grafico se hace mds bajo (hacia —oo) a me-
dida que X — X, (no hay cota inferior para las imagenes de f).

PROPIEDADES 4.1.9 (del sandwich y “cero por acotada). Cuando

queremos probar que un limite es 0, podemos hacer uso una desigual-
dad del tipo

O < g(r)].

Si sabemos que g(r) — 0 cuando ¢ — t(, entonces podemos concluir
que también f(¢) — O cuando ¢ — fy. Esto es porque

—lg(t)] < f(t) < |g(2)]

y entonces f no puede escapar de tener limite nulo en ¢ = ¢y, como se
ve en la figura:
Por ejemplo:

m Calcular lim,_,pxsen(1/x). Como |sen(1/x)| < 1 entonces

[f(x)| = |xsen(1/x)] < |x| = 0
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(1)

cuando x — 0. Luego lim, ,gxsen(1/x) = 0. Aqui la funcién que po-
demos controlar facilmente, que es mas grande que f, es la funcion
g(x) =x.

Este es el tipo de limite donde justificamos que da O porque es del tipo
“0 por acotada”. En este caso la funcién que tiende a cero es g(x) = x,
mientras que el otro factor esta acotado.

m Calcular lim,_,;+In(x)cos(1/In(x)). Afirmamos que ¢ = 0 porque
In(1) = 0. Sin embargo el segundo factor no tiene limite, por eso nece-
sitamos justificarlo asi:

| In(x) cos(1/In(x))| < |In(x)| — O

cuando x — 1. Entonces por la propiedad del sandwich el limite ori-
ginal es 0. Nuevamente es de la forma “0 por acotada”, en este caso
el factor acotado es cos(1/1In(x)), que no tiene limite pero sus valores
estan acotados entre —1y 1.

PROPOSICION 4.1.10 (Célculo de limites usando la composicion).
Como la composicion de limites es el limite de la composicion, pode-
mos aprovechar eso para calcular limites donde reconozcamos expre-
siones conocidas.

Veamos algunos ejemplos importantes de esta aplicacion. El lector cu-
rioso puede ver la forma que tiene las superficies dadas por los graficos
de las siguientes funciones, en este link. Alli notaran que el resultado

que obtenemos en las cuentas debajo, no siempre es evidente a partir
del dibujo.
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m Como lim,_,o (1+7)"" = e, entonces si f(x,y) — 0 cuando (x,y) —
(x0,Y0), al hacer la composicién con f podemos calcluar el limite:

—7
1. £=1im )00 (1+x*+y*)*0* Como (r)* = r*®, tenemos que

—7
1
! = lim(x,y)_>(0,0) ( (1 -+ X2 + y4) x2+y4) :

y entonces

/= <lim(x,y>_>(0,0) (1 -+ Xz -+ y4) x2+yl

Aplicamos la idea de la composicién a f(x,y) = x* + y*.

2. lim, )12 (1+yIn(x)? )3ln .Como f(x,y) = yIn(x)* — 0 cuan-
do (x,y) — (1,2), tenemos

Yy )’2

(1+yIn(x)?)3n@? = (14 yIn(x)?) 2>

1 ¥4/3 )
(o) o

m Como lim,_, Ser;(t) — 1, tenemos
: sen(xy : sen(oxy
I. hm(x,y)_>(070> )(cy ) = 511m(x7y)%(070> S(xy ) =5-1=05.

Esta vez compusimos con f(x,y) = Sxy.

, sen(xy—x) . sen(xy — x)xy —x
2. 1 X — 1 X
1M (x y)—(3,1) y—1 1M (x y)—(3,1) v—x y—1

sen(xy —x)x(y—1)
Xy —X y—1

= limy ) (31)

sen(xy — x) y—1.3—3

Bl R p——
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En este caso compusimos con f(x,y) =xy —x = x(y —1). Note-
mos que para esta funcién, f(x,y) — 0 cuando (x,y) — (3,1) (si
no fuera asi, el limite estaria mal calculado).

2 Un caso muy importante de f(x,y) — 0 que vamos a usar (cuando
(x,¥) — (0,0)) es mirando la funcién f(x,y) = ||(x,y)||, o sus potencias
Como

|G = 2"+ ™

PROPIEDADES 4.1.11 (de la norma). Como x* + y* > x?, se tiene
tomando raiz que |x| < /x%2+y* = ||(x,y)||. Entonces

=N <x < |(x )]l

y también
—[[Ce ) <y < |[(x,y)]]-

Entonces, si (x,y) — (0,0) es claro que x — 0 y también y — 0, pero
esta cuenta nos dice que la norma lo hace mas rapido que las coorde-
nadas.

Por otro lado es claro que si (x,y) — (0,0), entonces también se tiene
que [|(x,y)|| = 0.

Figura 4.2: Limites laterales distintos, el limite en P no existe

OBSERVACION 4.1.12 (Limite a lo largo de curvas). Cuando el limi-
te en P existe, no importa por qué camino nos acercemos a P, siempre
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debe ser | f(X) — £| — 0. Entonces si encontramos dos maneras distin-
tas de acercarnos, que den limites distintos, es porque el limite en P no
existe.

El primer ejemplo de esto es para funciones de una variable (Figura
4.2: cuando tenemos dos limites laterales que no coinciden. Sabemos
que el limite no existe en ese caso.

S1 miramos funciones de dos variables, un punto de su dominio estara
en R?. Hay muchas maneras de acercarse a un punto P € R?.

Por ejemplo, por cualquier recta que pase por P. Esto no agota todos
los caminos, pero es la primer cosa con la que uno puede probar. Si
encontramos que el limite da distinto a lo largo de dos rectas, es porque
no existe el limite doble en P.

EJEMPLO 4.1.13. Vamos resolver limites en algunos ejemplos. Nue-
vamente podemos ver las superficies dadas por Gr(f) en Geogebra, si
clickeamos en este link.

Como ya mencionamos, no siempre es de mucha utilidad ver el grafico,
y que es necesario saber algunas técnicas como las que explicamos a
continuacion para ver si un limite existe (y cuanto da). En el applet de
Geogebra también estan algunas de las funciones de la Guia de TP 4.

K2 —y?

W Sea V) = :
Flay) =15 2

Comenzamos probando por los ejes, que pasan por el punto P = (0,0).

Queremos ver si existe lim, y)_,(0.0) f(X,).

Probamos primer por el eje x. Eso quiere decir que tomamos y =0 y
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vemos que queda

x2—-0% «x

2402 — 2

2

f(x,0) =

Entonces f es constante en el eje x y el limite a lo largo del eje x da 1.
Ahora probamos por el eje y. Eso quiere decir que tomamos x =0 y
vemos que queda

—1.

02—y2  —y?
O p— p— p—
Entonces f es constante en el eje y y el limite a lo largo da —1.

Como los limites por los dos ejes son distintos, no existe el limite de f
en P =(0,0).

m Sea f(x,y) = 2)3 5» €n P = (0,0). Probamos primer por el eje x.
X=TYy
Eso quiere decir que tomamos y = 0 y vemos que queda
0
f(x, O) == ; = 0.

Entonces f es constante en el eje x y el limite a lo largo del eje x da O.
Ahora probamos por el eje y. Eso quiere decir que tomamos x =0 y
vemos que queda

0)

Entonces f es constante en el eje y y el limite a lo largo da 0.

Como los limites por los dos ejes son iguales, todavia no podemos
llegar a ninguna conclusion. Probamos con una recta por el origen ge-
nérica, y = mx. Tenemos

X -mx m-x2 m-x2

fx,mx) = =

x2 4 (mx)2  x2 4 m2x? B x*(14+m?)

Entonces el limite a lo largo de la recta y = mx es

m
14+ m2

lim,_o f(x,mx) =
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S1 m = 0 tenemos el eje x, que ya sabiamos que daba 0. Pero si toma-
mos cualquier otra pendiente, por ejemplo m = 1, vemos que el limite
da 1/2. Eso quiere decir que el limite de f en (0,0) acercandonos por
la recta diagonal y = x da 1/2. Como por los ejes daba 0, vemos que no
existe el limite de f en P = (0,0).

2

m Sea f(x,y) = 4x+y 5 en P = (0,0). Por los ejes, el limite da O (ver
XYy

la cuenta del ejemplo anterior). Por las rectas y = mx tenemos

3 3
: : mx . mx
lim,_, f(x,mx) = lim,_.q T = lim,_ R
. mx3 . mx 0 0
= lmx = lmx — =0,
22+ m?) V2 +m?) m?

puesto que podemos suponer que m # 0 (el caso m = 0 ya lo estudiamos
cuando nos acercamos por el eje x). Entonces por cualquier recta por
el origen da O.

. Quiere decir que el limite doble es 0?7 No necesariamente, ya que hay
otros caminos para acercarse al origen que no son rectas.

Por ejemplo, la pardbola y = x*. Calculamos f a lo largo de esa curva,

x2x? x4 1

f (e, x%)

T (x2)2 2xt 2
Entonces f es constante a lo largo de esa pardbola (que pasa por el ori-
gen) y asi podemos afirmar que el limite de f a lo largo de esa parabola
es 1/2. Como este limite es distinto de O (que era lo que daba a lo largo

de, por ejemplo, el eje x), podemos afirmar que no existe el limite de f
en P = (0,0).

en P = (0,0). Por los ejes, el limite da O (ver
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la cuenta dos ejemplos atras). Por las rectas y = mx tenemos

Amx3 Amx3
lim, : = lim, = lim,
—0.f (x,mx) 2052 4 242 702 22
. Amx> . Amx 0 0
= lim, = lim, = = 0.
21+ m?) U+m?) T 1+m?

Entonces por cualquier recta por el origen da 0. ;Quiere decir que el
limite doble es 0? Podemos probar por pardbolas y otras curvas. Invi-
tamos al lector a hacerlo. Vamos a ver que a lo largo de todas ellas el
limite es 0.

(Como podemos probar que el limite doble es cero? No tiene senti-
do probar por infinitos caminos. Lo que vamos a hacer es probar que
f(x,y) — £ (en este caso f(x,y) pues el candidato es £ = 0) es tan pe-
quefio como querramos, a medida que (x,y) — 0. O sea vamos a probar
que el limite doble es O usando su definicion. Para eso usamos la Pro-
piedad 4.1.11 de la norma , y escribimos

_ 1yl Pl AP Iyl

|f(xa)’) _O| — |f(x,y)] — ’x2_|_y2’ — X2ty H(%)’)Hz

|? y también que [y| < ||(x,y)]. El deno-

I*.

Aqui usamos que x* < ||(x,y)
minador, por otro lado, era exactamente igual a ||(x,y)

Entonces cancelando las normas (recordemos que no nos interesa que
pasa exactamente en (x,y) = (0,0)), tenemos

|f(x7y) _O’ — ’f(xvy)‘ < 4||(X,y)||.

Pero sabemos que (x,y) — (0,0), luego 4||(x,y)|| — 0. Por la propie-
dad del sandwich, debe ser f(x,y) — 0 cuando (x,y) — (0,0), luego el
limite s1 existe y es nulo, esto es

4x2y

= 0.
x2+y2

lim y)-(0,0)

2 Idea: cuando tenemos un cociente de polinomios, y el limite es de la
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forma 0/0, es util pensar qué grado tiene el numerador y qué grado tie-
ne el denominador. Si1 tienen el mismo grado, es bastante probable que
el limite no exista. En cambio si el grado del numerador (en el ejem-
plo previo, grado 3) es mayor que el del denominador (en el ejemplo
previo, grado 2) entonces el numerador tiende a cero mas rapido que
el denominador y eso nos dice que es bastante probable que el liimite
exista y sea nulo. Por supuesto que esta 1idea es sOlo un indicador, que
luego hay revisar en los hechos con las técnicas que indicamos aqui.

Continuidad

DEFINICION 4.1.14 (Continuidad). Cuando X, € A podemos com-
parar el limite con el valor al evaluar, si coinciden decimos que f es
continua en Xy. Resumiendo f es continua en X si

limX—>X0 f(X) — f(XO)
Entonces necesitamos que exista el limite y que coincida con f(Xj).

2 También interesa ver si se puede extender la continuidad de f a otros
puntos que no estén en el dominio. Luego el estudio de continuidad se

haceen A =AUbd(A).

DEFINICION 4.1.15 (Discontinuidades evitables). Si X, € A = Dom( f)
y existe el limite

1imX—>X() f(X) — g?

pero f(Xy) # ¢, decimos que X, es una discontinuidad evitable de f.
Esto es porque si cambiamos el valor de f en X, por el nimero /, la
funcion queda continua en Xj,.

También decimos que X, € bd(A) \ A es una discontinuidad evitable si
existe el limite

1imX—>Xo f(X) — g?

en este caso definimos f en X, como ¢ y de esta manera la extension
queda continua en Xj.
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DEFINICION 4.1.16 (Discontinuidades esenciales). Si Xy € A pero
no existe el limite cuando X — X, de f, decimos que la discontinuidad
es esencial.

2 Para funciones de una variable, un caso particular de discontinuidad
esencial es el salto: cuando existen ambos limites laterales pero son
distintos.

2 Una discontuinidad esencial que no es de salto la tiene f(x) = sen(1/x)
en xo = 0. Aqui no existe ninguno de los dos limites laterales.

DEFINICION 4.1.17 (Continuidad en conjuntos). Dada f : A — R de-
cimos que f es continua en el conjunto A C R" s1 es continua en todos
y cada uno de los puntos P € A.

PROPIEDADES 4.1.18 (de las funciones continuas). Sean f,g: A —
R funciones continuas. Entonces

1. La suma f + g es continua en A.
2. El producto f - g es continuo en A.
3. Si g no se anula en A, entonces el cociente f/g es continuo en A.

4. S1 componemos dos funciones continuas (siempre que se pueda
hacer la composicion), el resultado es una nueva funcidn conti-
nua.

Esto nos dice que hay que identificar dos tipos de problemas: cuando
hay un cociente, ver donde se anula el denominador, y cuando hay una
composicion, ver donde hay problemas del dominio. Alli estaran las
posibles discontinuidades.

Curvas

Una curva es una funcion de una variable o : I — R”, donde n > 2. En
general nos referimos a su imagen que es un conjunto de R” que se
parametriza con una sola variable. Por ejemplo

o(t) = (cos(t),sen(t))
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Figura 4.3: Curva C C IR?

es una curva en R?, su imagen es una circunferencia. Mientras que
ot) = (2t,3t,—t)

es una curva en R>, su imagen es una recta.

En general escribimos las curvas en R* como

donde x : I — R y también y : I — R son dos funciones de una va-
riable. Por ejemplo en el caso anterior x(z) = cos(¢), mientras que

y(t) = sen(t).
Para las curvas en R® podemos usar o(¢) = (x(¢),y(¢),z(t)) donde cada
coordenada es una funcion de R en R, por ejemplo en el segundo caso

de arriba x(¢) = 2¢, y(t) = 3¢, z(t) = —t.

DEFINICION 4.1.19 (Continuidad de curvas). Una curva o : I — R"
dada por

ot) = (x(2),x0(2), ..., x,(2))

es continua si todas las funciones x; : I — R son continuas.

2 Podemos notar que una curva es continua en #y € I cuando el limite
de cada coordenada (en el punto #y) coincide con evaluar cada coorde-
nada en #.

DEFINICION 4.1.20 (Conjuntos conexos). Diremos que A C R” es
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conexo (mas precisamente conexo por arcos o arco-conexo) si dados
P,Q € A los podemos unir con una curva continua o : I — R" tal que
im(a) C A. Si I = [a,b] entonces debe ser a(a) = P, au(b) = Q (o alre-
vés).

TEOREMA 4.1.21 (Bolzano). Sea A C R" conjunto conexo, sea f :
A — R" una funcion continua. Sean P,Q € A. Entonces

1. Si f(P) >0, f(Q) <0 (o alrevés), entonces existe R € A tal que
f(R)=0.

2. Si f(P) < f(Q) entonces la imagen de f toma todos los valores
intermedios entre f(P)y f(Q). Explicitamente, [f(P), f(Q)] C

Im(f).

2 No necesariamente el intervalo y la imagen de f son exactamente
iguales, la imagen puede ser mas grande.

TEOREMA 4.1.22 (Teorema de Weierstrass). Sea K CR", sea f : K —
R. Entonces f es acotada y alcanza mdximo y minimo en K.

Este teorema requiere algunas explicaciones. Recordemos para empe-
zar que un conjunto es compacto cuando es cerrado y acotado.

m Como f : R" — R, la imagen es un subconjunto de numeros reales.
Decimos que f es acotada en K s1 el conjunto imagen de f con dominio
K es un conjunto acotado.

m Usamos f|x para indicar la restriccion de f al conjunto K. Entonces
f es acotada si A = im(f|x) C R es acotado.

m Decimos que f alcanza maximo y minimo en K C R cuando la ima-
gen de f es un conjunto compacto. Porque en ese caso, si tomamos

M =max{f(x) :x € K} €R,

-que existe porque la imagen es compacta- existe un punto Py, € K tal
que f(Py) =M.
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m El valor mdximo de f en K es M = f(Py), mientras que el maximo
se puede alcanzar en uno o mas puntos de K -el punto Py no tiene
por qué ser unico, ver la Figura 4.4-. Entonces el valor maximo es

im(f)|x = [m, M]

Figura 4.4: Q es el iinico minimo de f|k, mientras que Py, P» son mdximos de f |

unico, pero los “maximos” de f (los puntos donde hay que evaluar
para conseguirlo) pueden ser varios.

m Similarmente, el valor minimo de f en K que menciona el teore-
ma, es m = f(Q,,) € R para algin X, € K, ya que el conjunto imagen
de f|k tiene minimo m. Entonces el valor minimo es unico, pero los
“minimos” de f (los puntos donde hay que evaluar para conseguirlo)
pueden ser varios.

m Notemos que si bien [m, M| C im(f), si restringimos f a K, laimagen
es exactamente ese intervalo: [m, M| = im(f k).

4.2. Derivadas parciales
e Corresponde a clases en video 4.5a, 4.5b, 4.6a, 4.6b, 4.7a, 4.7b

Comenzamos repasando la nocion de derivada en una variable.

DEFINICION 4.2.1 (Cociente incremental y derivada). Sea I C R, sea
f:I—Ryseaxe[° Laderivada de f respecto de x se obtiene calcu-
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lando el limite de los cocientes incrementales cuando & — O:

flxth) = fx)
h

(stempre que el limite exista). Equivalentemente, haciendo el cambio

f/(x) = limy,_,o

de variable y =x+h

~f()

X

F1(x) = Tim, s )

Y

Figura 4.5: La recta tangente se obtiene como limite de rectas secantes

Cuando el limite existe y da un numero decimos que f es derivable en
x. Para que el limite exista el numerador debe tender a cero, luego es
condicion necesaria para que f sea derivable que

limy—>xf(y) — f(x)a

y entonces el limite coincide con evaluar. Enunciamos esto como teo-
rema:

TEOREMA 4.2.2 (Derivable implica continua). Si f es derivable en x
entonces [ es continua en Xx.

2 La afirmacion reciproca no es cierta, por ejemplo la funcion modulo
f(x) = |x| es continua en x = 0 pero no es derivable alli, ya que

f(OJrh;_f(O) im0 0 =

h
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mientras que

O+h)— f(O —h—0
FOR 1Oy, T

Esto dice que los limites laterales del cociente incremental de f en x =
0 son distintos, y entonces no existe el limite del cociente incremental.
Por eso f(x) = |x| no es derivable en x = 0.

= —1.

limy, o~

2 Como se aprecia en la Figura 4.5, el cociente incremental

dy  f(x)— f(xo0)

dx X — X

representa la pendiente de la recta secante que pasa por P = (xo, f(xo))
y por Q = (x, f(x)). Lo que queremos es ver qué pendiente tiene la recta
en el limite cuando x — xp, y ese numero (el limite de los cocientes
incrementales) es la derivada.

OBSERVACION 4.2.3 (Recta tangente). Cuando f es derivable en x
la derivada representa la pendiente de la recta tangente al grafico de f
en ese punto. La ecuacion de la recta tangente es

y = f"(x0) (x —x0) + f (o).

La recta tangente es la recta que pasa por el punto (xo, f(xo)) que mejor
aproxima al grafico de f cerca de ese punto.

PROPOSICION 4.2.4 (Derivadas de funciones conocidas). De la de-
finicion de derivada y propiedades algebraicas de cada funcion, es po-
sible deducir las siguientes formulas:

2021 117 Pdgina 117 de 191



FCEN-UBA

Algebra lineal y Célculo

Dom(f)| f(x) | f'(x)
n € Ny R x" nx"!
k€Zoy Ry | x| k!
aeR | x>0 | x* | o™
Tabla de derivadas (d1) x>0 | In(x) 1/x
R e’ e’
a+0 R a* | a‘ln(a)
R |sen(x) cos(x)
R |cos(x) | —sen(x)

2 De la tabla (y algo de sentido comun) notamos que el dominio de
la derivada coincide con el de la funcion, ya que para poder derivar
tenemos que tener funcién. Por ejemplo la férmula 1/x para la derivada
del logaritmo a priori tiene dominio todos los numeros no nulos, pero a
posteriori (sabiendo que la estamos pensando como la derivada de In)
tiene dominio solo x > O.

2 En algunos casos el dominio de la derivada es estrictamente mas
chico que el de la funcion original, por ejemplo

1. f(x) = |x|. Entonces Dom(f) =R pero Dom(f') =R\ {0}.

2. f(x) = x*3. Entonces Dom(f) = R pero Dom(f') = R\ {0},

puesto que
_ 1
flx)=2/3x"" = 2/SJm.
VA y A YA
X \/x) X
y = |x| y=x7 y=x"
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3. En general el dominio de f(x) = x”/? es todo R si la fraccion es
no negativa y g es impar, pero el dominio de la derivada no tiene
al x =0 cuando p/q < 1.

OBSERVACION 4.2.5 (Funciones derivables). De los ejemplos y la
definicion vemos que para calcular la derivada, tiene sentido hacerlo
cuando el punto xj es interior. Entonces de aqui en mas nos concen-
traremos en derivar funciones f en dominios abiertos. Dado A C R
abierto, diremos que f es derivable en A si existe su derivada en todos
y cada uno de los puntos x € A.

PROPIEDADES 4.2.6 (Reglas de derivacion-una variable). Reglas pa-
ra derivar productos sumas y composiciones. Sea A C R abierto, sean

f,g derivables en A C R. Entonces
1. f+gesderivableenA yvale (f+¢g) = f +¢.
2. f-gesderivableen Ay vale (fg) = flg+ fg'.
3. Si A € Rentonces (Af) =Af".
4. Si g no se anula en A entonces f/g es derivable en A y vale

([)':f’-g—f-g’
g g?

5. Regla de la cadena: si1 se puede hacer la composicion go f, en-
tonces es derivable y

(80f) (x) =g'(f(x))- f'(x).

6. Derivada de la funcion inversa: s1 f : A — B es biyectiva y con
derivada no nula en A entonces f~!: B — A es derivable y vale

1
)

() o) =
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para todo y € B.

2 Simplemente cambiando las letras, si puede hacerse la otra com-
posicion (en el otro orden) f o g y ambas son derivables entonces la
composicion es derivable y

(fog)(x)=f'(g(x))- &' (x).

También puede reescribirse la formula de la derivada de la inversa no-
tando que y = f(x), entonces

1
- f(®)

PROPIEDADES 4.2.7 (Derivadas). Combinando las propiedades men-
cionadas con las derivadas de la Tabla (d1), obtenemos las derivadas de

(Y (f(x))

otras funciones que aparecen repetidamente en los ejemplos y aplica-
ciones. La tabla no indica los dominios ni de f ni de f’, eso queda a
cargo del lector:

In(g(x) = &

Tabla de derivadas (d2) arc sen(x) L

1—x2
arc cos(x) Il -

—X
arctan(x) |

cosh(x) | senh(x)

senh(x) | cosh(x)
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Sobre el final estan las funciones trigonométricas hiperbolicas:

¢ te : senh(x):e — ¢
2 2

Notar que a diferencia de las usuales, no estan acotadas y tampoco

cosh(x) =

cambia el signo al derivar. También cumplen una relacion similar a la
pitagorica (pero con otro signo):

cosh?(x) — senh?(x) = 1.

Notemos que senh(0) = 0; como cosh?(x) = 1+ senh*(x) > 1 el coseno
hiperbdlico no se anula nunca.

TEOREMA 4.2.8 (Teoremas del calculo diferencial en una variable).
Sea f :|a,b] — R continua. Supongamos que f es derivable en (a,b).
Entonces

m Teorema de Rolle: Si f(a) = f(b), existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

B Teorema de Lagrange: En general existe ¢ € (a,b) tal que

f(b)— f(a)
b—a

fie)=

COROLARIO 4.2.9 (Crecimiento y decrecimiento). Sea f :I — R
derivable con I un intervalo abierto, entonces

1. Si f'>0enl, f escreciente en I. Esto es

x<y=f(x) < f(y)
Una funcion constante es creciente (admitimos derivada nula).

2. Si f'>0enl, f es estrictamente creciente en I. Esto es

x <y=f(x) <f(y),

en este caso no se admiten funciones constantes.
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3. Si f'<O0enl, f esdecreciente en I. Esto es

x<y=f(x) = f(y).
Una funcion constante es decreciente (admitimos derivada nula).

4. Si f' <0enl, f es estrictamente decreciente en I. Esto es

x <y=f{x)>f(¥),
en este caso no se admiten funciones constantes.

2 Las funciones con derivada no nula en un intervalo son inyectivas,
ya que son estrictamente monotonas (creciente o decreciente).

2 Las funciones crecientes preservan desigualdades, las decrecientes
las invierten. Las que no son ni crecientes ni decrecientes (como por
ejemplo f(x) = x*) se llevan mal con las desigualdes.

DEFINICION 4.2.10 (Derivadas sucesivas). Si f :A — Resderivable
en A, podemos hallar una férmula f’(x) para todo x € A. Obtuvimos asi
una nueva funcién ' : A — R. Nos podemos preguntar si es derivable
en A. Si lo es, denotamos

"= (f", esdecir f'(x) = (f(x))".
Asf sucesivamente, la derivada n-ésima la denotamos £ (x) (usamos
el paréntesis en el exponente para que no se confunda con la potencia
usual que esta relacionada con el producto).

DEFINICION 4.2.11 (Funciones de clase C). Si f es derivable k ve-
ces y ademds su derivada k-ésima es continua, decimos que f es de
clase C¥,

Si queremos hacer explicito el dominio, denotamos C¥(A) al conjunto
de todas las funciones que son de clase C* en el conjunto A C R”.
Decimos que f es de clase C™ si existen todas las derivadas sucesivas
de todos los ordenes.
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2 Todos los polinomios, las funciones seno y coseno, la funcion expo-
nencial son de clase C*. La funcién f(x) = x”/3 es de clase C? pero no
es de clase C°: calculamos

f/(X) _ %x4/37 f//(x> _ % . %xl/S’ f///(x> _ % . % . %X—I/S

1/

Y

vemos que f ni siquiera estd definida en x = 0.

2 Una f es de clase C' si existe f’ y ademds f’ es una funcién continua.
Si f no es derivable no puede ser C?, pero hay funciones derivables que
no son C'. Por ejemplo:

EJEMPLO 4.2.12 (Una funcién derivable que noes C!). Sea f : R —+ R

Flx) = { x? ser(l)(l/x) ;cj (())

Calculamos su derivada fuera de x = 0 y obtenemos

—1
x*sen(1/x)" = 2xsen(1/x) 4 x* cos(1/x)— = 2xsen(1/x) — cos(1/x).
X
Calculamos su derivada en x = 0 usando la definicion
x*sen(1/x) — 0
x—0

£'(0) = lim, — lim,_,oxsen(1/x) = 0

donde usamos la propiedad “0 por acotada=0". Entonces f es derivable
en todo R, con derivada

Fx) = { 2xsen(1/x)0— cos(1/x) ;cj (())

Para ver que f ¢ C'(R), basta ver que la funcién derivada no es continua
en algun punto. Afirmamos que no es continua en x = 0. Sabemos que
f'(0) = 0 por lo recién calculado. Por otro lado vemos que

lim,_,q f'(x) =1lim,_,o2xsen(1/x) —cos(1/x) = 0 —lim,_,gcos(1/x) =0 -
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entonces como no existe el limite de f’ cuando x tiende a 0, f’ no es
continua y asi f no es una funcién de clase C'.

2 Como el tnico problema estd en x = 0, podemos decir que f es C!
en todo R sin el 0. Esto es, f € C'(R\ {0}), pero f ¢ C'(R).

Funciones de varias variables

DEFINICION 4.2.13 (Derivadas parciales). La derivada parcial de %
respecto de x de una funcién f(x,y) se obtiene pensando que x es va-
riable mientras que y esta fijo (es constantes).

Por ejemplo si f(x,y) = x*ycos(y* + 3x), tenemos

of
0x

La derivada parcial respecto de y se obtiene en cambio fijando la va-

(x,y) = 2xycos(y* + 3x) — x“ysen(y* + 3x) - 3.

riable x y pensando a la funcién como unicamente de la variable y.
Entonces en el mismo ejemplo

df

P ~(x,y) = x*cos(y* + 3x) — x*ysen(y* + 3x) - 2y.

DEFINICION 4.2.14 (Vector gradiente). Si existen ambas derivadas
parciales en el punto P = (xg,yq), el vector

Vi) = L) L)

se denomina vector gradiente a f en el punto P. El simbolo V es la
letra griega nabla.

2 Cuando la funcidn tiene 3 (o mas variables) la definicion es la misma:
se fijan todas las demds variables -se las piensa como constantes- y se
deriva respecto de ella. Asi por ejemplo

0

1
aZ( Z+In(+y°)) =27+ ———— - 2z.

(2% +°)
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En este caso como la funcidn tiene tres variables el vector gradiente
tendra 3 coordenadas,

0 0 0
Vf<x07y07Z0) = (a—iC(XO,YO,Zo)aa—i(xo,)’o,Zo%a—JZC(XO,yO,Zo))

2 Si pensamos la derivada por definicion, vemos que

Jf f(x,y0) — f(x0,¥0)

BN =i X—X
ax(x()?y()) 1m —X0 X—XO

(fijamos y = yy, movemos X), mientras que

df . f(x0,y) — f(x0,¥0)
a_y(anyO):hmy—)yo 0 .))}_yo 00 .

(fijamos x = xp, movemos y). Mismas consideraciones para funciones
de mas variables. Entonces las derivadas parciales en el punto pueden
existir o no, puede existir una si y la otra no, etc.

Una vez calculada una derivada parcial de f, obtenemos una nueva
funcion con la misma cantidad de variables. En realidad, si existen
las derivadas parciales, tenemos una funcion para cada variable, las

denotamos
of of 9
' 9y 9 O
2 Para abreviar podemos escribir
of . of .
P =L, SP)=h(P). e

DEFINICION 4.2.15 (Funciones de clase C'). Sea A C R” abierto y
f:A—R. Una funcion es de clase C' en A -denotado f € C'(A) cuando

1. Existen todas las derivadas parciales en todos los puntos de A.

. : . p : .
2. Todas las funciones derivadas parciales a_;{i son funciones conti-

nuas en A.
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Se extiende esta definicion a las derivadas sucesivas, decimos que f €
C*(A) si existen todas las derivadas parciales sucesivas de f hasta orden
k y son todas funciones continuas.

TEOREMA 4.2.16 (C' = continua). Sea f: A — R con A C R”" abier-
to. Si f € CY(A), entonces f es continua en A.

No probaremos este teorema, pero hacemos una observacion importan-
te.

2 Que existan las derivadas parciales no es suficiente para garantizar
la continuida de una funcidn de 2 (o mas) variables. Para poder asegu-
rarlo, es necesario que ademas de existir, sean funciones continuas.

OBSERVACION 4.2.17 (Derivadas parciales y crecimiento). Las de-
rivadas parciales de f indican cuanto crece la funcion f en la direccion
del respectivo eje.

DEFINICION 4.2.18 (Plano tangente). Si f: A — R es de clase C’
(con A € R?), el plano tangente a f en el punto P = (xg,y) € A es el
plano de ecuacion

0 0
7= a—i:(xO,yo)(x —xo) + a—;f(xoayo)(y _)’0) +f(xo,y0)-

Este es el plano (Figura 4.6) que pasa por el punto (xo, Yo, f (X0, o)) del
grafico de f y tiene la propiedad de ser el que mejor aproxima a dicho
grafico (cerca del punto mencionado).

OBSERVACION 4.2.19 (Plano tangente como aproximacion lineal).
Sea
Flx,y) = 1457797

Las derivadas parciales de f son

Fule,y) = 1 14y),  fy(xy) =&Y (1-18y).
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= -
— S

(Paf(P)) w P
\ Gr(f)\

Figura 4.6: Plano I1 tangente al grdfico de f en (P, f(P))

Como f(0,0) =14+1=2, £,(0,0) =1, £,(0,0) = 1, entonces el plano
tangente a f en P = (0,0) es

z=x+y+2=m(x,y).

S1 pensamos T como funcidn, su grafica es el plano, y esta funcion
lineal aproxima a f cerca de P = (0,0), denotamos esto como:

n(x,y) >~ flxy)  si (xy)=(0,0).

La diferencia es lo que se conoce como error de la aproximacion.
Podemos ver una representacion grafica de f y su plano tangente en

P =(0,0) en el applet de Geogebra (click).

2 Mas variables: cuando la funcion tiene mas de dos variables, no espe-
ramos representarla graficamente. Pero las ideas de derivadas parciales
son 1dénticas, y lo mismo ocurre con la idea de aproximacion lineal.
Entonces por ejemlo si f : R® — R, su grifico es el conjunto de R*
dado por

Gr(f) ={(x,y,z, f(x,3,2)) : (x,y,2) € Dom(f)} C R,
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que se puede describir por la ecuacién implicita w = f(x,y,z). Vamos
a definir su plano tangente en el punto (xo,vo,20) € Dom(f) como el
subespacio de R* dado por la ecuacién implicita

W = fx(.X(),y(),Z())(X—X()) —I_fy(anyO,ZO)(y_yO) ‘|—fZ<X(),y(),Z0)(Z_Z0) +f(x0,y0,Z0)

o abreviadamente w = I1(x,y,z). El nombre plano en realidad es for-
malmente incorrecto ya que la dimension de este subespacio es 3y
no 2. Pero la idea de aproximacioén numérica sigue siendo valida: para
(x,y,7) cercano a (xg,Yo,20), S€ tiene

f(x,y,2) = T1(x,,2).

Volvamos ahora a las derivadas y su interpretacion. Nuevamente tra-
bajamos con funciones de dos variables, pero estas ideas se pueden
extender a 3 o mas de ellas.

S1 queremos encontrar cuanto crece f en alguna otra direccion que no
sea de un eje, tomamos V = (v1,v9) de norma unitaria (porque quere-
mos normalizar, ya que los vectores canonicos miden 1) y definimos

DEFINICION 4.2.20 (Derivadas direccionales). Sea A C R? abierto,
sea f : A — R. Decimos (s1 existe) que el limite
df f(xo+1tvy,yo +1va) — f(xo0,Y0)

W(Xoy)’o) = lim,_, 5

es la derivada direccional de f en Xy = (xo,y0) en la direccion de V =
(v1,v2) -con ||V|| = 1-. Podemos escribirlo sin coordenadas como

a_f(XO) — lim,_, f(Xo+1V) — f(Xo) f(ﬁ()t() _{(()H(o)7
r — Xo

— 11th—>X0

oV t

donde X; = Xy +tV.

OBSERVACION 4.2.21 (Interpretacidon geométrica como pendiente).
La variacion de f en el cociente de la derivada direccional es el nume-
rador. La variacion en el dominio es

dist(Xo,Xo+1V) = | Xo +1V — Xo|| = |t]||V]| = |¢]
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recta por P,Q

— —
— — — —

Figura 4.7: Corte de Gr(f) con un plano vertical Il sobre la recta L : Xy +tV

porque ||V|| = 1. Entonces el cociente incremental de la derivada direc-
cional representa la variacion de las alturas (imagenes de f) dividido
por la variacion en el dominio (el parametro t).

Si cortamos Gr(f) con un plano vertical IT sobre la recta L : Xy +tV
(Figura 4.7), y miramos la figura de perfil, vemos el dibujo para una
funcion de una variable (Figura 4.5): 1a recta que une P con Q en el
dibujo de arriba es la recta secante a la interseccién de Gr(f) con II.

Su pendiente indica una aproximacion a la inclinacién de Gr(f) en esa
direccion, y al tomar limite obtenemos el nimero exacto de 1a inclina-
cion, que es la derivada direccional g—‘];(Xo). Para cada direccion, este
numero puede ser distinto (es como pararse en una montafia y mirar
en todas las direcciones, dependiendo de hacia donde miramos se sube
mas o menos, se baja, se permanece horizontal, etc.)

2 En particular si tomamos V = E; = (1,0), tiene norma 1y se tiene

%) . 1 %)
%(Xo,yo) — hmt—>0 Ef(—xO_'—hayO) _f<x07y0> — a_i(x07y0)7
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la derivada parcial respecto de x es un caso particular de derivada di-
reccional. Similarmente, la derivada parcial respecto de y es otro caso
particular de derivada direccional (ahora tomando V = E; = (0,1)).

2 Como ya mencionamos, no alcanza que existan las derivadas par-
ciales para que una funcion de dos variables sea continua, y de hecho,
tampoco alcanza con que existan todas las derivadas direccionales.
Un ejemplo de una funcion que no es continua, pero para la cual existen
todas las derivadas direccionales en el origen, esta dado por

( x3y

flay) =4 T
L 0 si (x,y)=(0,0).

Esta funcion también tiene su grafico de Geogebra en este link.

5 si (x,y) #(0,0),

Veamos que ahora que para una funcién “buena” (de clase C'), po-
demos calcular todas sus derivadas direccionales de manera bastante
simple (sin calcular limites):

TEOREMA 4.2.22 (Gradiente y derivadas direccionales). Sea A C R"
abierto y sea f € C'(A). Entonces para todoV € R" con ||V || =1y todo
P € A se tiene

df
1%

El teorema anterior dice que podemos evitar calcular los limites para
las demas direcciones, siempre que f sea de clase C'. En particular
notemos que si f tiene dos variables y escribimos V = (Vi, V,), entonces

of
1%

2 Todas las derivadas direccionales (en el punto P) son combinacion
lineal de las dos derivadas parciales (en el punto P). S1 esto no es cierto
para algun punto o para algiun V, entonces podremos afirmar que f no
es de clase C.

A (P) = (Vf(P),V)=V[f(P)-V

(anyO) Vlfx(P)+V2fy(P).
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TEOREMA 4.2.23 (Direccion de maximo crecimiento). Si f : A — R
es de clase C', la direccion de mdximo crecimiento en el punto P € A,
es la direccion del gradiente en ese punto. Ademds para todo V € R”,

df
—IVIP) = 57(P) < VAP

Luego cudnto crece f (en todas las direcciones posibles, mirando des-

se tiene

de P) es a lo sumo la magnitud dada por la longitud del gradiente de
fenP.

2 El valor maximo de las derivadas parciales en un punto P dado es
exactamente ||V f(P)||. Todas las demas derivadas direccionales son
menores o0 iguales a este nimero.

2 Cuando decimos que la direccion de maximo crecimiento es la del
gradiente, queremos decir que (suponiendo que Vf(P) # 0) hay que
tomar como direccion

1
VAP

Si Vf(P) = 0, todas las derivadas direccionales son nulas, entonces en
cualquier direccion se crece a la misma velocidad.

v VF(P).

4.3. Diferencial y regla de la cadena

e Corresponde a clases en video 4.8, 4.9

Comenzamos listando algunas propiedaes del gradiente que son faciles
de deducir del caso de una variable.

PROPIEDADES 4.3.1 (Reglas de derivacion-varias variables). Reglas

para derivar productos sumas y composiciones. Sea A C R" abierto,
sean f,g: A — R de clase Cl. Sea P € A, entonces

1. f+g€CY(A)yvale V(f+g)(P)=Vf(P)+Vg(P).

2. f-g€Cl(A)yvale V(fg)(P) = g(p)Vf(P)+ f(p)Vg(P).
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3. SiA € Rentonces V(Af)(P) =AVf(P).

4. Si g no se anula en A entonces f/g € C'(A) y vale

g(P)Vf(P)— f(P)Vg(P)
g(P)? |

V(//e) (P) =

2 Para la composicion de funciones (y la regla de la cadena), es ne-
cesario considerar funciones a valores en R¥, para poder luego aplicar
otra funcién con dominio en R*. Para eso discutimos a continuacién las
nociones de campo vectorial, y su diferencial.

Dada F : R* — R?, podemos escribir F(x,y) = (fi(x,y), fo(x,y)) donde
fi : R? = R son funciones escalares. Decimos que F es un campo vec-
torial 0 mas brevemente que F' es un campo. Otras notaciones comunes
son

Fu,v) = (x(u,v),y(u,v))
donde ahora x : R — R es una funcién escalar y lo mismo ocurre con
y:R* = R.
Si ahora F : R® — R3 podemos escribir

F(x,y,z) — (fl(x,y,Z),fz(x,y,Z),fg(x,y,Z)>

con las f; funciones escalares, es decir f; : R® — R.

2 La definicién de campo se generaliza a F : R” — R¥, aunque el nom-
bre campo se suele reservar para n,k > 2.

Cuando k£ = 1 tenemos una funcion escalar, f : R" — R.

Cuando n = 1, k > 2 tenemos una curva, o : R — RX,

DEFINICION 4.3.2 (Continuidad, C¥). Decimos que el campo F es
continuo si todas las funciones f; son continuas. Decimos que el campo
es de clase C* si todas las funciones f; son de clase C.

DEFINICION 4.3.3 (Matriz Diferencial). Si F = (fi, f2) es un campo
con dominio A C R?, y tanto f; como f, tiene derivadas parciales en A,
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definimos
d d
DF (P) = - VAP) = _ 2 (P) 3(P)
— Vf(P) - L(P) %(P) )
que es una matriz 2 X 2 para cada P € A.

Con la notaciéon F(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) se escribe (omitiendo el
punto de evaluacién (u,v)) como

dx dx

_ Ju o
DF = a_;‘a_;

Ju Jv

Cuando F : R?® — R3 obtenemos una matriz 3 x 3.
Cuando F : R — R, obtenemos un nimero (matriz de 1 x 1), la derivada
usual.

2 ;Qué pasa si la cantidad de variables de salida es distinta de la de
llegada? Obtenemos una matriz que no es cuadrada. Por ejemplo

1. Si f:R%® — R, hay una sola funcién, luego hay una sola fila y
entonces

pr(R) =Vi(P) = Lip). 5P S

Lo mismo ocurre para funciones de dos variables: el gradiente y
la diferencial coinciden.

2. Si o : R — RF (es una curva), diferenciando obtenemos su vector
tangente. Por ejemplo si a(t) = (x(¢),y(¢)), se tiene

Dor) = a'(r) = (x'(1),¥'(1)).

En rigor, habria que presentar este vector como matriz columna,
ya que hay dos funciones y una sola variable.

3. Si F:R*— R?, entonces F(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) luego
al poner cada funcion como fila tenemos tres filas. Y como hay
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dos variables tenemos dos columnas:

ax/au ax/av
DF = | &/ou »/ov | € R¥
az/au az/av

4. En general entonces, si F : R — RX tiene todas sus derivadas par-
ciales, su diferencial en cada punto del dominio P € R" serd una

matriz de k filas (variables de llegada) y n columnas (variables de
salida).

5. La matriz de la diferencial de F en P se suele denominar matriz
Jacobiana de F', o simplemente Jacobiano de F.

TEOREMA 4.3.4 (Regla de la cadena). Sean F,G campos de clase C*
tales que se pueda hacer la composicion F o G. Entonces F o G es de
clase C* y ademds para cada P en su dominio, vale

D(F o G)(P) = DF(G(P)) - DG(P)

donde el producto es el de matrices.

OBSERVACION 4.3.5 (Composicion y producto de matrices). Vea-
mos algunos ejemplos para terminar este resumen. Como antes, en rojo
las variables de salida, y en azul las de llegada.

1. Si G: R — R? mientras que F : R> — R*, entonces podemos
hacer la composicién F o G : R® — R*. Mediante la regla de la
cadena vemos que

Q(F 0 G) (Pl — QF(G(P)) -PG(P),
4%3 g 9%3

puesto que DF (Q) € R**? mientras que DG(P) € R**3.
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2. Ahora consideramos f : R? — R, con G : R* — R?. Entonces po-
demos hacer la composicién fo G : R? — Ry asi

V(fOG)(xvy) :Q(fOG)(X,yl:Yf(G(x,y)l'PG(x,y).

o
~” ~”

12 12 9%

3. En cambio si o.: R — R? es una curva, y f : R* = R es una fun-
cion escalar, entonces g = foo : R — R, y asi
g(t)=D(foa)(t)=Vf(aft)) o(t) = (Vf(aft)),o(t)).

S——— 7
I1x1 1x2 2x1

4. Si escribimos o(t) = (x(¢),y(t)) podemos escribir f(u,v) - cam-
biamos el nombre de las variables de f para que no se confundan
con las de a -. Entonces la ultima ecuacion se reescribe asi:

luego
(foa) =5 x"+=—").

En esta expresion hay que sobreentender que x,y" estan evalua-
dos en r, mientras que las derivadas parciales de f estan evaluadas

en (x(1),y(r)).

5. Es comun en la literatura ver abusos de notacion donde esta ulti-
ma ecuacion se escribe asi:

Esto no es un problema si uno entiende del contexto que primero
hay que derivar f respecto de sus variables y luego componer con
las que dependen del parametro .

EJEMPLO 4.3.6 (del uso de la regla de la cadena). Sin multiplicar
matrices, y teniendo en cuenta los ejemplos recién vistos, si tenemos
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una expresion del tipo

g(x,y) = f(x°+3y,2x° — y?),

se trata de la composicién de un campo G : R — R? (dentro de f), con
la funcién f : R* — R.

Podemos calcular las derivadas parciales de g respecto de x € y sin
necesidad de calcular la matriz diferencial de G, de la siguiente manera:

E)_g of 4 _ E)_f 2 3 9 O
= = (0 483,207 = y7) o (0 4 8y) 5 (7 48y, 207 —y7) - (207 =)
= g—i(xz 4 3y,2x% —y?) - 2x + 3—{@2 + 3y,2x° —y?) - 6x°
De manera similar, calculamos la otra derivada parcial
ag af 8 Af o 5 9, O 3 .2
d 3]
= a—i(xz +3y,2¢° —y°) -3+ a—]:(xz +3y,2x° —y°) - (—2y)

2 Es usual también ver esta cuenta descripta de la siguiente manera, sin
las variables auxiliares u,v (y requiere interpretarla como lo hicimos

recién): las derivadas parciales de f(x*+ 3y,2x°> — y*) son

af , 4 3 .2 af , 4 3 .9 9
ax(x +3y,2x° —y )-2x—|—a—y(x + 3y,2x° —y°) - 6x

Af , 4 3 .92 I, 3 .9

Bx(x +3y,2x° —y )-3+ay(x +3y,2x° —y°) - (—2y).
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Capitulo 5

Taylor, integracion y
ecuaciones diferenciales

5.1. Polinomio de Taylor

e Corresponde a clases en videos 5.1a, 5.1b, 5.2a, 5.2b

Para una funcion derivable f : R — R, la derivada primera en un punto
nos permitia saber qué pendiente tiene la grafica de f (en ese punto).

Podiamos también aproximar el valor de f(x) -para x cercano a xyp- con
el valor de la recta tangente. Para ello recordemos que la ecuacion de
la recta tangente en x, €s

Lig:y = f(x0) + f'(x0) (x —x0),
que también podemos escribir como £, (x) = f(xo) + f'(x0) (x — x0).

Esto nos permite escribir

F(x) > f(x0)(x—x0) + f(x0) (5.1.1)

donde el simbolo ~ se lee “aproximadamente igual”. Esta aproxima-
cion es una igualdad exacta cuando x = xy.

Pero también es exacta si f inicialmente era una funcion lineal. Ya que
s1 f es una recta, su derivada es constante, y entonces su recta tangente
(en cualquier punto) es exactamente igual a la grafica de f.
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Cuando f no es lineal ;cudl es la diferencia entre la recta tangente y
la grafica de f? En otros términos ;cudl es el error cometido cuando
usamos la aproximacion (5.1.1)? Este error depende de cudnto nos ale-
jemos de xy. Mientras mas cercanos estemos a xp, mas pequeno sera el
error, vamos a llamarlo R(x). Es claro que

R(x) = f(x) = lig(x) = f(x) = f(x0) — f"(x0) (x — x0).

Cabe aclarar que esta la formula del error (también llamada resto de
orden 1) depende de f.

También, por supuesto, depende del punto xy. Ya que si cambiamos el
punto, cambia el valor de f y el de f’ en xi. Uno podria escribir algo
como R(f,xo)(x) para indicar esto, pero en general no serd necesario
ya que una vez elegida la funcion, fijaremos el punto y estaremos tra-
bajando con el resto para esa f y ese punto concreto.

2 Dados x,xp en un intervalo decimos que c esta entre x,xy cuando ¢
es alguno de los puntos intermedios entre x y xj.

Notemos que si x < xg, entonces ¢ € (x,xg), mientras que si x > X,
tendremos ¢ € (xp,x). Podemos abreviar esto escribiendo ¢ € XXy, que
podemos leerlo como que ¢ estd en el segmento entre x y x.

TEOREMA 5.1.1 (Férmula del resto de orden 1). Sea f de clase C? en
un intervalo I. Entonces existe ¢ € XX, tal que R(x) =1/2f" (c)(x —xo)*
Luego fijados x,xy € I podemos escribir

f(x) = f(xo0) + f'(x0) (x — x0) + Y21 (c) (x — x0)*.

En otros términos

f(x) = lig(x) + R(x) = Lig(x) +Y2f" () (x — x0)™.

EJEMPLO 5.1.2 (Ejemplos del error de orden 1). Veamos cémo es el
resto (o error) de orden 1 para algunos casos sencillos.

m Sea f(x) =sen(x), seaxo = 0. Como f’(x) = cos(x), tenemos f(0) =
0, mientras que f'(0) = 1. Luego la recta tangente al seno por el origen
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es
y=X.

Como f”(x) = —sen(x), el teorema nos dice que para cada x € R existe
c entre 0 y x tal que

sen(x) = x —1/2-sen(c)x”.
El resto o error esta acotado por una parabola, como muestra esta cuen-
ta: {
[R(x)[ = [f(x) = lig(x)| = ! sen(c)]-x” < ox°.
Entonces por ejemplo si |x| < 1/3, entonces x* < 1/9 y entonces el
error serd menor o igual a 1/18. Con esto podemos afirmar que para
x| <1/3,
sen(x) =~ x,

con un error de a lo sumo 1/18 = 0,055 < 0,1. Por supuesto, para x
mas pequeno el error sera menor.

La utilidad de esta aproximacion es que mientras mantengamos x en
el rango mencionado (entre —0,33 y 0, 33) entonces podemos afirmar
que sen(x) = x con una precisiéon de un decimal.

m Sea f(x) = €%, sea xo = 0. Calculamos f'(x) = f"(x) = e*, entonces
f(0)=f (O) = 1 y asi la recta tangente a la funcién exponencial por el
origen €s

y=1+4nx.

El teorema nos dice que para cada x € R existe ¢ entre O y x tal que
e =1+x+12-e x*.

Supongamos que |x| < 1/4, recordemos que ¢ estd entre 0 y x. Si x < 0
podemos afirmar que e < ¢’ = 1, pero qué pasa si x > 0? Observamos
que como la exponencial es una funcion creciente el valor de e¢ es a
los sumo "% < e! = e < 3 -esta cota es muy burda pero serd suficiente
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para este ejemplo-. Entonces el resto o error se acota de la siguiente
manera:

IR(x)| =12-€-x* <V2-3-x* <1/2-3-116 ~ 0,094 < 0,1

ya que |x| < 1/4 implica que x* < 1/4* =1/16. Con esto podemos afir-
mar que si |x| < 1/4 entonces

e ~1+x
con una precision de un decimal.

Lo que queremos hacer ahora es conseguir una aproximacion mejor de
f, aproximacion cuadrdtica (también llamada de segundo orden). Si f
es una funcion cuadratica queremos que sea exacta esta aproximacion.
Y cuando f no sea una funcion cuadrética, queremos poder estimar, e
incluso dar una férmula para el resto (o error).

Fijada f de clase C? y un punto x, en su dominio, buscamos entonces
una funcion cuadratica P que coincida a orden 2 con f en el punto x
. Qué quiere decir esto? Que pedimos

flxo) =P(xo)  f(x0) =P(x0)  f"(x0)=P"(x0)

No es dificil ver que el unico polinomio cuadratico que cumple esto es

P(x) = f(x0) + f'(x0) (x — x0) + /2f" (x0) (x — x0)*
el polinomio de Taylor de orden 2 de f en xy.
El factor 1/2 que antecede a la derivada segunda esta puesto para que
al derivar ese término, el 2 que baja del cuadrado se cancele y recupe-
remos f”(xp).
Ahora queremos controlar el error, llamado resto de orden 2, que es
simplemente la diferencia entre la funcion y el polinomio:

R(x) = f(x) = P(x) = f(x) = f(x0) = f'(x0) (x = x0) — /2" (x0) (x —x0)".

Para hacerlo, vamos a pedir que f tenga una derivada mas:
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TEOREMA 5.1.3 (Polinomio de orden 2 con resto de Taylor). Sea f
de clase C3, sea x, en el dominio de f. Entonces para cada x existe ¢
entre x, p tal que

() = f(x0) + ' (x0) (x = x0) +1/2f" (x0) (x = x0)” + Yo " (¢) (x — x0)”.

El resto de Taylor de orden 2 es la diferencia entre f y su polinomio de
orden 2, luego

R(x) =16f"(c)(x —x0)".

Una vez mas, R depende de f y de x(, y ademas hay que aclarar que se
trata del resto de orden 2, ya que no es 1o mismo este resto que el resto
de orden 1.

B Vemos que en este caso el resto es pequeno porque si x esta cerca de
X0, entonces |x — xo| < 1y entonces |x — xo|° es ain mds pequefio. Este
resto es menor que el de orden 1, y por eso el polinomio de orden 2 es
una mejor aproximacion que la recta tangente.

m También vemos que si f es una funcién cuadratica, f/ = 0 y en-
tonces f = P: el polinomio de Taylor de f (en cualquier punto) es
exactamente igual a f.

Veamos ahora los ejemplos de las funciones seno y exponencial en
xo = 0, pero busquemos su polinomio de Taylor de orden 2 y su resto.

m Sea f(x) = sen(x), sea xo = 0. Calculamos las derivadas, tenemos
f'(x) = cos(x), f(x) = —sen(x), f'(x) = —cos(x). Entonces, como
cos(0) = 1 mientras que sen(0) = 0, el teorema nos dice que para cada
x, existe ¢ entre 0 y x tal que

sen(x) = x —1/6-cos(c)x”.

Vemos que el polinomio de orden 2 es P(x) = x ya que la derivada

segunda es nula, asi que coincide con la recta tangente en x, = 0.

Sin embargo, ahora la formula del resto es la de orden 2, y esto es mu-

cho mejor porque aparece x°. Supongamos nuevamente (como cuando

estudiamos la aproximacién de orden 1) que |x| < 1/3. Entonces

1 1 1 1
3

R — . dxld < 2L xl3 <
R(x)| cos(e)| - "= o P = o g

- ~ 0,0061 < 0,01
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puesto que |cos(c)| <1y |x| <1/3. Pero entonces en realidad la apro-
ximacion
sen(x) ~ x

tiene una precision de dos decimales, siempre que |x| <1/3.

B Invitamos al lector a calcular el polinomio de Taylor de orden 2 de
la funcién seno, pero ahora en xy = —7/2, y ver que alli es una paréabola.
Luego calcular el polinomio en xo = %/2 y ver que alli es una pardbola
invertida.

m Sea f(x) = cos(x), sea xo = 0. Calculamos las derivadas, tenemos
f'(x) = —sen(x), f"(x) = —cos(x), f”(x) = sen(x). Entonces, como
cos(0) = 1 mientras que sen(0) = 0, el teorema nos dice que para cada
x, existe ¢ entre O y x tal que

cos(x) =1—1/2-x*+1/6-sen(c)x°.
Vemos que el polinomio de orden 2 en el origen del coseno es
P(x) =1—1/2-x

(8 pardbola tavertida con vertice el Byt 96 P25 A Bhionces

1 .1 . 11
]R(x)|:é-|sen(c)|-\x| < —- x| §6'§2070061<0’01
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puesto que |sen(c)| <1y |x| <1/3. Luego la aproximacién
cos(x) ~1—1/2-x*

tiene una precision de dos decimales, siempre que |x| <1/3.

m Sea f(x) = ¢*, tomemos xo = 0. Como todas las derivadas son ¢,
tenemos por el teorema de Taylor de orden 2 que

& =14+x+12-x*+16-€ - x°

para algun c entre O,x. En este caso el polinomio de orden 2 de la
exponencial en el origen es

P(x) =14x+12-x*.

Se trata de una parabola hacia arriba con vértice en (—1,1/2).
Supogamos nuevamente que |x| < 1/4: nuevamente como c estd entre
0 y x tenemos e < 3y asi

[R(x)| =1/6-¢-|x|° <3/6-1/43 ~ 0,0078 < 0,01

ya que |x| < 1/4 implica |x| < 1/4°. Esta acotacion del error nos per-
mite afirmar que si |x| < 1/4, entonces

e~ 14+x+1/2-x*
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Y

con una precision de dos decimales.

Polinomio de Taylor de orden 2 (en dos variables)

La idea es exactamente la misma en dos variables que en una.
Si f:R3 — R es de clase C°, buscamos un polinomio cuadrético que
sea el que mejor aproxima a f cerca de un punto dado Xy = (xo, o).

Para hallar este polinomio de grado 2 en 2 variables, pedimos que coin-
cida con f en P y que coincidan todas las derivadas parciales hasta
orden 2 también, es decir que P(x,y) cumpla las seis condiciones

d
P(anyO) — f(x07y0)7 %_i(x()?yO) — a_f;(x()?y())

3 d
%(XOJO) — 8_§(x07y0>7 %Tg(XOJO) - a—x];(xo,yo)

9 92 2
22 a00) = 4500, 220500 = 24500

2 Cuando f es un polinomio cuadratico, serd exactamente igual a su
polinomio de Taylor de orden 2, y cuando no lo sea, tendremos un error
llamado resto de Taylor

R(xay) — f(xay) _P(va)

que ahora es una funcion de dos variables (y nuevamente depende de f
y del punto P).
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Para lidiar con las derivadas parciales de f de manera ordenada, serd
util introducir la matriz Hessiana de f (también llamada matriz de la
diferencial segunda de f):

DEFINICION 5.1.4 (Matriz Hessiana). Sea A C R? abierto, sea Xy =
(x0,v0) y sea f € C*(A). El Hessiano de f en el punto X, es la matriz
de las derivadas segundas, ordenadas de la siguiente manera:
%(XO,YO) %(XOJO)
H f (x0,y0) =
%afy(xo,m) 327];(?60,%)

La matriz es facil de recordar, especialmente por el siguiente teorema:

TEOREMA 5.1.5 (Derivadas cruzadas). Si f es de clase C? entonces

P (x030) = 2 (x0,30)

Notemos que las seis condiciones que cumple el polinomio P de orden
2 de la funcidn f se pueden resumir ahora como

f(Xo) =P(Xo),  Vf(Xo)=VP(Xo),  Hf(Xo)=HP(Xy).

TEOREMA 5.1.6 (Férmula de Taylor con resto de orden 2). Sea A C
R? abierto, sea f € C3(A), sea (xo,y0) € A.

Dado (x,y) € Bg(P) C A entonces

0 0
f(x,y) =f(x0,y0) + a—i(xoa)’o) (x—x0) + a—]y[(x(),yo) - (y = o)
02 02
+ 1/2 ' a—xj;(xo,yo) ' (X—Xo)2 + 1/2 ‘ a—y];(xo,m) ' (y —YO)Z

o f R
ayax(x07y0) ) (x_xO) | (y_yO) + (xay)

+

donde R es el resto, y existe un punto C = (c1,¢2) € A, mds precisamente
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C € PX, tal que

03 03
R(x,y)= 1s- a—g(xo,)’o) (x—x0)°+ Ve a—y];(xoayo) (y—0)°
3
+1/2- azzjacy(anyO) - (x—x0)*- (y— o)
& f

+1/2- 8y28x<x0’y0) - (x—x0) - (y —0)°

2 La diferencia en los coeficientes de las derivadas segundas y terceras
obedece a que como f es de clase C°, entonces hay varias derivadas
sucesivas que son idénticas

fxy:fyX7 fxxy:fxyx:fyxm fyyx:fyxy:fxyy° (512)

Todas las derivas de orden 2 van divididas por 2, y todas las derivadas
del resto de orden tres van divididas por 3! = 6, pero como agrupamos
las 1dénticas, quedan esos coeficientes.

OBSERVACION 5.1.7 (Notacion vectorial/matricial). S1 denotamos
al punto donde hacemos el desarrollo como Xy = (xo,V0), y similar-
mente denotamos X = (x,y), podemos escribir la fomula de Taylor de
manera compacta como

F(X) = f(Xo) +(Vf(Xo0),X — Xo) +2(H f(Xo) (X — Xo),X — Xo) + R(X),

que es muy similar a la féormula de orden 2 para funciones de una
variable.

EJEMPLO 5.1.8 (Polinomio de orden 2 en dos variables). En el resu-
men de la Unidad 4, habiamos considerado

_7 2_9 2
flry) =147,
cuyas derivadas parciales son

Fule,y) =P 1 14y),  fy(xy) =&Y (1-18y).
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Con esto, obtuvimos que el plano tangente a f en P = (0,0) era
z=x+y+2=mn(x,y),

luego t(x,y) =~ f(x,y) para (x,y) cerca del origen. Tenemos una repre-
sentacion grafica de esto en el applet de Geogebra (click). Calculemos
ahora el polinomio de orden 2 en el origen, con su resto de Taylor. Para
eso necesitamos las derivadas sucesivas de f, que son

Fulx,y) = 97 (196x% — 28x — 13)
Fin(x,y) = €179 (324y% _ 36y —17)
Fo(x,y) = fulx,y) = €779 (1 14x) (1 — 18y)
Fee(,y) = €779 (274453 4+ 588x% + 546x — 41)
Fo(x,y) = €779 (1 — 18y) (196x% — 28x — 13)
Fo(,y) = 77975839y 1+ 872)% + 918y — 53)
Fuu(x,y) = €797 (1 - 14x) (324y” — 36y —17).

Las derivadas que faltan son iguales a algunas de estas, por las rela-
ciones (5.1.2) dadas porque f es de clase C° en todo R?. Escribamos
primero la expresion del resto, para eso fijado X = (x,y) sabemos que
existe C = (¢, c2) en el segmento que une Xy = O con X tal que

R(x,y) = 16" fux(c1,c2) 'x3‘|‘1/6'fyyy(C1702) ')’3
+1/2- fuy(cr,c2) - X7y +1/2- fra(cr,c2) - xy”
= 15 et T (974403 1 588¢2 4 546¢, — 41) - 13
2(—5832c5 4 872c5 4 918¢5 — 53) - y®
2(
(

[\

—1—1/6'€C1+02 7c1 90
+1/g. gC1C2™ Tef —9¢5 1—18c5)(196¢; — 28¢; —13) - x*y
1z TG0 (1 146,) (32462 — 36c5 — 17) - x Y.

No vamos a acotar este resto en dos variables, pero es posible hacerlo
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sabiendo qué tan lejos vamos del origen con X = (x,y) (ya que entonces
c1| < |x| y también |co| < |y|. Sabemos que si X esta cerca del origen
O, entonces f(x,y) =~ P(x,y) con el error controlado por este resto.

Pero ;quién es este polinomio cuadratico P en este caso?

Podemos escribirlo con las derivadas que ya calculamos, evaluadas en
(x0,¥0) = (0,0) como indica el teorema de arriba. Tenemos f(0,0) =2,
£x(0,0) =1, £,(0,0) =1, fix(0,0) = —13, £,,(0,0) = —17 y por tltimo
fx(0,0) = £,,(0,0) = 1. Entonces

P(x,y) =f(0,0) + £:(0,0) -x+ £,(0,0) - y+ f1,(0,0) - xy
+1/2- fx(0,0) X+ /2 fyy(oa 0) .yz’

luego
P(x,y) =24+x+y+xy—1B/2.-x* —17/2.y*

Podemos ver que el término lineal afin del polinomio es 24 x4y, que
era exactamente el plano tangente a f en el origen. También puede el
lector verificar que el grafico de P se trata de un paraboloide invertido.
Por supuesto, la aproximacion del polinomio de grado 2 es mucho me-
jor que la del plano, y podemos ver esto representado graficamente en
el applet de Geogebra (click).

5.2. Integracion

e Corresponde a clases en videos 5.3a, 5.3b, 5.4

Recordemos algunas definiciones y propiedades:

DEFINICION 5.2.1 (Integrales). Sea f : I — R continua, con I C R
un intervalo.

B Una primitiva (o antiderivada) F' de la funcion f es una funcion
derivable en [ tal que F’(x) = f(x) paratodo x € I.

W La funcién nula f = 0 tiene como primitiva a cualquier funcion cons-
tante, y esas son las unicas primitivas de la funcion nula.
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m S1 F, G son dos primitivas de f entonces existe una constante ¢ € R
tal que G(x) = F(x) + ¢ para todo x € I.

m La integral indefinida / f es la coleccion de todas las primitivas de

f en I. Entonces s1 F' es alguna primitiva, tetnemos que
/f:F+Q ceR

m Para toda F derivable se tiene / F'=F +c.

m La integral definida de f se calcula usando una primitiva cualquiera
mediante 1a Regla de Barrow

b
b
| r=F@[=Fo)-F@
y esta cuenta no depende de cudl primitiva usemos.

b
m En particular si F es derivable entonces / F'=F(b)—F(a).

m La funcion integral de f : |a,b] — R es la dada por I(x) = / f, de-

finida para x € |a,b]. Notemos que Eso nos permite escribir la férmula

m Si I es una primitiva de f entonces la funcion integral no es otra
cosa que I(x) = F(x) — F(a). Luego la funcién integral de f es una
primitiva especifica de f, es la Uunica primitiva de f que se anula en
X =a.

m Cuando es necesario, podemos aclarar la variable de integracion es-
cribiendo

[1=[rwa [1= [ roax=reo
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W La regla de integracion por partes nos permite calcular tanto inte-

/f%zfg—/ﬁi
como definidas

/abf/(x)g<x)dx = f(x)g(x) ‘Z — /abf(x)g'(x)dx.

Esta regla es una consecuencia inmediata de la regla de derivacion del

grales indefinidas

producto.

B Si F es una primitiva de f, el mérodo de sustitucion nos permite
escribir la igualdad

[ £let)g x)dx = [ £l fe=F(g()+e,

mediante la sustitucion u = g(x).

B Para integrales definidas obtenemos entonces

[[(ro8) ¢ = F(alb) ~ F(s(a).

siempre que F'(x) = f(x) en el intervalo dado.

PROPIEDADES 5.2.2 (de las integrales). Sean f,g continuas en el
intervalo /, entonces

l/f+g=/f+/g

lSiKERentonces/kf:k/f.
c b c
lSia,b,cEIentonces/f:/f—l—/f.
a a b

b a
lSia,bEIentonces/ f:—/ f.
a b

b
m Si f > 0 en [a,b] entonces / f > 0. Es importante aqui que a < b.

a
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b b
mSif>gen|a,b] entonces/ f> / g.

2 En general fab f > 0noimplicaque f > 0 en todo el intervalo, porque
puede haber cancelaciones.

2 Por el mismo motivo fab f = 0 no implica que f(x) = 0 para todo
X € |a,b].

TEOREMA 5.2.3 (Teorema fundamental del calculo integral). .
Si f:la,b] — R es continuay f > 0, entonces

A= /abf(x)dx

donde A > 0 es el drea bajo el grdfico de f y sobre el eje de las x
(encerrada por las rectas verticales x = a,x = b).

A y=f(x)

TEOREMA 5.2.4 (Area entre curvas). Si g > f en el intervalo [a,b] y
ambas son integrables, el drea encerrada entre los grdficos de g y de f
se calcula con la integral definida

/ab(g—f)zfabg—/abf-

2 No es relevante si f 6 g cambian de signo, lo unico importante es que
g (el techo) permanezca siempre por encima de f (el piso) mientras x
recorre el intervalo |a, b].
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2 Si f < O0enelintervalo [a,b] entonces el area A atrapada debajo del
eje x y encima del grafico de f se calcula como

a=[n=-[r

y= f(x)

Podemos pensar aqui que g = 0; entonces es un caso especial del teo-
rema anterior, yaque f < g=0yasig—f=0— f = —f. También
podemos pensar que si f < 0, entonces la funcion —f es positiva (su
grafico es el simétrico respecto del eje x); luego el area atrapada bajo
— f y sobre el eje es la misma que esta.

OBSERVACION 5.2.5 (Curvas que se cortan). Si los graficos de f,g
se entrecruzan, primero tenemos que encontrar donde, y luego separar
el intervalo en intervalos mas pequefios donde una esta encima de la
otra. Para ello se requiere hallar donde se cruzan, y estos son los x &

la, b] tales que f(x) = g(x).
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| ;y:g@)
o/ e
D4

As |

Yy =f(x)

En ejemplo grafico que tenemos debajo, los puntos de corte en el inter-
valo [a,b] son x = c,x = d. Entonces el area total es

A=A1+A2+A3:/:<g—f)+/cd(f—g)+/db<g—f>.

5.3. Ecuaciones diferenciales

e Corresponde a clases en video 5.5a, 5.5b

Si f : I — R representa una cantidad (por ejemplo, una distancia que
varia con el tiempo, que es la variable), entonces el cociente incremen-

. - f0) flio+ A — f()  Af

I —1y At At
Representa la variacion de esta cantidad respecto de la variable (en el

ejemplo, la velocidad media, que es el cociente de la distancia recorrida
por el tiempo transcurrido).

Cuando el intervalo de tiempo tiende a cero (Ar — 0) obtenemos la
velocidad instantanea. Entonces si1 f representa la distancia de un movil
en funcién del tiempo, f’ representa la velocidad instantanea de ese
movil.

Hay mucha otras aplicaciones de este modelo. Por ejemplo si f repre-
senta una poblacion de bacterias y ¢ es el tiempo, la derivada representa
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la velocidad con la que crece (o decrece) el numero de bacterias). O si
f representa la cantidad de litros de una sustancia que pasa por una
compuerta a través del tiempo, entonces f’ es la velocidad de ese li-
quido por la compuerta. También hay modelos econdmicos donde f
representa la cantidad de capital, y la variable puede ser el tiempo, o la
cantidad de insumo de un cierto producto que produce una ganancia de
capital; en todos los casos la derivada f’ es la velocidad de cambio.

Hay modelos donde uno puede inferir la relacion entre la cantidad que
uno tiene (por ejemplo la posicion del movil) y su velocidad de cambio
(por ejemplo basandose en el conocimiento de la superficie por la que
se mueve el movil, o por el tamano de las compuertas, etc. Entonces
uno obtiene una relacion entre f y su derivada f’. La pregunta es si a
partir de esta relacion podemos hallar alguna (o algunas) funciones que
cumplan esta relacion; esta f hallada es el modelo matematico para el
problema planteado.

EJEMPLO 5.3.1 (Bacterias). Un primer ejemplo simple es el siguien-
te: supongamos que sabemos que la velocidad es siempre proporcional
a la cantidad. Por ejemplo en el crecimiento de bacterias, mientras mas
hay mads rapido crecen. Digamos que sabemos que f'(x) = 3f(x) para
todo x en el intervalo de tiempo que nos interesa. ;Podemos hallar la
funcion f que nos dice la cantidad de bacterias en cada instante?

En este caso la poblacion es un niimero positivo, o sea f(x) > 0. De la
relacion que tenemos, podemos escribir

f'(x)
f(x)

Pero entonces podemos probar integrar. Como tenemos una igualdad
de funciones (a la derecha estd la funcion constante 3, vemos que

i frs

Ahora hacemos una sustitucién, u = f(x). Luego du = f'(x)dx y asi

=3 Vx
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nos queda
3x+c:/];((;c>)dx:/%du:1n|u| =In|f(x)| =1Inf(x)

pues f(x) > 0. Exponenciando ambos lados vemos que debe ser
f(X) — eSx—i—c _ eSxec — k- eSx

donde k > O es una constante a determinar. ;Como la hallamos? Para
eso necesitamos saber la cantidad de bacterias en algun instante del
tiempo, digamos 10° en el instante x = 1: este dato es simplemente
f(1) =10°. Pero entonces reemplazando en la expresién que obtuvimos

para f vemos que
10° = f(1) = k- e,

10° .
luego k = 5, y asi

f(x) = 107, g

3
e
es la funcidon que modela la poblacion de bacterias.

OBSERVACION 5.3.2 (Notacién). En general se suele usar la letra
x para denotar la variable, y la cantidad se denota con la variable y.
En realidad, se trata de una funcién y = y(x). Entonces la relacion del
ejemplo f'(x) = 3f(x) se reescribe como

Y (x) = 3y(x) o simplemente y = 3y.
Esto es lo que se conoce como una ecuacion diferencial de orden 1
(porque soélo involucra la derivada primera). Como vimos, puede tener
muchas soluciones, pero una vez fijada una condicion 1nicial (en el
ejemplo, y(1) = 10°) hay una tnica solucién de la ecuacién diferencial,
que es una funcion que verifica la relacion.

OBSERVACION 5.3.3 (Método de separacion de variables). Respec-
to del método que usamos para resolver la ecuacion del ejemplo, este
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cambio de notacion sugiere una estrategia que funciona en muchos ca-
sos. Escribimos y'(x) = %, luego la ecuacion diferencial se reescribe
COmo J
Yy
— = 3y.
dx Y
Podemos operar algebraicamente sobre esta ecuacion para dejar los
diferenciales en el numerador, y todo lo que tenga x de un solo lado (y
todo lo que tenga y del otro lado):
d
o 3 dx.
y

Este método se conoce como separacion de variables. La justificacion
concreta estd en como lo resolvimos mas arriba, cuando hicimos una
sustitucion. Siguiendo desde aqui, podemos integrar a ambos lados

1 d
/—dy:/—y=3/dx.
y y

Notamos que a cada lado, se integra respecto del diferencial de la va-
riable que solo figura a ese lado. Luego integrando vemos que

In|y| = 3x+c, esto es In|y(x)| =3x+c.

Exponenciando vemos que |y(x)| = ¢**"¢ = k- e°c como antes. Si su-

ponemos que y(x) > 0, arribamos a la misma solucidn, y la condicién
inicial nos permite hallar k.

2 Si no suponemos que y > 0 (por ejemplo si la ecuacion diferencial
y' = 3y representa una cantidad que puede cambiar de signo, como la
cantidad de capital, que es negativo cuando hay deudas), entonces en
principio la solucién es de forma y(x) = d-ke*, y esto es lo mismo que
decir que y(x) = Ae®* donde ahora A puede ser una constante positiva
O negativa.

Esta constante A se determina también con las condiciones iniciales;
por ejemplo si en tiempo x = O el capital era —10 (deuda) entonces
y(x) = —10e*, y vemos que siempre estaremos en deuda, y la deuda
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serd cada vez mayor.

EJEMPLO 5.3.4 (Segunda Ley de Newton). La misma postula que la
aceleracion de un movil (que es la derivada de la velocidad, o sea la
derivada segunda de la posicion) es propocional a la fuerza F' que se
ejerce sobre el movil para moverlo.

Por ejemplo si P(¢) denota la posicion en funcion del tiempo, y m es la
masa del objeto, la segunda ley de Newton se escribo como la ecuacion

diferencial
mv'(t) = F(v(t))

donde v(¢) = P'(¢) es la velocidad.

Supongamos que la fuerza es constante, F' = 1 y para simplificar que
la masa m también es 1. Tenemos la ecuacion diferencial v = 1, que
con nuestra notacion se escribe como % = 1. Luego dv = dt, asi que
integrando a ambos lados vemos que

v:/dv:/dt:t—l—c, O sea v(t):t—l—c.

La constante ¢ esta determinada por la velocidad inicial del movil,
porque v(ty) = to+ ¢ asi que ¢ = vy — ty, donde usamos la notacién
vo = v(tp). Entonces la velocidad es v(¢) =t + vy — t,. Para fijar ideas,
supongamos que ty = 1y que vy = 3, luego para este movil la ecuacion
de su velocidad es

v(t) =1+2.

Ahora queremos hallar la posicion, para ello recordamos que p'(t) =
v(t) asi que ahora tenemos la ecuacion diferencial

que se reescribe como dp = (¢ 4 2)dt. Integrando ambos lados tenemos

£2
pz/l-dp:/(t—l—Z)dt:E—i—Zt—l—k,

2021 157 Pdgina 157 de 191



FCEN-UBA Algebra lineal y Célculo

es decir p(t) = 1/2-t* + 2t + k. Nuevamente hay que determinar la cons-
tante k, para eso necesitamos el dato de alguna posicion, por ejemplo
p(ty) = po; recordemos que teniamos #y, = 1, y ahora supongamos que
po = 10. Entonces

10 = po = p(to) = Y2 -t5 4+ 2ty +k =1/2+2+k.

asi que de aqui podemos despejar k = 10 —3/2 = 17/2. Asi que la ecua-
cion de movimiento de nuestro objeto es

p(t) =Y2 12+ 2t +17/2.

Dejamos como ejercicio: resolver este problema del movimiento para
una masa genérica m y una fuerza constante genérica F'. Hay que resol-
ver es la ecuacion diferencial mv'(t) = F, para m, F constantes genéri-
cas. Se obtiene una funcion cudratica con pardmetros, y es interesante
pensar qué ocurre cuando los parametros m, F' varian.

EJEMPLO 5.3.5 (Un problema de mezcla). Un tanque mezclador tie-
ne 100 litros de una solucion compuesta por 80 % de agua y 20 % de
acetona. Se le comienza a agregar agua a una velocidad de 5 litros por
minuto. Mientras se mezcla dentro del tanque, este deja salir por deba-
jo liquido a una velocidad también de 5 litros por minuto, para usar la
mezcla en otro proceso. Después de 40 minutos ;cudnta acetona habra
en el tanque?

Denotamos y = y(x) la cantidad de acetona en el tanque respecto del
tiempo, sabemos que yo = y(0) = 20 litros. La cantidad de liquido total
es constante, pero no asi la de acetona, que va disminuyendo. La velo-
cidad a la que se pierde es y = —LO QUE SALE (en litros por minuto).

Lo que sale por debajo es una proporcion del total, el factor de propor-

cionalidad es
SALE 5 1

ToTAL” 1000 20°"
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Entonces la ecuacion diferencial que modela el problema es

, 1
YT 7907
La reescribimos como % = —%y lo que nos lleva a
1 1
—dy = ——dx.
y 20
Integrando ambos lados, obtenemos In|y| = —%x—k c. Sabemos que

y(x) > 0 para todo x, y también que yo, = 20, luego

1
c:c—%-Ozlnyozln(ZO).

Entonces exponenciando obtenemos y(x) = e‘e ™72 = 20¢~7%°, Luego
después de 40 minutos, la cantidad de acetona en el tanque es

20

y(40) = 20e "/ = 20e 2 ~ — ~ 2.7 litros ,

Y

o equivalentemente un 2,7 % de acetona y un 97, 3 % de agua.
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Capitulo 6

Extremos de funciones,
optimizacion
6.1. Extremos locales

e Corresponde a clases en video 6.1a, 6.1b, 6.2a, 6.2b, 6.3a, 6.3b

Un extremo de una funcidn f es un maximo o minimo de f.

Recordemos que dado 6 > 0, la bola Bs(Xj) es el conjunto de puntos
que distan menos que 0 de X,,. Podemos usarlo en este caso para indicar
cercania con Xj. Los extremos locales de una funcion son extremos con
respecto a los puntos cercanos. También se usa el la palabra relativo
como sindnimo de local. Mas precisamente:

DEFINICION 6.1.1 (Méximos y minimos locales). Sea f : A — R
(aqui A C R"). Dado X, € A, decimos que X, es

1. minimo local de f si existe 0 > 0 tal que

f(X) = f(Xo) VX €ANBs(Xo).

2. maximo local de f si existe d > 0 tal que

fX) < f(Xo) VX €ANBs(Xo).
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3. minimo local estricto de f si existe 0 > O tal que

f(X) > f(Xo) VX € ANBs(Xp), X #Xo.

4. maximo local estricto de f si existe 6 > O tal que

f(X) < f(Xo) VX € ANBs(Xy). X # Xo.

5. Un maximo o minimo local es un extremo local de f.

2 Siremovemos la condicion local, es decir si la desigualdad vale para
todo X € A (y no s6lo para X cercano a X,) decimos que el extremo es
global, o absoluto.

Para algunas funciones sencillas, podemos identificar extremos sin ma-
yor preambulo que comparar f(Xy) con f(X) para X cercano a Xp.
Veamos algunos ejemplos importantes:

m Sea f(x) = x?, como f(0) =0 entonces f(x) =x*>0= f(0)six#0,
luego xy = 0 es minimo local estricto. De hecho, es un minimo global
porque la desigualdad vale en todo el dominio A = R de la funcion.

W Sea f(x) =x*— x> =x*(1—x), seaxy = 0. Six € B{(0), en particular
x <1y asi 1—x> 0. Multiplicando esta dltima desigualdad por x*
vemos que

f(x) =x*(1—x) > 0= £(0).

Entonces xyp = 0 es minimo local de f, de hecho es minimo local es-
tricto porque si x # 0 entonces x* > 0 y as{

f(x) =x*(1—x) > 0= £(0).

Es importante notar que si nos alejamos de xo = 0 deja de ser minimi-
mo, por ejemplo f(5) =25-(—4) < 0y es claro que 0 no es minimo
absoluto de f.

m Sea f(x) = x%, con xg = 0. Entonces f(x) =x*>0= f(0)six#0
luego xyp = 0 es minimo estricto absoluto de f.

m Si invertimos los signos obtendremos maximos, por ejemplo f(x) =
—x? o bien f(x) = —x* tienen maximo estricto en xy = 0.
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3
3

no tiene un extremo (ni local ni global) en
cambia de signo alrededor de f(0) = 0.

m La funcién f(x) = x
xo = 0. Esto es porque x

Pasemos ahora a funciones de dos variables.

m Sea f(x,y) = x*+y?, entonces f(0,0) =0y como

f(x,y) =x*+y*>0=£(0,0)

entonces Xy = (0,0) es minimo de f. Al igual que en el caso de una
variable, la desigualdad es estricta si X # (0,0), asi que es un minimo
estricto global de f.

m En general, si el grafico de f es un paraboloide, su vértice sera mini-
mo estricto.

m Lo mismo ocurre con f(x,y) = x*+y* o con f(x,y) =x*+y* o con
f(x,y) = 3x* 4+ 5y, etc.

W Si invertimos los signos obtendremos un maximo, por ejemplo Xy =
(0,0) es mdximo extricto de f(x,y) = —2x? — 3y*. En particular los
paraboloides invertidos tienen maximo extricto en su vértice.

B Veamos los casos llamados “degenerados” donde algun coeficiente
es nulo. Por ejemplo sea f(x,y) = x*, pensemos qué ocurre en el punto
Xo = (0,0). Es claro que

f(x,y) =x*>0=f(0,0)
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paraboloide invertido

o

entonces podemos afirmar que (0,0) es minimo global de f. Pero no es
estricto porque por ejemplo f(0,1) = 0% = 0. De hecho f(0,y) = 0 para
todo y € R, la funcion se anula sobre el eje de las y. Podemos afirmar
que todos los puntos del eje y son minimos (no estrictos) de f. Eso es
mds fécil de visualizar si recordamos que el grafico de f(x,y) = x* es
el cilindro parabdlico:

\ cilindro parabdlico
<

m El otro caso degenerado es cuando el coeficiente no nulo es negativo,
por ejemplo f(x,y) = —y*. Aqui vemos que Xy = (0,0) es maximo (no
estricto), y de hecho cualquier punto del eje x lo es porque

f(x,y) ==y <0=f(x,0)

En este caso el grafico es f es un cilindro parabdlico invertido (Figura
29

m Un extremo local estricto (que no es global) lo tiene
fly) = (=) (U +x—»") + (y - 2)°

en Xo = (1,2). Para verlo, supongamos que (x,y) € Bi(Xy), entonces en
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cilindro parabdlico invertido 4 \

z= -y’ > e y

particular [x — 1| < 1y también |y — 2| < 1. Respecto de x, vemos que
0 < x < 2y entonces 11+ x > 11. Respecto de y, tenemos que 1 <y < 3,
luego 1 < y? < 9, entonces —1 > —y* > —9. En particular —y* > —9 en
esta bola. Combinando las dos desigualdas para x € y que obtuvimos,
vemos que

H+x—y*=1l+x)—y*>11-9=2.

Es nos dice que el segundo factor de f (para X € By(Xp)) es estric-
tamente positivo. Como el primer factor también lo es, vemos que si
(x,y) € B1(Xp) sin tocar Xy = (1,2), entonces

fOy)=(x—-1)*M+x—y)+>—-2)"> (x—1)*-2> 0= f(1,2).

Por eso Xy = (1,2) es minimo local estricto de f.

Hasta aqui, hemos observado o sefialado los extremos “a mano”. Lo
que queremos es indicar un criterio que nos indique como hallarlos.
Para eso comenzamo con una definicion util:

DEFINICION 6.1.2 (Punto critico). Sea A C R” abierto, sea f:A—R.
Decimos que X € A es punto critico de f si alguna de las dos siguientes
condiciones se cumple

1. No existe alguna de las derivadas parciales de f en Xj.

2. Existen todas las derivadas parciales y son nulas. Equivalente-
mente V f(Xy) = O.

Los puntos criticos de primera clase son aquellos donde la funcién no
es suave. Por ejemplo
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m La funcion médulo f(x) = |x| tiene un punto critico en x, = 0 porque
no es derivable alli. Es un minimo estricto.

y = || y=x

m f(x) = x** tiene un punto critico en xy = 0 porque no es derivable
allf, la derivada para x # 0 es f’(x) = 2/3x 3. También es un minimo
estricto.

m f(x) = x*7 tiene un punto critico en xo = 0 porque no es derivable
all, la derivada para x # 0 es f'(x) = 3/sx 7. Sin embargo, xo = 0 no
es extremo de la funcion.

m f(x,y) = \/x*+? no tiene derivadas parciales en (0,0),
X Y

m? fy('x7y) — m)

son sus derivadas parciales pero no estan definidas en el origen. El
origen es un minimo estricto ya que el grafico de f es (la parte superior)
del cono.

fx(xay) —

Vemos que no necesariamente en un punto critico hay un extremo.
Ahora miremos los puntos criticos de segunda clase, donde se anulan
las derivadas:

m f(x) = x* es derivable en R y su derivada es f(x) = 2x luego su tinico
punto critico es xg, y €s un minimo estricto.

m f(x) = x°, tiene derivada f’(x) = 3x* que se anula en x, = 0, pero no
es un extremo de f.

m f(x,y) = x*+ y* tiene gradiente V f(x,y) = (2x,2y), y este se anula
tnicamente en X, = (0,0). Como ya discutimos, es un minimo estricto.
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W f(x,y) =x*—y” tiene gradiente V f(x,y) = (2x, —2y), y este se anula
en Xo = (0,0). Sin embargo no este punto no es un extremo de f (el
grafico de f es la silla de montar y el origen es el punto de ensilladura).

Nuevamente vemos que no necesariamente en un punto critico hay un
extremo.

DEFINICION 6.1.3 (Punto silla). También llamado punto de ensilla-
dura, es aquel punto critico Xy de f donde f no tiene un extremo. Es
decir, un punto silla es un punto critico de f que no es maximo ni mi-
nimo.

(Por qué el énfasis en buscar los puntos criticos entonces? Por el si-
guiente teorema:

TEOREMA 6.1.4 (Fermat). Sea A C R", sea f : A — R tal que f tiene
un extremo en Xy € A. Entonces X es un punto critico de f.

2 Entonces si buscamos extremos, sabemos que necesariamente esta-
ran en los puntos criticos de la funcion. Si1 primero buscamos el conjun-
to de todos los puntos criticos de f, los extremos (s1 tiene) estaran entre
algunos de estos puntos. Es una manera de reducir el problema: en lu-
gar de buscar extremos en todos los puntos de A = Dom( f), buscamos
extremos entre los puntos criticos. Los puntos criticos que veamos que
no son extremos, son puntos silla.

OBSERVACION 6.1.5 (Taylor en un punto critico). Si f es C® cerca
del punto X, teniamos la formula de Taylor para f dada por

F(X) = f(Xo) +{Vf(Xo0),X —Xo) +1/2(H f(Xo)(X — Xo),X — Xo) + R(X),

S1 Xy es un punto critico, al ser f suave, debe ser por el Teorema de
Fermat Vf(X,) = O. Luego el término lineal se anula y tenemos

f(X) = f(Xo) +Y2(Hf(Xo)(X —Xo),X — Xo) +R(X).

Suponiendo que el resto es pequeno (porque estamos con X cerca de
Xp) vemos que cerca de un punto critico

f(X) = f(Xo) +Y2(H f(X0)(X — Xo),X — Xo).
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Supongamos que la matriz Hessiana de f es definida positiva. Esto
era que todos sus autovalores sean estrictamente positivos; luego de un
cambio de variable adecuado vemos que el término de orden 2 es un
paraboloide (hacia arriba)

Ya(H f(X0) (X —Xo),X —Xo) = > +1? > 0
Entonces
S (Xo) +1/2(H f(Xo)(X — Xo0), X — Xo) = f(Xo) +u* +v* > f(Xo),
asi que

F(X) = f(Xo) +Y2(H f(X0)(X — X0),X — Xo) > f(Xo).

Esto nos permite concluir que si el Hessiano en el punto critico X es
definido positivo, entonces

f(X) > f(Xo),

para X cercano a Xy, y entonces X, es un minimo local estricto de f.

Recordemos que si M = M' € R**? es una matriz simétrica, y A; son
los autovalores entonces

m M es definida positiva si A; > 0 para todo i.
m M es definida negativa si A; < O para todo i.
m M es indefinida existen i, j con A; - A; < O (tienen signos opuestos).

m M es semi-definida si (al menos) algun A; es nulo y todos los demas
tienen el mismo signo.

Con la idea de la observacion anterior (y algunas cosas técnicas mas
que no mencionaremos) se puede probar el siguiente teorema, que nos
da un criterio para decidir qué tipo de punto critico tenemos.

TEOREMA 6.1.6 (Criterio del Hessiano). Sea X, € A C R” punto cri-
tico de f: A — R (de clase C?). Entonces
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1. Si Hf(Xy) es definido positivo, entonces X, es un minimo local
estricto de f.

2. Si Hf(Xy) es definido negativo, entonces Xy es un mdximo local
estricto de f.

3. Si Hf(Xoy) es indefinido, entonces Xy es un punto silla (no es
extremo).

4. Si Hf(Xo) es semi-definida, el criterio no decide.

Este criterio también se conoce (en una variable) como criterio de la
derivada segunda, y se puede enunciar en 1 variable de manera idénti-
ca, solo que ahora el rol del Hessiano lo cumple la derivada segunda en
el punto -se puede pensar que es un caso particular del anterior, aunque
aqui hay un s6lo niimero y no dos, por eso el caso indefinido no figura-

TEOREMA 6.1.7 (Criterio en una variable). Sea xo € I C R punto
critico de f : 1 — R (de clase C?). Entonces

1. Si f"(x0) > 0, entonces xo es un minimo local estricto de f.

2. Si f"(x9) <0, entonces Xy es un mdximo local estricto de f.

3. Si f"(x9) =0, el criterio no decide.

Veamos en nuestros ejemplos de una variable como funciona esto:

mf(x) =x% f'(x) =2x, f’(x) = 2. El punto critico es xo = 0, y como la
derivada segunda es constante y positiva, es un minimo local estricto.

mf(x)=—x% f'(x) = —2x, f"(x) = —2. El punto critico es xg = 0, y
como la derivada segunda es constante y negativa, es un maximo local
estricto.

mf(x) =x° f'(x) =3x% f"(x) = 6x. El punto critico es xo = 0, pero
no es un extremo de f como observamos anteriormente (notemos que
aqui f(0) = 0).
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mf(x) =x% f'(x) = 4x°, f"(x) = 12x. El punto critico es xo = 0, pero
f"(0) = 0 asi que el criterio no nos ayuda. Ya discutimos al comienzo
de esta seccion que se trata de un minimo.

mf(x)=—x% f/(x) = —4x3, f"(x) = —12x. El punto critico es xg =
0, pero f”(0) = 0 asi que el criterio no nos ayuda. Ya discutimos al
comienzo de esta seccion que se trata de un maximo.

2 Regla mnemotécnica: Si es positiva la derivada segunda es como en
x% luego vemos U que es un minimo. Si es negativa es como en —x*
luego vemos M que es un maximo.

Veamos ahora como funciona el criterio en dos variables. LLos casos de
estudio son las superficies cuadricas:

mf(x,y) = x>+ luego Vf(x,y) = (2x,2y) con punto critico Xy =
(0,0). Calculamos las derivadas segundas y tenemos

fxx<x7y) — 27fyy(x7y> — Z,fxy(x,y) = fyx<X,X) =0

luego la matriz Hessiana es constante e 1gual a

Hf(x.y) = ((2) 3)

En particular asi es el Hessiano en el punto critico (0,0). Esta matriz
ya esta diagonalizada, sus autovalores son A; = Ay = 2, ambos estricta-
mente positivos. Entonces H f(0,0) es definido positivo, asi que por el
criterio del Hessiano, (0,0) es un minimo local estricto de f (cosa que
ya sabiamos por otros medios).

mf(x,y) = —x*—y?% luego Vf(x,y) = (—2x,—2y) con punto critico
Xo = (0,0), calculamos las derivadas segundas y tenemos

fxx(x,Y) — _Zafyy(xa)’) — _27fxy(x7y) — fyx(xay) =0

luego la matriz Hessiana es constante e igual a

Hf(x,y) = (_02 _02) -
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Figura 6.1: Puntos criticos X, con Hessiano definido positivo, negativo e indefinido
respectivamente. Cerca del punto Xy la superficie tiene la forma de una de estas.

En particular asi es el Hessiano en el punto critico (0,0). Esta matriz
ya estd diagonalizada, sus autovalores son A; = Ay = —2, ambos estric-
tamente negativos. Entonces H f(0,0) es definido negativo, asi que por
el criterio del Hessiano, (0,0) es un maximo local estricto de f.

W f(x,y) =x*—y* luego Vf(x,y) = (2x,—2y) con punto critico Xy =

(0,0). Calculamos las derivadas segundas y tenemos

fxx(xa)}) — 27f)’}’(x7y) — _27fxy(x7y) — fyx(x7y> =0

luego la matriz Hessiana es constante e igual a

Hf(xy) = ((2) _02> -

En particular asi es el Hessiano en el punto critico (0,0). Esta matriz
ya estd diagonalizada, sus autovalores tienen signos opuestos. Entonces
Hf(0,0) es indefinido, asi que por el criterio del Hessiano, (0,0) es un
punto silla de f.

2 Veamos ahora por qué el criterio no decide cuando hay un autovalor
nulo (y todos los demds tienen el mismo signo). El problema es que
con un autovalor nulo, el resto de Taylor R (que despreciamos en la
Observacion 6.1.5) si juega un papel en cada caso particular.

mf(x,y) =x*—y* luego Vf(x,y) = (2x,—4y°) con punto critico Xy =
(0,0). Calculamos las derivadas segundas y tenemos

fee(6,y) =2, fiy(x,y) = —12)°, fo(x,¥) = frx(x,y) =0
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luego la matriz Hessiana es

Hf(x,y) = <(2) 8)-

Los autovalores son A; = 2, As = 0, es semi-definida. Pero esto no nos
ayuda porque la funcién no tiene un minimo en (0,0). Para verlo nos

acercamos al origen por el eje y, notamos que f(0,y) = —y* < 0 =

£(0,0) asi que 0 no es minimo. El dibujo de la superficie z = x* —

y* (que es el grifico de f) es muy parecido al de la silla de montar.
Entonces (0,0) es punto silla de f.

En general, como s6lo queremos saber qué signo tienen los autovalores
(y no exactamente cuanto valen) podemos usar el siguiente criterio

TEOREMA 6.1.8 (Criterio del determinante 2 X 2). Sea

M — ( dn dp2 )
dg1 dzz
matriz simétrica 2 X 2. Entonces
1. M es semi-definida <= det(M)=0.
2. M es definida positiva <= (det(M) >0 A ay > 0).
3. M es definida negativa <= (det(M) >0 A ay <0).

4. M es indefinida < det(M) <O.

Aunque no lo probaremos, la idea de la prueba se basa en diagonali-
zar la matriz M y luego observar que la regal funciona bien cuando
tenemos una matriz diagonal. Esto es porque

ac —b* = d@t(M) = MAo

(el producto de los autovalores). Y ademds a;; = (ME}, E;). Entonces
es claro que el signo del determinante depende de los signos de los
autovalores, y luego la entrada 1 —1 de la matriz es un caso particular
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de la cuenta (MV,V) que nos permite decidir si M es definida negativa
o positiva (ver el final del Resumen 2).

2 Podemos recordar el criterio del determinante en 2 X 2 con estos
tres diagramas, que corresponden respectivamente a una matriz defini-
da positiva, una definida negativa y una indefinida:

(02) (%) ()

El criterio dice que podemos encontrar los signos de los autovalores
sin necesidad de diagonalizar la matriz ni de hallar los autovalores,
y la manera de recordar el criterio es “imaginar” que la matriz esta
diagonalizada, entonces estamos en alguno de estos tres casos (siempre
que el determinante sea no nulo).

Veamos cOmo usar los teoremas y criterios en un ejemplo concreto:

EJEMPLO 6.1.9. Sea f(x,y) = ¢ - (x* — 2y*), hallar los extremos
relativos de f. Calculamos su gradiente y lo igualamos a cero para
hallar los puntos criticos

filey) =€ 1 (P =2y%) 477 (20) = ¢ (6 =2+ 2x) = 0

filx,y) =1 (3 = 2y°) T (—4x) = &7 (6~ 2" — 4y) = 0.

Obtenemos dos ecuaciones que se tienen que cumplir simultineamen-
te. El factor con la exponencial es nunca nulo asi que lo podemos can-
celar en ambas. Nos quedan las ecuaciones

X —y*+2x=0 x> —2y* —4y = 0.

Las ecuaciones son no lineales, pero son parecidas. Entonces restando
la primera de la segunda nos queda 2x 4+ 4y = 0 de donde deducimos
que x = —2y. Luego x* = 4y? y reemplazando esto en la segunda ecua-
c16n nos queda

4y* —2y* —4y =0

es decir 2y* — 4y = 0. Se factoriza como 2y(y — 2) = 0, asi que tiene
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que ser y = 0 o bien y = 2. Cuando y = 0, debe ser también x = 0
(puesto que era x = —2y). Obtenemos P; = (0,0). Cuando y = 2 debe
ser x = —4, obtenemos el punto P, = (—4,2). Luego f tiene dos puntos
criticos.

Veamos de qué tipo son, para eso necesitamos calcular las derivadas
segundas de f. Son

fec(,y) =7 (¥ =202+ 4x+2), fy(x,y) =+ (x* —2y* —8y—5),

fxy(xay) — fYX(xay) — ex—i—y ) (XZ o 2y2—|—2X— 4y>

e )

y es claro que este Hessiano es indefinido. Entonces Py = (0,0) es pun-
to silla de f.

Tenemos

Por otro lado tenemos el otro punto critico P, = (—4,2) donde
e?-(—6) e %.(-8)
Hf(Py) = :
f(P) < e % (—8) e % (—12)

Es claro que aj; = —6e~2 < 0, y por otro lado el cdlculo del determi-
nante arroja

det(Hf(P)) = (e 9)*(6-12—8-8) = *-8> 0.

El criterio del determinante nos dice que este Hessiano es definido ne-
gativo, y entonces f tiene un maximo local estricto en P, = (—4,2).

2 Esta funcion no tiene ningin minimo local, y tiene un s6lo maximo
local. Puede verse su grafico en el applet de Geogebra.

Para estudiar extremos de funciones de 3 variables, también hay un cri-
terio para decidir los signos de los autovalores usando el determinante,
que es util aunque algo mas té€cnico:
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TEOREMA 6.1.10 (Criterio del determinante 3 x 3). Sea

aip dig a3
M = | ay axp ass

asz1 dsz ds3z

matriz simétrica 3 X 3, a la sub-matriz de 2 X 2

MP — ( djn di2 >
dg1 d22
se la denomina menor principal de M. Entonces M es
W semi-definida < det(M)=0.
W definida positiva <= (det(M) >0 A det(MP) >0 A ay > 0).
W definida negativa <= (det(M) <0 A det(MP) >0 A a;; <0).

B M es indefinida en todos los demds casos (siempre que det(M) # 0).

Nuevamente, el criterio nos dice qué signos tienen los autovalores de
M sin necesidad de hallarlos ni de diagonalizar M; para recordar el
criterio es util recordar en primer lugar que

det(M) = 7\,17\,2}\‘3,

el determinante siempre es el producto de los autovalores.

Descartado el caso de algun autovalor nulo (que equivale a determinan-
te nulo) para saber s1 es positiva, negativa o indefinida son de ayuda los
siguientes dos diagramas que corresponden al caso definido positivo y
definido negativo respectivamente:

+ 0 0
0 +
00

S O |
S | O
| © ©

0
4+
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6.2. Optimizacion

e Corresponde a clases en video 6.4a, 6.4b

Recordemos aqui el

TEOREMA 6.2.1 (Weierstrass). Sea K C R”, sea f : K — R. Entonces
f es acotada y alcanza mdximo y minimo en K.

El mismo nos sera de utilidad para justificar por qué los extremos que
hallaremos serdn absolutos en los ejemplos que siguen. En esta seccion
discutiremos como modelar un problema con una funcion y hallar el
Ooptimo (la solucion del problema) buscando los extremos de la funcion.

EJEMPLO 6.2.2 (Optimizacion). Queremos construir una caja con un
volumen de 1000cm?®, de manera tal que la superficie total de la caja
sea minima. ;Qué dimensiones tienen que tener la caja’?

Solucion: Si la caja tiene dimensiones x,y,z (€s un prisma rectangular,
o sea un ladrillo), entonces la restriccion es que V = xyz = 1000. Por
otro lado, la superficie de las tapas sumadas es

S =2xy+ 2xz+ 2yz.

Podemos usar la restriccién z = 1000/ (xy) para escribir la funcion a
minimizar

1000 _ 1000 1 1
+ 2y—— = 2xy + 2000~ 4 2000

Xy Xy y X’

S(x,y) = 2xy+ 2x

sabiendo que debe ser x,y,z > 0 puesto que son las longitudes de los
lados.

Antes de seguir, observamos que s1 x 0 y tienden a 0, la superficie
tiende a infinito. Y también que ocurre lo mismo cuando x 6 y tienden
a infinito. Entonces la funcion $ no tiene maximo en la region

A={(x,y):x>0,y>0}.
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Veamos que tiene un minimo local, que es ademas minimo global. Para
ello calculamos las derivadas parciales de S y las igualamos a cero para
hallar los puntos criticos:

2000

2000
5 0, Sy(x,y) = 2x — =0

y2

Sx(xvy) — 2y— X
La primer ecuacién nos dice que x*y = 1000, mientras la segunda nos
dice que xy* = 1000. Entonces debe ser x*y = xy*, y como x > 0,y > 0
podemos cancelar y debe ser x = y, pero de x*y = 1000 deducimos que
x> =1000, luego x = 10. Como y = x también debe ser y = 10. El tinico
punto critico es P = (10,10), alli la funcién vale

$(10,10) = 2-10* + 200 + 200 = 600.

El punto P es minimo global de S en la region A indicada mas arriba,
nuestra intuicion nos dice que tiene que haber un minimo, y como hay
un unico punto critico tiene que ser en este punto.

Entonces el minimo absoluto se alcanza cuando x =10,y =10,z =10
(notar que es cuando la caja es cubica).

OBSERVACION 6.2.3. El nimero del volumen V = 1000 es anecdé-
tico. Revisando el razonamiento y las cuentas, vemos que la caja rec-
tangular con menor superficie (para un volumen dado) siempre tiene
todos sus lados iguales, es un cubo.

2 El argumento que dimos para concluir que el minimo es absoluto
€S un poco impreciso, ya que por ejemplo, la funcion podria tomar
valores menores que 600 sin tener un minimo local, ya que el dominio
A no es acotado (o sea que nuestra justificacion no es tan buena como
deciamos).

Un argumento mas preciso seria: como S tiende a infinito tanto en los
bordes de la region como en infinito, podemos hallar un rectangulo R
dentro de A (que contenga al punto P) de manera tal que fuera del rec-
tangulo (y en el borde) la funcion sea estrictamente mayor que 600.
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Restringimos la funcion § al rectangulo R y buscamos el minimo ab-
soluto de S|z (que existe por el Teorema de Weirstrass). El minimo
no puede estar en el borde porque alli es estrictamente mayor que en
P, donde § vale 600. Entonces el minimo se alcanza en un punto del
interior de R, y en ese punto el gradiente tiene que ser nulo pues en
particular es minimo local. Pero como el unico punto donde se anula el
gradiente de S es P, el minimo absoluto tiene que ser P.

Ahora bien, esto de que la funcion a minimizar tiende a infinito en los
ejes y en infinito, también es un tanto impreciso, y deberiamos poder
mostar el recinto R donde estamos seguros que debe estar el Optimo.
No vamos a hacer esto en general, pero para este ejemplo particular
vamos a mostrar como se puede hacer.

Serd 1til el siguiente cdlculo auxiliar: para t > 0, la funcion g(t) =
r+ % tiene un minimo absoluto en t = 2+/10, y el valor minimo es
4+/10. Esto es fdcil de ver haciendo un estudio del crecimiento y de-
crecimiento de la funcion: como g'(t) =1— %, la derivada es negativa

parat € (0,2+/10) y positiva para t > +/10.

Supongamos que y > 23, entonces

2000 2000 2000
S(x,y) =2xy+ + > 50x +
y X X

40
—=50(x+—) >50-4/10 ~ 632 > 600 = S(P).
X

Similarmente, cuando x > 25 entonces S(x,y) > 600. Ahora suponga-
mos que 0 < y <1, entonces 1/y > 1y asi

2000 2000 2000
+ >

> 2000 > 600 = S(P).
y X y

S(x,y) = 2xy+
Con el mismo argumento S(x,y) > 600 =S(P)si 0 <x < 1.
Ya tenemos nuestra region, ahora podemos precisar el argumento para
terminar de probar que el minimo absoluto de § esta en el punto P =

(10,10). Sea

R={(x,y):1<x<25,1<y<25},
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las cotas que encontramos recién nos dicen que en el borde y por fuera
de R tenemos S > 600. Buscamos el minimo absoluto de S|z (que existe
ya que S es continua y R es compacto). Tiene que estar en el interior,
porque P € R° y alli la funcion vale 600 (mientras que en el borde
es estrictamente mayor). Como el minimo tiene que estar en el interior,
que es abierto, el gradiente tiene que ser nulo alli. Como el unico punto
critico que hallamos fue P, ese tiene que ser el minimo absoluto de S|,
y por ende es el minimo absoluto de S|4.

EJEMPLO 6.2.4. Queremos construir de nuevo una caja pero ahora
tenemos 12m?* de cartén para las 6 tapas, entonces ;Cudles son las di-
mensiones de la caja para que el volumen contenido sea maximo?

El volumen de la caja es nuevamente V = xyz donde x,y,z son las va-
riables positivas que representan las longitudes de los lados de la caja.
La restriccion para la superficie es que

S =2xy+2xz+2yz = 12.

De esta restriccion podemos despejar una de las variables, nuevamente
elegimos despejar z, como 2xy 4 2(x + y)z = 12 obtenemos
12—-2xy 6—xy
1= ——mmF— = .
2(x+y) x+y

Antes de seguir vamos a hacer una observacion: como debe ser z > 0
tenemos una restriccion adicional que es

6 —xy
xX+y

> 0,

como x+y > 0 (pues tanto x como y lo son) debe ser 6 —xy > 0, o
equivalentemente xy < 6.

Entonces la funcion volumen a optimizar es
6—xy 6xy—x%y’
X+Yy x4+ y

V(X,y) — Xy
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en el dominio
A={(x,y):x>0,y>0,xy <6}

Vamos a hallar los puntos criticos de V en la region A, para eso vemos
donde se anula el gradiente

—y*(x* 4+ 2xy — 6)
(x+y)?

—x*(y* + 2xy — 6)
V}’('xay) — (X+y)2

Descartada la solucidn nula, tenemos dos ecuaciones

Vx(xay) — — Oa

=0,

x> +2xy—6=0, V' +2xy—6=0.

Si las restamos obtenemos x* = y* y como ambos son positivos debe ser
x = y. Reemplazamos en la primer ecuacion y nos queda x* 4 2x* — 6 =
0 lo que nos dice que 3x% = 6, luego x> = 2y asi debe ser x =y = /2.
El tinico punto critico de V es P = ( /2, \/i) y alli el volumen vale

6—2
V(v2,V2)=2 —==2V2
2v2 f
(en el ultimo paso racionalizamos la fraccion). Afirmamos que este es
el maximo absoluto de la funcion V en la region A. El argumento es
similar al del ejemplo anterior:

Podemos calcular z pues lo teniamos en funcion de x,y. Entonces el
volumen maximo se alcanza cuando x = y = z = /2, y este volumen

esV:2\@.

OBSERVACION 6.2.5. Nuevamente podemos observar que el 6ptimo
se alcanza cuando los tres lados son iguales, y la caja es un cubo. Es-
to es valido para cualquier restriccion de superficie: la caja que tiene
mayor volumen (para una superficie dada) es cubica.
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6.3. Extremos absolutos

e Corresponde a clase en video 6.5

Nuevamente enunciamos el Teorema de Weierstarass, ya que en esta
seccion estudiaremos extremos de funciones en regiones compactas.

TEOREMA 6.3.1 (Weierstrass). Sea K C R", sea f : K — R. Entonces
f es acotada y alcanza mdximo y minimo en K.

Entonces podemos garantizar que restrigiendo adecuadamente el do-
minio, una funcion continua siempre tendrd maximo y minimo (que
se puede alcanzar en uno o mds puntos del dominio, como discutimos
anteriormente). Lo que hay que tener presente, es que los extremos se
pueden alcanzar tanto dentro del dominio como en los bordes. Comen-
cemos con una variable.

EJEMPLO 6.3.2 (Extremos absolutos en un intervalo). Hallar los ex-
tremos absolutos de
F(x) =10x- e 2

en el intervalo [—1,0]. Calculamos la derivada

f'(x)=10- e 2N 10y e 2 Y. (—4x+3)
=10 e 23 (—4x® 4 3x+1)

y buscamos los puntos criticos igualandola a cero. Tenemos que buscar

las raices de
—4x* +3x+1=0

que son x; = —1/4, x, = 1 (pero el segundo no estd en el intervalo
que nos interesa). Agregando los bordes, los puntos criticos en nuestro
intervalo son

p.c.={—1,-1/4,0}.

No es necesario hacer un estudio del tipo de punto critico, porque bus-
camos extremos absolutos. Hacemos una lista del valor de f en cada
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punto critico y los comparamos. El valor maximo y el valor minimo es
lo que buscamos:

X f(x)
—1 e 273 (1) —10e3| ~ | —0,066
—1/4 10e—1/8 3/4.(=1/4) | =5/2-¢7 /8 | ~| —1,04| min.
0) 10€° -0 0|~ 0 | max.

Notamos que el minimo se alcanza en el interior del intervalo [—1,0],
pero el maximo se alcanza en un borde.

Vamos a terminar este texto con un ejemplo de extremos absolutos para
una funcion de dos variables.

EJEMPLO 6.3.3. Hallar los extremos absolutos de

flx,y) =x"+y" —2x—2y

en el conjunto K = {(x.y) : x*+y* < 4}. Claramente f es continua y el
conjunto es compacto, asi que existen maximo y minimo absoluto de
flx.

Para hallarlos busquemos primero los puntos criticos en el interior del
conjunto, para eso buscamos donde se anula el gradiente de f

fx(x7y):2x_2zoa fy(x,y):Zy—Z:O

Encontramos el punto P = (1,1) como tnico punto critico, y vemos que
estd en el interior de K (que es un disco de radio 2). Ahora queremos
estudiar f|,4k) pero a diferencia del caso de una variable, el borde es
toda una curva (son infinitos puntos).

Lo que vamos a hacer es estudiar f con esa restriccion, para €so nota-

mos que la curva
o) = (2cos(t),2sen(t))

recorre el borde de K cuando ¢ € [0,27w]|. Entonces le damos a (x,y)
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esos valores y estaremos evaluando f unicamente en el borde,
t — f(2cos(t),2sen(t)).

Llamemos g(¢) a esta composicion (g es una funcién auxiliar). Tene-
mos que estudiar entonces los extremos en el intervalo / = [0, 27| de la
funcion

g(t) = f(2cos(t),2sen(t))
g(t) = (2cos(t))* + (2sen(t))* —2-2cos(t) —2- 2sen(t)
g(t)=4—4cos(t) —4sen(r).

En este caso entonces, redujimos el problema de estudiar f en el borde
de K a estudiar una funcion de un variable en un intervalo compacto.
Es un problema auxiliar, lo resolvemos como hicimos con el primer
ejemplo: tenemos ¢t = 0,f = 2T como puntos criticos por estar en el
borde del intervalo y ahora buscamos también los ceros de la derivada
de g en el interior del intervalo

g'(t) =4sen(t) —4cos(t) =0,

de donde vemos que debe ser cos(z) = sen(z). Notemos que si el co-
seno se anula (en 7t/2 y también en 31/2), la ecuacion no se verifica
porque el seno no se anula alli. Entonces podemos suponer que ¢ no es
ninguno de estos dos nimeros y dividir por cos(¢) para ver que debe
ser tg(t) = 1. Las soluciones de esta ecuacién son 2: tenemos #; = /4
y también t, = 57/4 (también puede verse que en esos dos puntos de la
circunferencia trigonométrica es donde el seno es igual al coseno).

Resumiendo los puntos criticos de g en el intervalo [0, 27| son

p.c. ={0,%/4,5/4 27}

Pero ;a qué puntos del borde de la circunferencia corresponden estos
valores de t? Es facil de calcular, ya que estamos recorriendo la cir-
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cunferencia de radio 2 con el parametro del arco. Reemplazamos en la
parametrizacion o(¢) y vemos que corresponden a los puntos

p-€C. = {(270); (\/év \/5)’ (_ \/ia_ \/5)’ (270)}

Estos son los puntos criticos de f|p4(k), €l punto (2,0) aparece repetido
porque la curva que usamos para parametrizar el borde comienza y
termina en el mismo lugar. Entonces tenemos que sumar estos puntos
criticos al del interior P = (1,1) y esos son todos los puntos criticos
de f|k, los extremos absolutos tienen que estar entre ellos. Hacemos la
tabla de valores y buscamos maximo y minimo:

(x,y) f(x,y)
(1,1) 1+1-2-2 —2| ~ —2 | min.
(2,0)] 44+0—4-0 0 ~ 0
(V2,v2)|24+2-2V2-2V2/4-4V2|~ | —1,65
(—V2,-2)|24242V24+2V2 4442 ~| 9,65 mix.

2 Esta funcion alcanza maximo absoluto en el borde del disco de radio
2, y el minimo absoluto en el interior. Puede verse su grafico en el
applet de Geogebra.

Estos ejemplos concluyen nuestra presentacion de los temas de extre-
mos absolutos de funciones, con los que cerramos el texto y nos des-
pedimos; ojala les haya sido util y a la vez entretenido.
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