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Introducción

Nadie puede escribir un libro.

Para que un libro sea verdaderamente,

Se requieren la aurora y el poniente,

Siglos, armas, y el mar que une y separa.

J. L. Borges

E ste texto nace con la idea de presentar una exposici�on sistem�atica del estudio

de la geometr��a de los grupos de Lie-Banach y sus espacios homog�eneos, con

especial �enfasis en las nociones m�etricas de la geometr��a diferencial, cuyo

primer problema a nuestro entender es el de las curvas minimales.

Habitualmente, se presentan las conexiones, las geod�esicas y otros objetos

geom�etricos como derivados de una m�etrica inevitablemente Riemanniana, soslayan-

do el hecho de que una conexi�on es simplemente una elecci�on de suplementos en cierto

�brado vectorial sobre la variedad, y que esto no implica necesariamente la existencia

de un producto interno en este �brado. La elecci�on de estos suplementos se puede

presentar, en particular, como un spray en la variedad (una familia de ecuaciones

diferenciales ordinarias en el �brado tangente), que permite introducir de manera

natural la noci�on de geod�esica como la soluci�on local de este sistema de ecuaciones.

Este es el enfoque con el que queremos abordar los problemas de geometr��a que ha-

cen a las curvas cortas y la curvatura: una perspectiva que nos permita trabajar en

modelos sin limitaciones de dimensi�on, y sin supuestos sobre una estructura Hilber-

tiana o pre-Hilbertiana en el espacio vectorial que modela la variedad. En particular,

estamos interesados en aquellos modelos que surgen de los grupos lineales y sus es-

pacios homog�eneos, tanto en dimensi�on �nita como in�nita, donde puede observarse

que, desde el punto de vista del �algebra de operadores, las normas o m�etricas a in-

troducir no suelen derivarse de una estructura Hilbertiana: el caso paradigm�atico es
1
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la norma uniforme del �algebra de operadores acotados, la cual no proviene de ning�un

producto interno, y no es equivalente a ninguna norma con estas caracter��sticas en el

caso in�nito dimensional. Este contexto de matrices y operadores es rico en ejemplos

que nos permiten introducir estas nociones de spray o conexi�on de manera concre-

ta e independiente de la m�etrica a partir de proyectores, idempotentes y esperanzas

condicionales; en los �ultimos a~nos esta manera de trabajar ha tenido un desarrollo

notable especialmente en el contexto de dimensi�on in�nita vinculado con las �algebras

C∗ y las �algebras de von Neumann. Por otra parte, estas �algebras son ricas en nor-

mas sim�etricas (invariantes por la acci�on del grupo de unitario, que es el grupo de

isometr��as del espacio de Hilbert subyacente al �algebra de operadores) y estas normas

nos proveen de una importante cantidad de ejemplos de m�etricas de Finsler en las

variedades, es decir, elecciones continuas de normas en el �brado tangente de la varie-

dad (nos desviamos aqu�� de la noci�on cl�asica de m�etrica de Finsler donde se supone

que la norma introducida es dos veces diferenciable fuera del origen y su Hessiano es

de�nido positivo). Entre las clases m�as relevantes de normas sim�etricas en operadores

en un espacio de Hilbert, se hallan las normas de p-Schatten, que se computan como

la norma p usual de la sucesi�on de valores singulares del operador en cuesti�on; en

este contexto son conocidos una serie de resultados geom�etricos vinculados con la

convexidad uniforme del espacio normado subyacente.

En la segunda parte del libro abordaremos la noci�on de espacio de longitud o

espacio de m�etrica interior, que a partir del trabajo de Mikhail Gromov en gu-

pos hiperb�olicos [42], ha cobrado especial relevancia, en particular relacionada con

aquellos espacios que son de curvatura no positiva. En este contexto, la distancia

entre dos puntos se obtiene como el ��n�mo de las longitudes de arcos recti�cables

que los unen. Como estaremos interesados en la noci�on de curva corta, presentaremos

la versi�on m�etrica del Teorema Hopf-Rinow que establece la existencia de geod�esi-

cas (entendidas como arcos recti�cables de longitud m��nima) en espacios localmente

compactos.

Estudiaremos la relaci�on entre variedades de Finsler y espacios de m�etrica inte-

rior, amalgamando los resultados de la primera parte del libro con la teor��a m�etrica

introducida en la segunda. Abordaremos las nociones de curvatura y curvatura sec-

cional, presentando la primera como derivada del spray, es decir independiente de la

m�etrica, y estudiando la segunda como el puente que une la noci�on de spray con la de

geometr��a Riemanniana. La curvatura seccional separa los espacios Riemannianos en

dos categor��as importantes (no exhaustivas), seg�un estos tengan curvatura seccional

positiva o negativa en todos sus puntos; el comportamiento de las curvas cortas es

dr�asticamente distinto seg�un sea el caso. Para ilustrar esta a�rmaci�on, basta conside-

rar dos ejemplos muy sencillos, como la circunferencia unitaria S1 ⊂ R2 y una rama

de hip�erbola P ⊂ R2, de curvatura seccional positiva y negativa respectivamente

(aunque cabe aclarar que en el primer caso la curvatura es constante y en el segundo

http://en.wikipedia.org/wiki/Mikhail_Gromov
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no lo es): de acuerdo al teorema de Cartan-Hadamard (que presentamos en este texto

en el contexto de variedades de Finsler con spray), en una variedad de curvatura no

positiva simplemente conexa, se da siempre este fen�onomeno de unicidad de curvas

cortas.

Por otra parte el Teorema de Hopf-Rinow establece la equivalencia (en dimensi�on

�nita) entre completitud m�etrica y completitud geod�esica, garantizando la existencia

de curvas cortas que unen dos puntos dados. Sin embargo, hay ejemplos sencillos

de variedades Riemannianas de dimensi�on in�nita donde ambos conceptos no son

equivalentes. En casos concretos, herramientas desarrolladas ad-hoc para el ejemplo

permiten encarar el problema de manera exitosa y no s�olo determinar la existencia de

geod�esicas minimales, sino construirlas expl��citamente: presentaremos en este texto

una serie de problemas y resultados sobre minimalidad de curvas que hasta ahora s�olo

se hallan publicados en revistas especializadas, concernientes tanto a variedades de

dimensi�on in�nita como a variedades de Finsler donde la norma no es diferenciable

y por lo tanto no est�a disponible el c�alculo de variaciones usual. Nos enfocaremos en

ejemplos provenientes de la teor��a de operadores, especialmente aquellos que provie-

nen de los llamados grupos de Lie-Banach cl�asicos, de las �algebras C∗ y las �algebras

de von Neumann, que juegan una parte importante en esta exposici�on, no s�olo como

modelos geom�etricos, sino tambi�en a traves de las t�ecnicas propias de las �algebras

de operadores, que permiten abordar ciertos problemas de geometr��a de una manera

novedosa.

Prerequisitos: Para la lectura de este texto estimamos su�ciente que el lector

conozca en profundidad la geometr��a de curvas y super�ces en el plano y en el espacio,

como es abordada por ejemplo en el texto de do Carmo [22]. Respecto de la teor��a

de grupos y sus espacios homog�eneos, es recomendable que el lector tenga cierta fa-

miliaridad con las nociones topol�ogicas generales vinculadas a estos espacios, o por

lo menos domine los aspectos b�asicos de espacios topol�ogicos en general, como cubri-

mientos, bases de entornos, sucesiones, topolog��as cociente, etc.; si sumamos ciertas

nociones b�asicas de an�alisis funcional, todos estos temas ocupan por ejemplo los pri-

meros cuatro cap��tulos del libro de Reed y Simon [79]. Los temas m�as especializados

de �algebras de operadores se encuentran desarrollados para bene�cio del lector en los

ap�endices de este libro.

Agradecimientos: vaya mi agradecimiento expreso para todos aquellos ma-

tem�aticos que me mostraron en primera persona c�omo pensar la geometr��a de es-

ta manera singular, a trav�es de problemas concretos en �algebras de operadores; en

particular Esteban Andruchow, Gustavo Corach y L�azaro Recht. Un agradecimiento

especial para Cristian Conde, colega, amigo, editor y corrector desinteresado. Tambi�en

quiero agradecer a Mart��n Miglioli que estudi�o y corrigi�o minuciosamente el manus-

crito. Por �ultimo, no puedo dejar de mencionar la contribuci�on de los dos evaluadores
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an�onimos del libro, que mediante sus observaciones y correcciones hicieron sin duda

de este un manuscrito mejor. De todas las posibles faltas e imprecisiones que puedan

quedar en el libro, s�olo puedo culpar a mis limitaciones como escritor y matem�atico,

esperando que puedan ser tolerables para el lector, o que sean enmascaradas por el

entusiasmo que espero compartan conmigo sobre los temas aqu�� abordados.
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Parte I

Estructuras Diferenciables

E n esta primera parte del libro, desarrollaremos herramientas geom�etricas que

no involucren la elecci�on expl��cita de una norma o m�etrica en la variedad

diferenciable a estudiar. Como veremos, las variedades de Banach tienen una

gran riqueza geom�etrica una vez que uno consigue introducir una conexi�on o spray

en ellas, independientemente de si esta proviene de una m�etrica o no.

De particular relevancia son aquellas variedades que provienen del grupo de in-

versibles de un �algebra de Banach, y sus espacios homog�eneos. En los ap�endices del

libro introducimos las nociones b�asicas del c�alculo funcional y la teor��a de opera-

dores para poder trabajar con una familia de ejemplos que ilustren las nociones y

provoquen nuevas preguntas, siempre con el esp��ritu de entender los objetos de forma

geom�etrica, sin necesidad de usar coordenadas y por consiguiente sin limitaciones de

dimensi�on.

1
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Cap��tulo 1
Cálculo Diferencial e Integral

Where ignorance is bliss, 'tis folly to be

wise.

Thomas Gray

C omenzamos en este cap��tulo con los fundamentos de la teor��a de operado-

res acotados en espacios de Banach, que nos permitir�an introducir nocio-

nes de diferenciaci�on e integraci�on. Luego presentamos versiones in�nito-

dimensionales de los teoremas de la funci�on inversa y de la funci�on impl��cita. Este

cap��tulo no debe tomarse como un cap��tulo de prerequisitos, sino como una parte

integral de nuestro acercamiento sin coordenadas a la geometr��a: revisaremos resul-

tados cl�asicos del c�alculo con una mirada no cl�asica. Le debemos mucho de nuestra

presentaci�on al excelente libro de Lang [58] de geometr��a Riemanniana.

1.1. Operadores lineales

Todos nuestros espacios vectoriales ser�an sobre R �o C. Sean E, F espacios normados,

o en particular espacios de Banach, es decir, espacio vectoriales normados completos.

Empecemos por recordar que T ∈ B(E, F) si T es lineal y adem�as es acotado en el

siguiente sentido

sup

{
‖Tx‖
‖x‖

: x ∈ E, x 6= 0
}
<∞.

Notar que la norma del numerador es la norma de F, mientras que la del denominador

es la de E. Equivalentemente, T ∈ B(E, F) si T es lineal y continuo. En el caso acotado

se suele denominar a este n�umero norma uniforme de T ,

‖T‖ = sup

{
‖Tx‖
‖x‖

: x ∈ E, x 6= 0
}

= sup {‖Tx‖ : x ∈ E, ‖x‖ ≤ 1}
3



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 4 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	

4 Cálculo Diferencial e Integral

o norma supremo. Notemos que el conjunto B(E, F) con la norma reci�en de�nida es

un espacio de Banach: en efecto es un espacio vectorial y no es dif��cil probar que es

completo, usando (�unicamente) la completitud de F.

Observaci�on 1.1.1. Notemos que si E tiene dimensi�on �nita, hay una �unica topolog��a

que hace a la suma y el producto por escalares continuo, y con esto puede verse

que todas las normas en un espacio vectorial de dimensi�on �nita son equivalentes

(y el espacio es completo). Adem�as toda transformaci�on lineal ser�a continua. Luego

si E, F son espacios de dimensi�on �nita, tambi�en lo es B(E, F) y adem�as cualquier

transformaci�on lineal entre E, F ser�a continua. En este caso podemos tomar cualquier

otra norma en B(E, F) sin afectar la convergencia en ese espacio, ya que todas son

equivalentes.

Como veremos m�as adelante en contextos espec���cos, la norma uniforme no es la

�unica manera de de�nir una norma en el conjunto de operadores lineales.

En el caso E = F se suele abreviar B(E, E) = B(E) al conjunto de endomor�smos

acotados y nos referiremos a ellos como operadores lineales acotados actuando en

E o directamente operadores acotados en E.

En el caso F = k el cuerpo base, al espacio E ′ = B(E, k) se lo denomina espacio

dual de E. No debe confundirse con el dual algebraico, que consiste de todas las

funcionales lineales de E en k. Para distinguirlos, a veces se dice que E ′ es el dual

topol�ogico de E.

1.1.1. Algunos teoremas útiles

Listamos a continuaci�on algunas herramientas fundamentales. La primera es un

teorema de separaci�on de objetos convexos en espacios normados mediante hiperpla-

nos, que en el contexto de espacios de Banach enunciamos en una de sus posibles

formas equivalentes.

Teorema 1.1.2 (Teorema de Hahn-Banach). Sea E un espacio de Banach, S ⊂ E
un subespacio.

Sea N : E → R≥0 una funcional convexa, es decir si a, b ∈ k (k es R o C)
son tales que |a|+ |b| ≤ 1, entonces

N(av+ bw) ≤ |a|N(v) + |b|N(w) para todo v,w ∈ E.

Entonces si ψ : S → k es una funcional lineal tal que |ψ(s)| ≤ N(s) para

todo s ∈ S, existe ϕ ∈ E ′ tal que ϕ = ψ en S y |ϕ| ≤ N en todo E.

En particular, dado v ∈ E, existe ϕ ∈ E ′ tal que ϕ(v) = ‖v‖, ‖ϕ‖ = 1.
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La prueba puede verse en el tomo I de \Methods of modern mathematical physics",

por Michael Reed y Barry Simon [79], Teorema III.5.

Teorema 1.1.3 (Teorema de la funci�on abierta (Banach-Schauder)). Si E, F son

espacios de Banach y T ∈ B(E, F) es sobreyectiva, entonces T es abierta. Es

decir, si U ⊂ E es abierto, entonces TU ⊂ F es abierto.

Corolario 1.1.4. Si E, F son espacios de Banach y T ∈ B(E, F) es biyectivo,

entonces la inversa T−1 : F → E es continua. Es decir T es un isomor�smo

topol�ogico de espacios de Banach.

Teorema 1.1.5 (Teorema del gr�a�co cerrado). Si E, F son espacios de Banach y

T : E→ F es lineal, entonces T ∈ B(E, F) si y s�olo si

Gr(T) = {(v, Tv) : v ∈ E} ⊂ E× F

es un subespacio cerrado.

El siguiente resultado debido a Banach y Steinhaus es conocido como principio

de acotaci�on uniforme o por su sigla en castellano PAU.

Teorema 1.1.6 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sea E un espacio de Banach y

F un espacio normado. Sea F una familia de operadores acotados de E en F.

Supongamos que para cada x ∈ E, el conjunto

{‖Tx‖ : T ∈ F}

es acotado. Entonces el conjunto {‖T‖ : T ∈ F} es acotado.

El Teorema del gr�a�co cerrado y el de la funci�on abierta son equivalentes, y todos

son consecuencia del teorema de categor��a de Baire. Todos estos resultados del an�alisis

funcional pueden verse en la Secci�on III.5 del libro de Reed-Simon [79].

1.2. Diferenciabilidad en espacios de Banach

Sean E, F espacios de Banach, y f : E→ F una funci�on. Diremos que f es diferen-

ciable en v ∈ E si existe un operador lineal acotado Lv ∈ B(E, F) tal que

l��m
‖h‖→0

1

‖h‖
‖f(v+ h) − f(v) − Lvh‖ = 0. (1.1)

Notemos que la noci�on de diferenciabilidad depende de las topolog��as de los espa-

cios de Banach E, F, ya que el c�alculo de l��mites depende las topolog��as. Sin embargo,

E, F tienen dimensi�on �nita, todo operador lineal es acotado as�� que esa condici�on

http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=30996
http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=11905
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puede omitirse. Tambi�en podemos cambiar la convergencia en E, F por cualquier otra

convergencia dada por sendas normas, ya que todas las normas en son equivalentes.

En ese caso al operador Lv lo denotaremos Dfv �o f∗v, usualmente le��do como

diferencial de f en v. Observemos que, si f es diferenciable en v ∈ E, entonces

Lvx = l��m
t→0

f(v+ tx) − f(v)

t

para todo x ∈ E.
Toda funci�on diferenciable es continua. Si f es diferenciable en todo v ∈ U para

alg�un abierto U ∈ E, diremos que f es diferenciable en U.

Observaci�on 1.2.1. Si E, F son de dimensi�on �nita los podemos asimilar median-

te isomor�smos lineales a los espacios kn, km respectivamente. Entonces si escribi-

mos a los vectorse en coordenadas, o sea x = (x1, · · · xn) ∈ kn, podemos escribir

f = f(x1, · · · , xn); por otro lado como f llega a km debe ser f = (f1, . . . , fm) con

fi : kn → k. Esto es lo que habitualmente llamamos un campo de kn en km. Po-

demos ver que cada derivada parcial de cada fi es exactamente la diferencial de fi
en la direcci�on de v = ei. Luego podemos asimilar al operador diferencial Dfx con

una matrix cuyas entradas son ∂fi
∂xj

, Multiplicando esta matriz por un vector de kn

(escrito en coordenadas de la base can�onica) nos devuelve el vector Dfxv, escrito en

coordenadas de la base can�onica de km.

Si f : E → F, g : F → G son funciones diferenciables, entonces es f�acil ver que

g ◦ f : E→ G es una funci�on diferenciable y que vale la regla de la cadena:

D(g ◦ f)v = Dgf(v)Dfv.

Observaci�on 1.2.2. Si f : E → F es lineal y continua (es decir si f ∈ B(E, F)),
entonces es f�acil veri�car que Df = f, es decir f es diferenciable en todo E y adem�as

Dfv(w) = f(w) para todo v,w ∈ E.

Observaci�on 1.2.3. Si f : E → F es diferenciable y T ∈ B(F,G) (con G otro espa-

cio de Banach), entonces un caso particular de la regla de la cadena de muy f�acil

demostraci�on es la siguiente identidad:

D(T ◦ f) = TDf.

Para poner un poco en contexto la de�nici�on (1.1), se suele decir que f es diferen-

ciable Fr�echet (por Maurice Fr�echet). Hay nociones m�as d�ebiles de diferenciabilidad,

como por ejemplo ser diferenciable Gâteaux en v ∈ E (por Ren�e Gâteaux), que

signi�ca que para todo h ∈ E, existe el l��mite

dxf(h) = l��m
t→0

1

|t|
{f(v+ th) − f(v)} ,
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y en este caso dxf(h) no tiene por qu�e ser lineal en h (ni acotado). En el caso complejo

el l��mite se toma cambiando t ∈ R por z ∈ C y haciendo z→ 0.

Volviendo al caso que nos interesa (1.1), si f es diferenciable entonces tiene sentido

preguntarse sobre la continuidad de la funci�on Df : E→ B(E, F) dada por

Df(v) = Dfv,

es decir a la funci�on que a cada vector le asigna la diferencial de f. Esta funci�on,

aunque su imagen consiste de operadores lineales, es usualmente no lineal (salvo que

f sea una forma cuadr�atica, ver la pr�oxima secci�on). Cuando Df es continua en un

abierto U ⊂ E, decimos que f es C1 en U.

Como G = B(E, F) es un espacio de Banach, nos podemos preguntar si la funci�on

Df : E → G es diferenciable en U. Si lo es, diremos que su diferencial D(Df) = D2f

es la diferencial segunda de f. Observemos que

D2f : U→ B(E,G) = B(E,B(E, F)) ' B2(E× E; F) = B2(E2; F),
donde el �ultimo t�ermino indica los operadores bilineales de E × E en F. La identi�-

caci�on est�a dada por Φ(T)(e1, e2) = (Te1)(e2) para e1, e2 ∈ E, que es de hecho un

isomor�smo isom�etrico. Denotaremos

D2fp(v,w) := (D2fpv)(w).

Una funci�on es C2 si la asignaci�on p 7→ D2fp es continua de E en B2(E2; F). En
el caso cl�asico E = R2, que exista la diferencial segunda es m�as fuerte que decir

que existen las derivadas parciales segundas, de hecho la existencia de la diferencial

segunda garantiza que adem�as de existir sean iguales las derivadas cruzadas1: ver

por ejemplo el libro de T. Apostol [12], Teorema 12.12.

Observaci�on 1.2.4. Si f : U → F es una funci�on dos veces diferenciable en p ∈ U,
entonces D2fp es un operador bilineal sim�etrico. Es decir, para todo v,w ∈ E se

tiene

D2fp(v,w) = D
2fp(w, v).

En efecto, que es bilineal surge de la propia de�nici�on. Para ver que es sim�etrico, sean

v,w ∈ E. Consideremos, para cada ϕ ∈ F ′, la funci�on auxiliar

g(x, y) = ϕ(f(p+ xv+ yw)).

La funci�on g : B → k est�a de�nida en alg�un entorno abierto B de (0, 0) ∈ k × k.
Por hip�otesis, existen Dg(0,0), D

2g(0,0). Entonces D
2g(0,0) es una forma bilineal

sim�etrica. Esto nos dice que las derivadas cruzadas de g en el punto (0, 0) son iguales

ϕ((D2fpw)v) =
∂2g

∂y∂x
=
∂2g

∂x∂y
= ϕ((D2fpv)w).

Como la identidad es cierta para cualquier ϕ ∈ F ′, se tiene la conclusi�on.

1Gracias a Marcos Cossarini por hacerme notar este hecho
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Definición 1.2.5. Una funci�on que tiene k diferenciales sucesivas en U ⊂ E -y la de

orden k es una funci�on continua- es una funci�on Ck en U, y directamente anotaremos

f ∈ Ck(U); como antes, consideramos a Dkf como un operador multilineal, es decir

Dkfv ∈ Bk(Ek; F) para v ∈ E. Por lo reci�en observado, es un operador multilineal

sim�etrico.

Una funci�on es C∞ cuando sus diferenciales de todos los �ordenes existen (tambi�en

es usual decir que f es suave).

El producto y las suma de funciones Ck, donde k ∈ N0 ∪ {∞} es de clase Ck, con

una demostraci�on cl�asica que omitiremos. Tambi�en la composici�on de funciones Ck

es de clase Ck, y vale la regla de la cadena usual.

Observaci�on 1.2.6. Observemos que si f ∈ B(E, F) entonces Df = f es constante, es
decir para todo v ∈ E se tiene Dfv = f. Luego todas las derivadas de orden superior

son nulas, D2f = D3f = · · · = 0.

1.2.1. Operadores bilineales y cuadráticos

Dados E, F espacios de Banach, sea β ∈ B2(E2; F) un operador bilineal. Entonces

el operador cuadr�atico Q asociado a β est�a dado por

Q(v) = β(v, v)

para todo v ∈ E. Observemos que Q(tv) = t2Q(v) para todo v ∈ E, t ∈ k.
En general, dado n ∈ N, una funci�on f : E → F tal que f(tv) = tnf(v) para todo

t ∈ k, v ∈ E se dice homog�enea de grado n.

La de�nici�on de objeto cuadr�atico que usaremos es la siguiente: diremos que Q :

E→ F es un operador cuadr�atico si

β(v,w) := 1/2[Q(v+w) −Q(v) −Q(w)]

es bilineal. En particular Q(tv) = t2Q(v) para todo v ∈ B, t ∈ k, pero esta condici�on

no es su�ciente. Es f�acil ver que Q es continuo si y s�olo si β es continuo, pues

Q(v) = β(v, v) para todo v ∈ E.

Observaci�on 1.2.7. Todo operador cuadr�atico continuo es acotado, es decir existe

una constante C ≥ 0 tal que
‖Q(v)‖ ≤ C‖v‖2

para todo v ∈ E. Esto tiene una prueba directa: supongamos que Q es continua y no

est�a acotada. Dado n ∈ N existe entonces vn ∈ E tal que ‖Q(vn)‖ > n2‖vn‖2. Como

Q(0) = 0, debe ser vn 6= 0 para todo n. Luego∥∥∥∥Q(
vn

n‖vn‖
)

∥∥∥∥ > 1
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para todo n. Como Q es continua, haciendo tender n a in�nito se tiene una contra-

dicci�on.

La conclusi�on de la observaci�on anterior tambi�en es consecuencia del siguiente

resultado:

Lema 1.2.8. Si β : E×E→ F es bilineal y continua en cada variable por separado,

entonces existe C ≥ 0 tal que, para todo v,w ∈ E se tiene

‖β(v,w)‖ ≤ C‖v‖‖w‖.

En particular β es continua.

Demostraci�on. Supongamos que x 7→ βy(x) := β(x, y) (y ∈ E �jo) es un opera-

dor acotado, y lo mismo ocurre con y 7→ βx(y) := β(x, y), ahora con x ∈ E �jo.

Consideremos la familia {βx : ‖x‖ ≤ 1}. Entonces, para cada y ∈ E, se tiene

‖βx(y)‖ = ‖β(x, y)‖ = ‖βy(x)‖ ≤ Cy‖x‖ ≤ Cy.

Luego, por el principio de acotaci�on uniforme (Teorema 1.1.6), el conjunto {‖βx‖ :

‖x‖ ≤ 1} es acotado. Esto quiere decir que existe una constante C ≥ 0 tal que

sup
‖y‖≤1

‖βx(y)‖ = ‖βx‖ ≤ C

para todo x ∈ E tal que ‖x‖ ≤ 1. Esto nos dice que, para todo x, y tales que ‖x‖ ≤ 1 y
‖y‖ ≤ 1, se tiene ‖β(x, y)‖ ≤ C. Usando la bilinealidad de β se tiene la conclusi�on.

De�niciones y consideraciones an�alogas se tienen para formas c�ubicas, cu�articas,

etc. es decir para formas que provienen de operadores multilineales sim�etricos de

orden k ∈ N.

1.3. Integración

Sea I = [a, b] ⊂ R un intervalo, y f : I → E una funci�on. Diremos que f es una

funci�on elemental si existe una partici�on de I en �nitos intervalos disjuntos Ij ⊂ I y
una colecci�on de vectores {vj}j=1...n ⊂ E tales que f|Ij = vj, es decir, si f es constante

en cada intervalo de la partici�on. En ese caso de�nimos la integral de f sobre I como∫
I

f =
∑
j=1...n

vjµ(Ij)

donde µ denota la medida usual en R.
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Diremos que una funci�on f : I→ E es reglada si f es l��mite uniforme de funciones

elementales, es decir si existe una sucesi�on de funciones elementales fn : I→ E tales

que, dado ε > 0, se tiene

‖fn − f‖I := sup
t∈I
‖fn(t) − f(t)‖ < ε para todo n ≥ n0(ε).

No es dif��cil probar que toda funci�on continua f : I → E es una funci�on reglada. La

integral de una funci�on reglada se de�ne como el l��mite (en E) de las integrales∫
I

fn.

Este l��mite no depende de la sucesi�on elegida para aproximar f.

Una propiedad fundamental de la integral es la siguiente: si T ∈ B(E, F) entonces

T

(∫
I

f

)
=

∫
I

(T ◦ f).

La veri�caci�on es sencilla para funciones elementales, y luego se sigue de la continui-

dad de T la propiedad general.

Esta propiedad es particularmente �util para reducir el problema a valores reales o

complejos si usamos funcionales del dual, es decir si usamos ϕ ∈ E ′ = B(E, k) donde
k = R o C seg�un el contexto. As��, por ejemplo, si∫

I

(ϕ ◦ f) = 0

para toda ϕ ∈ E ′, se deduce por el teorema de Hahn-Banach que
∫
I
f = 0 ∈ E.

Supongamos que f es C1, entonces tomando g(t) = ϕ(f(t)) para ϕ ∈ E∗, vemos que

g tambi�en es C1 y que g ′ = ϕ(f ′), luego

ϕ(

∫b
a

f ′) =

∫b
a

g ′ = g(b) − g(a) = ϕ(f(b) − f(a)),

y entonces ∫b
a

f ′ = f(b) − f(a).

Esta conclusi�on tambi�en es v�alida si s�olo pedimos que f : I → E sea absolutamente

continua.

Observaci�on 1.3.1. Otra propiedad �util es la siguiente. Sea f : [a, b] → E reglada y

‖f(t)‖ ≤M, entonces

‖
∫
I

f‖ ≤
∫
I

‖f(t)‖dt ≤ (b− a)M.

En efecto, esta propiedad es simplemente la desigualdad triangular cuando la funci�on

es elemental, y se extiende a regladas tomando l��mite.
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1.4. Aproximaciones, acotaciones

Veamos algunos resultados �utiles que combinan diferenciaci�on e integraci�on.

Definición 1.4.1. Si E es un espacio vectorial, un conjunto C ⊂ E es convexo si

dados v,w ∈ C, entonces el segmento

tv+ (1− t)w, t ∈ [0, 1]

esta ��ntegramente contenido en C.

Proposición 1.4.2 (Teorema del valor medio). Sean E, F espacios de Banach,

U ⊂ E abierto convexo y f : U→ F una funci�on C1. Dados x, y ∈ U, pongamos

M = m�ax
t∈[0,1]

‖Dftx+(1−t)y‖.

Entonces

‖f(x) − f(y)‖ ≤M‖x− y‖.

Demostraci�on. Sea g(t) = f(tx + (1 − t)y), g : [0, 1] → F. Observemos que g es en

realidad C1 en un entorno abierto del intervalo [0, 1]. Entonces g ′ : [0, 1]→ F es una

funci�on continua, con lo cual es f�acil ver que

g(1) − g(0) =

∫1
0

g ′(t)dt.

Para convencernos, se puede considerar, dada ϕ ∈ F ′, la aplicaci�on real t 7→ ϕ(g(t))

para la cual vale claramente la propiedad, y como ϕ es arbitraria, se tiene la propiedad

enunciada para vectores de F (para m�as detalles ver la prueba del Teorema de Taylor

a continuaci�on). Pasando en limpio

f(x) − f(y) =

∫1
0

Dftx+(1−t)y(x− y)dt.

Usando la propiedad de la Observaci�on 1.3.1 tenemos la conclusi�on.

1.4.1. Fórmula de Taylor

Recordemos que si f : E → F es Ck y v ∈ E, pensamos a Dkfv (k ∈ N) como una

forma multilineal sim�etrica. Para h ∈ E, usemos la notaci�on h(k) = (h, · · · , h) ∈ Ek.
Tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 1.4.3 (F�ormula de Taylor). Sean E, F espacios de Banach, U ⊂ E un

abierto convexo y f : U → F una funci�on Ck en U. Entonces dados v, v + h ∈ U
se tiene

f(v+ h) = Pk(v, h) + Rkv(h),

donde Pk(v, h) es el polinomio de Taylor de grado k centrado en v y evaluado

en h dado por

Pk(v, h) = f(v) +Dfvh+ 1/2D
2fvh

(2) + · · ·+ 1

(k− 1)!
Dk−1fvh

(k−1),

y la f�ormula del resto est�a dada por

Rkv(h) =
1

(k− 1)!

∫1
0

(1− t)k−1Dkfv+thh
(k) dt.

Demostraci�on. Por el teorema de Hahn-Banach, basta probar el teorema despu�es

de componer con cualquier funcional ϕ ∈ F ′, por la propiedad mencionada en la

Observaci�on 1.2.3. En ese caso el problema se reduce al Teorema de Taylor aplicado

a la funci�on real g : [0, 1]→ R dada por g(t) = ϕ (f(v+ th)), es decir

g(1) = g(0) + g ′(0) + 1/2g
′′(0) + · · ·+ 1

(k− 1)!
g(k−1)(0)

+
1

(k− 1)!

∫1
0

(1− t)k−1g(k)(t)dt.

Observaci�on 1.4.4 (Expresiones de orden k para curvas suaves). Sean I ⊂ R un

intervalo real, E un espacio de Banach y β : I→ E una curva de clase Ck. En general

es falso que βt+s = βt + sβ
′
t + · · · + sk−1

(k−1)!β
(k−1)
t + sk

k!β
(k)
c con c entre t y t + s,

salvo que E = R. Sin embargo, el teorema de Taylor reci�en probado permite escribir

la f�ormula integral del resto para tal curva y por eso es leg��timo escribir

βt+s = βt + sβ
′
t + · · ·+

sk−1

(k− 1)!
β
(k−1)
t + o(sk).

Observaci�on 1.4.5. Si Q : E → F es un operador cuadr�atico, se sigue que Q(v) =

β(v, v) para alg�un operador bilineal sim�etrico. Supongamos que Q es continuo, en-

tonces β es continuo y por lo se~nalado en la Observaci�on 1.2.7, existe una constante

C ≥ 0 tal que
‖Q(h)‖
‖h‖

= ‖Q(h/‖h‖)‖‖h‖ ≤ C‖h‖



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 13 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	

1.4. Aproximaciones, acotaciones 13

para todo h 6= 0. Entonces, como Q(x + h) − Q(x) − 2β(x, h) = Q(h) para todo

x, h ∈ E, se deduce que Q es diferenciable pues

‖Q(x+ h) −Q(x) − 2β(x, h)‖
‖h‖

=
‖Q(h)‖
‖h‖

→ 0

cuando h→ 0.

Observemos que la diferencial deQ esDQx = 2β(x, ·) que es en efecto un operador

acotado. Como la asignaci�on x 7→ DQx = 2β(x, ·) es un operador lineal y acotado, se

deduce que Q es dos veces diferenciable con 1
2
D2Qx = β, es decir D2Q es constante,

con lo cual DnQ = 0 para todo n ≥ 3. Por �ultimo, se deduce que para todo x ∈ E la

expansi�on de Taylor de Q es simplemente su polinomio de orden 2, es decir

Q(x+ h) = Q(x) + 2β(x, h) +Q(h)

para todo h ∈ E, lo que prueba que Q es Cω en E.

Observaci�on 1.4.6 (Polinomios). En general, dado un operador P ∈ Bk(Ek; F) (es

decir P es multilineal, sim�etrico y continuo de grado k), diremos que P es un polinomio

homog�eneo de grado k en el espacio de Banach E. Y un polinomio en E es una

suma �nita de polinomios homog�eneos, posiblemente de distintos grados. Entonces el

Teorema de Taylor se puede pensar como un teorema de aproximaci�on de funciones

por polinomios.

Si Pk es un polinomio homog�eneo de grado k entonces denotando con Mk a la

forma multilineal sim�etrica inducida, podemos usar la f�ormula multinomial

Pk(v+ h) =

k∑
j=0

(
k

j

)
Mk(h

j, vk−j).

De aqu�� es f�acil ver que

(DPk)v(h) = l��m
t→0

1

t
(Pk(v+ ht) − Pk(v)) = l��m

t→0
k∑
j=1

tj−1Mk(h
j, vk−j) =Mk(v

k−1, h),

o sea que la diferencial de un polinomio homog�eneo de grado k, que ahora es una

funci�on a valores en B(E, F), es un polinomio de grado k − 1. Entonces tambi�en es

claro que la diferencial de un polinomio es un polinomio (de grado menor), que

todo polinomio es de clase C∞, y que diferenciando una cantidad �nita de veces un

polinomio obtenemos la funci�on nula.

Lema 1.4.7. Sea f : E → F dos veces diferenciable, y homog�enea de grado 2, es

decir f(tv) = t2f(v) para todo v ∈ E, t ∈ k. Entonces f es un operador cuadr�atico.
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Demostraci�on. Sea v ∈ E. Como f(tv) = t2f(v), diferenciando respecto de t te-

nemos, por la regla de la cadena, Dftv((tv)
′) = 2tf(v), es decir Dftv(v) = 2tf(v).

Diferenciando nuevamente respecto de t se tiene(
D2ftvv

)
(v) = 2f(v).

Evaluando en t = 0 se deduce que

f(v) = 1/2(D
2f0v)(v)

lo que prueba que f proviene del operador bilineal (y sim�etrico) β dado por

β(v,w) = 1/4
[
(D2f0v)(w) + (D2f0w)(v)

]
= 1/2D

2f0(v,w),

donde la �ultima identidad se debe a que por existir D2f0, es sim�etrico.

Observaci�on 1.4.8. Obviamente el lema se generaliza para todo k ∈ N de manera

natural, luego un polinomio homog�eneo continuo de grado k est�a dado por una funci�on

homog�enea f : E→ F de grado k -o sea f(tv) = tkf(v)- que es k veces diferenciable.

Todas estas de�niciones se pueden localizar de la siguiente manera: supongamos

que f : U ⊂ E→ F con U abierto y que

f(tv) = tkf(v)

para t ∈ R su�cientemente peque~no, v ∈ U. Entonces f coincide en alg�un entorno

de 0 ∈ E con un polinomio homog�eneo continuo.

1.5. Funciones anaĺıticas

Definición 1.5.1. Sea U ⊂ E abierto de un espacio de Banach, sea f : U→ F con F

espacio de Banach. Diremos que f es anal��tica real en U, denotado f ∈ Cω(U) si para
todo p ∈ U existe una bola abierta B ⊂ U centrada en p y una familia de polinomios

R-homog�eneos (Pk)
∞
k=0 con Pk de grado k, tales que

f(p+ v) =

+∞∑
k=0

Pk(v)

para todo v ∈ B. Si E, F son C-espacios vectoriales y cada Pk es k-homog�eneo sobre

C diremos que f es anal��tica compleja u holomorfa.

Observaci�on 1.5.2 (Convergencia puntual en una bola implica convergencia absolu-

ta). Si la serie
∑+∞
k=0 Pk(v) converge en ‖v‖ < r, entonces converge absolutamente

en ‖v‖ < r: en efecto primero notemos que la convergencia puntual de una serie en
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un espacio de Banach implica que los t�erminos est�an acotados porque si
∑
k xk = x,

entonces

‖xk‖ = ‖
k∑
j=0

xj −

k−1∑
j=0

xj‖ ≤ ‖
k∑
j=0

xj − x‖+ ‖x−
k−1∑
j=0

xj‖→ 0.

Sea entonces v con ‖v‖ < r. Tomando h = v(1 + ε) con ε > 0 su�ecientemente

peque~no, tenemos ‖h‖ < r y podemos escribir v = th con 0 < t < 1. Ahora bien

‖Pk(h)‖ ≤ C por la convergencia puntual, luego

+∞∑
k=0

‖Pk(v)‖ =
+∞∑
k=0

‖Pk(th)‖ =
+∞∑
k=0

‖Pk(h)‖tk ≤ C
+∞∑
k=0

tk <∞.
En particular, la serie converge incondicionalmente. Adem�as, podemos tomar l��mite

o derivar dentro de la serie, y con esto es f�acil ver que Pk = 1
k!D

kfp para todo k.

Luego si f es anal��tica entonces f es C∞ y las series son las del polinomio de Taylor

en cada p, y en particular Rkp(v)→ 0 cuando k→∞, para cada v ∈ Br(p).

Teorema 1.5.3. Supongamos que B es una bola abierta de radio R centrada en

p ∈ E, y existe una familia de polinomios homog�eneos Pk de manera tal que para

todo h con ‖v‖ < R, se tiene

f(p+ v) =

+∞∑
k=0

Pk(v).

Entonces f es anal��tica en B.

Demostraci�on. Denotamos con Mk al operador multilineal inducido por Pk. Sea

x ∈ B, sea r = R − ‖x − p‖, notemos que si ‖h‖ < r entonces ‖h + x − p‖ ≤
‖h‖+ ‖x− p‖ < r+ ‖x− p‖ < R, luego tomando v = h+ x− p vemos que

f(x+ h) = f(p+ h+ x− p) =

+∞∑
k=0

Pk(h+ x− p)

converge absolutamente por la hip�otesis y la Observaci�on 1.5.2. Por la Observaci�on

1.4.6

f(x+ h) =

+∞∑
k=0

k∑
j=0

(
k

j

)
Mk(h

j, (x− p)k−j)

converge absolutamente, y entonces para cada j

Qjx(h) =

+∞∑
k=j

(
k

j

)
Mk(h

j, (x− p)k−j)
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16 Cálculo Diferencial e Integral

converge absolutamente. Notemos que cada Qjx es un polinomio homog�eneo de grado

j, y por otro lado sumando sobre j recuperamos f(x+ h), esto es

f(x+ h) =

+∞∑
j=0

Qjx(h).

Esto nos dice que para cada x ∈ B hay un desarrolllo en serie de polinomios ho-

mog�eneos, luego f es anal��tica en B.

Corolario 1.5.4. Si f es anal��tica en U, las diferenciales sucesivas de cualquier

orden de f tambi�en son anal��ticas en U.

Demostraci�on. Si f(p + v) se escribe como una serie de polinomios homog�eneos en

alg�un entorno de p, entonces por la observaci�on 1.5.2, podemos diferenciar dentro de

la serie, esto es

Dfp+v(h) =

∞∑
k=0

(DPk)v(h) =

∞∑
k=0

Mk(v
k−1, h)

donde usamos la Observaci�on 1.4.6. Reagrupando vemos que Dfp+v se puede escribir

como una nueva serie de polinomios homog�eneos en v (ahora a valores en B(E, F)), y

entonces por el teorema anterior Df es una funci�on anal��tica. Razonando inductiva-

mente vemos que Dkf es anal��tica para todo k.

Observaci�on 1.5.5. Si P : E → F es un polinomio (una suma �nita de polinomios

homog�eneos), entonces por el teorema anterior es claro que P es anal��tica en E. Sus

diferenciales sucesivas, que tambi�en son polinomios, son entonces anal��ticas en P.

Corolario 1.5.6. Sea f : B→ F con B ⊂ E una bola centrada en p. Supongamos

que el resto en p veri�ca Rkp(v) → 0 para cada v ∈ B cuando k → ∞. Entonces

f es anal��tica en B. Rec��procamente, si f es anal��tica en B, entonces Rkp(v) → 0

para cada v ∈ B.

Demostraci�on. Notemos que si PN(p, v) =
∑N
k=0

1
k!Df

k
p(v

(k)) es el polinomio de

Taylor de f en p en grado N, entonces

N+M∑
k=N

1

k!
Dfkp(v

(k)) = PN+M(p, v) − PN(p, v) = RN+M
p (v) − RNp (v)→ 0

cuando N→ +∞. Luego la sucesi�on de sumas parciales de los polinomios homog�eneos

Pk = 1
k!Df

k
p es de Cauchy, y por ende converge. Ahora f(p+v) =

∑N
k=0 Pk(v)+R

N
p (v)

luego tomando l��mite N→∞ vemos que

f(p+ v) =

∞∑
k=0

Pk(v),
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y por el teorema anterior, f es anal��tica en B. La a�rmaci�on rec��proca ya fue demos-

trada en la Observaci�on 1.5.2.

Ejemplo 1.5.7 (Inversi�on en �algebras de Banach). Sea F un �algebra de Banach, esto

es un espacio de Banach con un producto continuo. Entonces F•, el conjunto de

inversibles de F, es abierto en F, y la inversi�on a 7→ a−1 es una funci�on anal��tica all��.

Esto tiene una prueba bastante elemental que pasa por la siguiente observaci�on: si a

es inversible, y ‖b− a‖ < ‖a−1‖−1, entonces b es inversible con inversa

b−1 = a−1
∞∑
n=0

(1− ba−1)n,

ya que ‖1 − ba−1‖ = ‖aa−1 − ba−1‖ ≤ ‖a − b‖‖a−1‖ < 1. Esto prueba que el

conjunto de inversibles es abierto. Supongamos ahora que a es inversible, y tomemos

la bola de radio r = ‖a−1‖−1 centrada en a; reemplazando b por a + h en la serie

anterior, con ‖h‖ < r notamos que a+ h es inversible y

(a+ h)−1 =

∞∑
n=0

a−1(−1)n(ha−1)n

que es una serie de polinomios homog�eneos en h. Luego f(a) = a−1 es anal��tica (de

hecho, si F es un espacio complejo, la inversi�on es anal��tica compleja).

Ejemplo 1.5.8. El ejemplo cl�asico de una funci�on C∞ que no es anal��tica, es el de la

funci�on f : R→ R dada por

f(t) =

{
e−1/t

2

t 6= 0
0 t = 0

Es claro que f es C∞ para t 6= 0, y tambi�en es f�acil ver que todas las derivadas de

f existen en t = 0 y son nulas, esto es f(k)(0) = 0 para todo k, luego todos los

polinomios de Taylor son nulos en t = 0. Pero entonces no hay ning�un intervalo

alrededor de t = 0 donde valga f(t) =
∑∞
k=0 Pk(t), as�� que f no es anal��tica en t = 0.

Es f�acil ver sin embargo, que f es anal��tica en cualquier intervalo que no contenga

t = 0.

Proposición 1.5.9. Supongamos que f, g : U ⊂ E→W ⊂ F son anal��ticas, y que

h :W → G es anal��tica. Entonces

1. fg, f+ g, son anal��ticas en U.

2. h ◦ f es anal��tica en U.
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3. Si F es un �algebra de Banach e im(f) est�a dentro de los inversibles de F,

entonces 1/f es anal��tica en U (aqu�� (1/f)(p) = (f(p))−1.

Demostraci�on. Como las series convergen absolutamente en bolas, el producto y la

suma de las series se puede reordenar para obtener una nueva serie de polinomios ho-

mog�eneos (agrupando los t�erminos de igual grado) y esto prueba la primer a�rmaci�on.

Para la composici�on, recordemos la f�ormula multinomial para n�umeros

(x1 + x2 + . . . xN)
k =

∑
n1+n2+···+nN=k

k!

n1!n2! . . . nN!
xn11 x

n2
2 . . . xnNN .

Dado p ∈ U, sea f(p + v) =
∑
j≥0 Pj(v) la serie de f en alg�un entorno de p, y sea

h(f(p) + x) =
∑
kHk(x) la serie de h en alg�un entorno en f(p). Sea hk el operador

multilineal sim�etrico inducido por Hk. Entonces por la convergencia absoluta de las

series, podemos escribir

(h ◦ f)(p+ v) = h(f(p) +
+∞∑
j=1

Pj(v)) =

∞∑
k=0

Hk(

∞∑
j=1

(Pj(v))

=

∞∑
k=0

l��m
N→∞

∑
n1+···+nN=k

k!

n1! . . . nN!
hk(P1(v)

n1 , . . . , PN(v)
nN).

Ahora notemos que q(v) = hk(P1(v)
n1 , . . . , PN(v)

nN) es un polinomio homog�eneo

(de grado j = n1 + 2n2 + 3n3 + · · ·+NnN). Entonces, reagrupando la serie podemos

escribir (h ◦ f)(p + v) como una serie de polinomios homog�eneos en v, y as�� h ◦ f es
anal��tica. La �ultima a�rmaci�on es inmediata de la anterior y el Ejemplo 1.5.7.

Al igual que en funciones de dos variables reales, una funci�on diferenciable con

diferencial C-lineal es anal��tica.

Teorema 1.5.10. Sea f : BR(p) ⊂ E→ F diferenciable. Si E, F son C-espacios vec-
toriales, y Dfx es C-lineal para cada x ∈ BR(p), entonces f es anal��tica compleja

en BR(p).

Dejamos la prueba de este corolario como un ejercicio guiado por pasos, Ejercicio

1.xix.

1.6. Funciones Inversa e Impĺıcita

Los teoremas que vamos a enunciar en esta secci�on son esencialmente versiones

sin coordenadas de los teoremas cl�asicos, por lo tanto las pruebas las omitimos (se

pueden ver en la secci�on [I, §5] del libro de Lang [58]).
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1.6.1. Función Inversa

Salvo que se aclare lo contrario, un isomor�smo T : E → F entre espacios de

Banach es un operador T ∈ B(E, F) biyectivo y bicontinuo. En realidad -siempre que

el dominio de T sea todo E- s�olo hace falta chequear que sea acotado y biyectivo, pues

el Teorema de la funci�on abierta (Teorema 1.1.3) nos garantiza que la inversa ser�a

continua.

Teorema 1.6.1 (Teorema de la funci�on inversa). Sean E, F espacios de Banach,

U ⊂ E abierto y f : U → F una funci�on Ck, con k ≥ 1. Supongamos que para

alg�un punto v ∈ U se tiene que Dfv : E → F es un isomor�smo de espacios de

Banach.

Entonces f es un isomor�smo local de clase Ck alrededor de v. Es decir,

existen abiertos A ⊂ U ⊂ E y B ⊂ F entornos de v y f(v) respectivamente, tales

que f|A : A→ B es un difeomor�smo de clase Ck.

Observaci�on 1.6.2. Con la notaci�on del teorema previo,

En particular, Dfx es inversible para todo x ∈ A, es m�as si f−1 : B→ A denota

la inversa de f|A, entonces por la regla de la cadena

(Dfx)
−1 = Df−1f(x)

para todo x ∈ A.

El teorema no dice que tan grandes son los abiertos A,B pero esto en ciertos

casos se puede estimar si uno conoce expl��citamente Df (ver el Lema 5.4 en

[I,§5] del libro de Lang [58]).

1.6.2. Función Impĺıcita

Vamos a presentar varias versiones (equivalentes) de este teorema, vamos a co-

menzar por una formulaci�on que es muy �util para probar que ciertos subconjuntos

son subvariedades (ver el pr�oximo cap��tulo).

Algunas aclaraciones: si E, F,G son espacios de Banach y f : E× F→ G es diferen-

ciable, podemos considerar las derivadas parciales de f:

Para y ∈ F �jo, consideramos la funci�on f1 : E → G dada por f1(x) = f(x, y).

Entonces esta funci�on es diferenciable y a su diferencial en x ∈ E en la direcci�on

de v ∈ E la denotamos D1f(x,y)v.

Para x ∈ E �jo, consideramos la funci�on f2 : F → G dada por f2(y) = f(x, y).

Entonces esta funci�on es diferenciable y a su diferencial en y ∈ F en la direcci�on

de w ∈ F la denotamos D2f(x,y)w.
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Lema 1.6.3. Sean U ⊂ E, V ⊂ F abiertos. Entonces f : U × V → G es de clase

Ck en U×V, con k ≥ 1, si y s�olo si existen las dos derivadas parciales D1f,D2f

y son de clase Ck−1. Adem�as

D1f(x,y)v = Df(p,q)(v, 0) D2f(x,y)w = Df(p,q)(0,w).

Demostraci�on. Cambiando f por Dk−1f basta probar el resultado para k = 1. Si

f es C1, entonces f1, f2 son C1 con lo cual Dif = Dfi son continuas para i = 1, 2.

Rec��procamente, si Dif existen y son continuas, probemos que f es diferenciable y

que

Df(p,q)(v,w) = D1f(p,q)v+D2f(p,q)w, (1.2)

para todo (p, q) ∈ U×V, (v,w) ∈ E× F. En ese caso estar�a claro que Df es continua

por ser una suma y composici�on de funciones continuas, es decir

Df = D1f ◦ pr1 +D2f ◦ pr2.

Para ver que vale (1.2), tenemos el candidato a Df; escribimos la diferencia

f(p+ v, q+w) − f(p, q) − [D1f(p,q)v+D2f(p,q)w].

Separamos en dos t�erminos, sumando y restando f(p, q+w), D1f(p,q+w)v; por ejem-

plo el primer t�ermino queda, acotando

‖f(p+ v, q+w) − f(p, q+w) −D1f(p, q+w)v‖+ ‖[D1f(p,q+w) −D1f(p,q)]v‖.

Observando que ‖(v,w)‖ = ‖v‖ + ‖w‖ ≥ ‖v‖, el primer t�ermino tiende a cero al

dividirlo por ‖(v,w)‖ por la existencia de D1f, y el segundo por la continuidad de

D1f. La parte que queda, involucra D2f, y su acotaci�on es similar, as�� que hemos

probado (1.2). Por �ultimo, como Df(p,q) es lineal, tenemos que

Df(p,q)(v, 0) +Df(p,q)(0,w) = Df(p,q)(v,w) = D1f(p,q)v+D2f(p,q)w,

y haciendo w = 0 primero, y luego v = 0 tenemos la a�rmaci�on sobre las derivadas

parciales.

Observaci�on 1.6.4 (Inversas por bloques). Supongamos que A : E1 → E2 es un

operador lineal acotado y que B : E2 → E2 es un isomor�smo lineal. SiM es la matriz

por bloques

M =

(
IdE1 0

A B

)
,

podemos pensar aM como operador lineal de E1×E2 en E1×E2 de la manera usual

(act�ua en (v,w) ∈ E1 × E2 poniendo a este como columna a la derecha y haciendo la
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multiplicaci�on). Es inmediato que todo operador lineal de esta forma es inversible, y

su inversa es

M−1 =

(
IdE1 0

−B−1A B−1

)
.

Observaci�on 1.6.5 (Diferenciales por bloques). Sea G : F1 × F2 → F1 × F2 dada

por G(x, y) = (g(x, y), h(x, y)). Entonces su diferencial se puede identi�car con el

operador por bloques

DG(x,y) =

(
D1g(x,y) D2g(x,y)
D1h(x,y) D2h(x,y)

)
=M.

En efecto, si aplicamos esta matriz al par columna (v,w), por el lema anterior obte-

nemos

M

(
v

w

)
= (D1g(x,y)v+D2g(x,y)w,D1h(x,y)v+D2h(x,y)w)

= (Dg(x,y)(v,w), Dh(x,y)(v,w)) = DG(x,y)(v,w).

Usaremos esta idea para veri�car si una cierta diferencial es inversible, meidante la

observaci�on anterior.

Definición 1.6.6. Diremos que un subespacio cerrado F1 ⊂ F de un espacio de

Banach F parte a F si existe otro subespacio cerrado F2 ⊂ F tal que

F = F1 ⊕ F2.

En ese caso diremos que F se parte o es partido por el subespacio Fi.

Teorema 1.6.7 (Teorema de la Funci�on impl��cita v1). Sea U ⊂ E abierto de un

espacio de Banach, sea f : U→ F de clase Ck, sea N = f−1(q) ⊂ E. Supongamos

que para todo p ∈ N, Dfp es un epimor�smo cuyo n�ucleo parte E. Entonces

existe un subespacio cerrado S que parte E (isomorfo a todos los kerDfp), y

para cada p ∈ N existen: un abierto Up ⊂ U entorno de p, un abierto VS ⊂ S
entorno de 0S, y un difeomor�smo ϕ : Up → ϕ(Up) ⊂ E de clase Ck, tal que

ϕ(Up ∩N) = VS ⊕ 0 = ϕ(Up) ∩ S.

Demostraci�on. Tenemos E = kerDfp⊕Fp para todo p ∈ N, y en cada caso Fp es un

subespacio de Banach de E. ComoDfp es epimor�smo, debe ser F ' E/(kerDfp) ' Fp
para cada p, luego todos los Fp son isomorfos, as�� que todos los kerDfp son isomorfos.

Fijamos p0 y de�nimos S = kerDfp0 como espacio de Banach que modelar�a N.

Ahora, dado p ∈ N, sea T un isomor�smo entre S × F y kerDfp ⊕ Fp = E que sea
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la identidad en cada sumando. Notemos que (v,w) 7→ T(v,w) + p env��a (0, 0) a p y

es continua, luego hay alg�un entorno W ⊂ S × F de (0, 0) de manera que su imagen

cae dentro de U. Podemos considerar entonces G : W ⊂ S × F → S × F dada por

G(v,w) = (v, f(T(v,w) + p)). Esta funci�on es de clase Ck. Calculamos su diferencial

en (0, 0), obtenemos

DG(0,0)(v,w) = (v,DfpT(v, 0) +DfpT(0,w)).

Ahora bien, notemos que si iF : F→ {0S}×F es la inclusi�on,DfpT(0,w) = DfpT iF(w).
Por la observaci�on previa al teorema,

DG(0,0) =

(
IdS 0

∗ DfpT iF

)
.

Como DfpT iF = Dfp|Fp es un isomor�smo de F en F, por la Observaci�on 1.6.4, vemos

que DG(0,0) es un isomor�smo de F×S en si mismo. RestrigiendoW adecuadamente,

G es un difeomor�smo con su imagen G(W); como G(0, 0) = (0, q) podemos suponer

que G(W) es de la forma VS×VF ⊂ F×S, con VS entorno de 0S, y VF entorno de q. Sea
h : VS×VF → E dada por h(x, y) = TG−1(x, y) + p, es claro que es un difeomor�smo

y como h(0, q) = p, tenemos que Up = h(VS × VF) es un entorno abierto de p en E.

Sea T0 un isomor�smo entre S× F y S⊕ Fp0 que sea la identidad en cada sumando;

de�nimos ϕ : Up → E como

ϕ(z) = T0(h
−1(z) − (0, q)).

Es claro que ϕ es un difeomor�smo con su imagen. Veamos que tiene la propiedad

requerida. Escribimos G−1(x, y) = (~g(x, y), g(x, y)), entonces de

(x, y) = GG−1(x, y) = (~g(x, y), f(T(~g(x, y), g(x, y)) + p)

deducimos que ~g(x, y) = x y que f(T(x, g(x, y)) + p) = y para todo (x, y) ∈ VS × VF.
Luego G−1(x, y) = (x, g(x, y)) y entonces h(x, y) = T(x, g(x, y)) + p. Notemos ahora

que z = h(x, y) ∈ Up = h(VS × VF) est�a en N = f−1(q) si y solo si f(z) = q, o

equivalentemente si q = f(z) = f(h(x, y)) = f(T(x, g(x, y))+p) = y. Luego z ∈ Up∩N
si y solo si z = h(x, q), es decir h(VS × {q}) = Up ∩N. Entonces

ϕ(Up∩N) = T0(h
−1(Up∩N)−(0, q)) = T0(VS× {q}−(0, q)) = T0(VS× {0}) = VS⊕0.

Por otro lado

ϕ(Up) = T0(VS × VF − (0, q)) = T0(VS × (VF − q))

= VS ⊕ T0({0}× (VF − q)) ∈ S⊕ Fp0 = E,

luego

ϕ(Up) ∩ S = VS ⊕ 0 = ϕ(Up ∩N).
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Observaci�on 1.6.8. Una hip�otesis relevante del teorema es el hecho de que el n�ucleo

deDfp parte al espacio total. Esto est�a garantizado en dimensi�on �nita, y tambi�en por

ejemplo si F1 es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert. Como veremos m�as

adelante, en muchos casos no es tan sencillo garantizar esta condici�on (ver tambi�en

el Teorema 1.6.17).

Observaci�on 1.6.9 (Valor regular). Sea f : U ⊂ E→ F de clase C1, decimos que q ∈ F
es un valor regular de f si para todo p ∈ f−1(q) se veri�ca que Dfp es un epimor�mo

cuyo n�ucleo parte al espacio E. Por esta denominaci�on, al teorema anterior tambie?

se lo conoce como Teorema del valor regular.

Definición 1.6.10. Dado un producto A × B llamaremos pr1 : A × B → A a la

proyecci�on a la primera coordenada, an�alogamente de�nimos pr2. Si Vi (i = 1, 2) son

abiertos en espacios de Banach, diremos que g : V1 × V2 → F es una proyecci�on si

existe un difeomor�smo k de V1 en un abierto de F, k : V1 → k(V1) ⊂ F tal que

g = k ◦ pr2. Esto es

V1 × V2
g

��

pr1 // V1

k
zz

F

De aqu�� en m�as, si E = F1 ⊕ F2, identi�caremos sin m�as F1 ⊕ F2 con F1 × F2.
Veamos ahora que en un valor regular, toda funci�on es localmente una proyecci�on:

Corolario 1.6.11 (Teorema de la funci�on impl��cita v2). Sea U ⊂ E abierto y v ∈
U. Supongamos que f : U → F es una funci�on Ck (k ≥ 1) tal que Dfv es un

epimor�smo y su n�ucleo parte a E.

Entonces existen: un abierto U0 ⊂ U que contiene a v, abiertos V1, V2 en

espacios de Banach, y un difeomor�smo de clase Ck, h : V1 × V2 → U0, tales

que f ◦ h es una proyecci�on.

Demostraci�on. Si seguimos la demostraci�on de la primera versi�on, y de�nimos

h(x, y) = TG−1(x, y)+p = T(x, g(x, y))+p, vimos que f◦h(x, y) = y = pr2(x, y).

El teorema de la funci�on impl��cita se puede reformular si ya asumimos al espacio

de salida \partido" como un producto de espacios de Banach, para poder pensar (al

menos localmente) a la super�cie de nivel de una funci�on f(x, y) = cte como gr�a�co

de otra funci�on g, es decir que

{(x, y) : f(x, y) = c} = Gr(g) = {(x, g(x))}

al menos localmente.
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24 Cálculo Diferencial e Integral

Corolario 1.6.12 (Teorema de la funci�on impl��cita v3). Sean E, F,G espacios de

Banach, U ⊂ E, V ⊂ F abiertos, f : U × V → G una funci�on Ck con k ≥ 1. Sean
(v,w) ∈ U× V y z ∈ G tales que f(v,w) = z y supongamos que

D2f(v,w) : F→ G

es un isomor�smo de espacios de Banach.

Entonces existen: un abierto U0 ⊂ U entorno de v y una (�unica) funci�on

g : U0 → V de clase Ck con g(v) = w tales que

f(x, g(x)) = z

para todo x ∈ U0, y esta funci�on g parametriza el conjunto {(x, y) : f(x, y) = z} ⊂
U× V en alg�un entorno abierto de (v,w).

Por esta �ultima versi�on es que el teorema lleva su nombre; la funci�on impl��cita es la

funci�on g cuyo gr�a�co recorre (localmente) el conjunto de nivel de f. La demostraci�on

queda como ejercicio.

Ahora veamos que toda f cuya diferencial es monomor�smo, puede verse local-

mente como una inclusi�on de espacios de Banach:

Teorema 1.6.13 (Imagenes localmente planas). Sea f : U ⊂ E → F, supongamos

que para todo p ∈ U se tiene que Dfp es monomor�smo y el rango parte F =

E⊕ K. Entonces para todo p ∈ U existe un entorno Up ⊂ E, y un difeomor�smo

ψ :W ⊂ F→W ⊂ F tal que f(Up) ⊂W y

ψ ◦ f(x) = (x, 0) ∀ x ∈ Up.

Demostraci�on. Podemos suponer que p = 0, que f(0) = (0, 0) y que E = Ran(Df0)

as�� que Df0 es la identidad de E. Consideramos g : U×K→ E⊕K dada por g(x, y) =

f(x)+(0, y). Diferenciando tenemos que Dg(0,0) = Df0+(0, IdK) = (IdE, IdK) = IdF.

Entonces g es localmente inversible en un entorno W de 0 ∈ F = E ⊕ K; tomamos

Up dentro de f−1(W) entorno de 0 y f(Up) ⊂W, por otro lado como g(x, 0) = f(x),

es evidente que g−1f(x) = g−1(x, 0) = (x, 0), as�� que tomando ψ = g−1 tenemos

demostrado el teorema.

Por �ultimo, damos una versi�on general del teorema del rango constante que incluye

algunos de los casos anteriores en dimensi�on �nita:

Definición 1.6.14. Sea f : U ⊂ E → F de clase Ck, decimos que f tiene rango

constante si existe un espacio de dimensi�on �nita H que parte F tal que para todo

p ∈ U, el n�ucleo de Dfp parte al espacio E y adem�as Ran(Dfp) ' H.
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Observaci�on 1.6.15. Notemos que si Dfp es epimor�smo y su n�ucleo parte a E para

todo p ∈ U, entonces f tiene rango constante, ya que todos los rangos son isomorfos

a F. Veamos ahora que ocurre cuando f tiene rango constante pero es un subespacio

propio de F de dimensi�on �nita; en ese caso hay un subespacio H ⊂ F tal que todos

los rangos son isomorfos a H. Veremos que esencialmente f es una proyecci�on seguida

de una inclusi�on de espacios de Banach.

Teorema 1.6.16 (Teorema del rango constante). Sea f : U ⊂ E→ F de clase Ck y

de rango constante r < ∞, con H ⊕ K = F subespacios tales que Ran(Dfp) ' H
para todo p ∈ U. Entonces si S = kerDfp0 , tenemos que E = H⊕ S, y para cada

p ∈ U existen difeomor�smos ϕ : Up → ϕ(Up) ⊂ E, ψ : Vp → ψ(Vp) ⊂ F alrededor
de p y f(p) respectivamente, de manera tal que ψ ◦ f ◦ϕ−1(h, s) = (h, 0K).

Demostraci�on. Para cada p ∈ U, tenemos que hay subespacios cerrados tales que

E = Tp⊕kerDfp y F = Ran(Dfp)⊕Kp. ComoDfp|Tp es un isomor�smo con su imagen,

despu�es de un isomor�smo lineal podemos suponer que E = Hp ⊕ kerDfp. Sea S =

kerDfp0 , sean H = Hp0 , K = Kp0 . Luego de sendas traslaciones, podemos suponer

que p0 = (0, 0), f(p0) = (0, 0). Tenemos entonces que f : E = H⊕ S → F = H⊕ K se

escribe como f(x, y) = (q(x, y), r(x, y)), y por hip�otesis Df(0,0)(x, y) = (x, 0K), luego

debe ser Dq(0,0)(x, 0) = x, es decir D1q(0,0) = IdH. Sea

ϕ : U ⊂ H⊕ S→ E = H⊕ S, ϕ(x, y) = (q(x, y), y),

tenemos que

Dϕ(0,0) =

(
D1q(0,0) D2q(0,0)

0 IdS

)
=

(
IdH ∗
0 IdS

)

as�� que ϕ es un difeomor�smo local; restringiendo podemos suponer que ϕ : U0 →
ϕ(U0) = VH ⊕ VS con VH, VS sendos entornos de 0H, 0S en H, S respectivamente.

Luego de computar (x, y) = ϕ◦ϕ−1(x, y) vemos que ϕ−1 es de la forma ϕ−1(x, y) =

(a(x, y), y) y que q(a(x, y), y) = x. Notemos que f ◦ ϕ−1(x, y) = (x, q(a(x, y), y))

tambi�en es de rango constante, con el mismo rango r ya que ϕ−1 es un difeomor�smo.

Denotemos Q(x, y) = q(a(x, y), y), si calculamos

D(f ◦ϕ−1)(x,y)(h, s)

(
IdH 0

∗ D2Q(x,y)

)
,

la �unica manera de que tenga rango r (ya que la dimensi�on de H es r) es que

D2Q(x,y) = 0 para todo (x, y) ∈ U0. Esto nos dice que Q no depende de y, lue-

go Q(x, y) = Q(x, 0) = K(x). Tenemos as�� que f◦ϕ−1(x, y) = (x,Q(x, 0)) = (x, K(x)).

Ahora f(U0) = f◦ϕ−1(VH⊕Vs) = VH⊕K(VH), y de�nimos ψ : VH⊕K(VH)→ F como
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26 Cálculo Diferencial e Integral

ψ(h, k) = (h, k−K(h)); este es un difeomor�smo con inversa ψ−1(h, s) = (h, s+K(s)).

Por �ultimo,

ψ ◦ f ◦ϕ−1(x, y) = ψ(x, K(x)) = (x, K(x) − K(x)) = (x, 0).

1.6.2.1. Subespacios sin suplemento

Mencionamos aqu�� un resultado reciente (2009) concerniente a teoremas de la

funci�on impl��cita sin suplementos, que puede encontrarse en el trabajo [3] de Jinpeng

An y Karl-Hermann Neeb.

Teorema 1.6.17. Sean E, F,G espacios de Banach, U ⊂ E, V ⊂ F entornos

abiertos del cero. Sean f : U→ V, g : V → G funciones C1. Supongamos que

f(0) = 0, g(0) = 0,

g ◦ f ≡ 0,

ranDf0 = kerDg0,

ranDg0 ⊂ G es un subespacio cerrado.

Entonces existe un entorno W ⊂ V, alrededor de 0 en F, tal que

g−1(0) ∩W = f(U) ∩W.

Observaci�on 1.6.18. El teorema no pide que el rango de Dg0 parta a F, pero si pide

que sea un subespacio cerrado. Por otra parte, se deduce del teorema que

f : f−1(f(U) ∩W) ∩U→ g−1(0) ∩W

parametriza localmente la super�cie de nivel N = g−1(0) ⊂ V.

1.A. Problemas

1.I. Probar que si F es un espacio de Banach y E es un espacio normado, entonces

B(E, F) es un espacio de Banach.

1.II.∗ Dados p, q ∈ [1,+∞] tales que 1/p+ 1/q = 1, y Tr :Mn(C)→ C la traza usual,

se de�ne la norma p de matrices como

‖A‖p = Tr((A∗A)
p/2)

1/p.

http://genealogy.impa.br/id.php?id=135042
http://genealogy.impa.br/id.php?id=135042
http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=25851
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1.A. Problemas 27

Probar la desigualdad de H�older:

|Tr(AB)| ≤ Tr|AB| ≤ ‖A‖p‖B‖q

donde A,B ∈Mn(C).

1.III. Dado 1 ≤ p <∞ probar la desigualdad de Minkowski:

‖A+ B‖p ≤ ‖A‖p + ‖B‖p

y concluir que las normas p son efecto normas sobre el espacio de matrices. Sugerencia:

aplique la desigualdad de H�older del ejercicio previo a la identidad

‖A+ B‖pp = Tr
[
|A+ B|p−1|A+ B|

]
= Tr

[
|A+ B|p−1U∗(A+ B)

]
= Tr

[
|A+ B|p−1U∗A

]
+ Tr

[
|A+ B|p−1U∗B

]
donde A+ B = U|A+ B| es la descomposici�on polar de A+ B.

1.IV. Desigualdades de Clarkson

Sean x, y ∈ C y p ≥ 2, probar la siguientes desigualdades

(|x+ y|p + |x− y|p)1/p ≤ (|x+ y|2 + |x− y|2)1/2

≤ 21/2{2(p−2)/p((|x|p + |y|p)2/p)}1/2

= 21/q(|x|p + |y|p)1/p (1.3)

donde 1
p
+ 1
q
= 1 (considerar las desigualdades de Jensen y H�older).

Sean x, y ∈ C y 1 < p ≤ 2, la idea de este ejercicio es probar que:

|x+ y|q + |x− y|q ≤ 2(|x|p + |y|p)q−1 (1.4)

� Probar que (1.4) se reduce a

|1+ c|q + |1− c|q ≤ 2(1+ |c|p)q−1 (1.5)

con |c| ≤ 1.
� Considerando c = ρeiθ, mostrar que es su�ciente considerar θ = 0, es

decir 0 ≤ c ≤ 1. Adem�as como (1.5) es trivial para c = 0 y c = 1, s�olo es

necesario considerar 0 < c < 1.

� Mediante la transformaci�on c = 1−z
1+z con 0 < z < 1, reducir (1.5) a

S = 1/2[(1+ z)
p + (1− z)p] − (1+ zq)p−1 ≥ 0.
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� Expandiendo cada t�ermino de S en su serie de Taylor, probar que:

S =

∞∑
k=1

(2− p)(3− p) . . . (2k− p)

(2k− 1)!
z2kf(z, k, p)

donde

f(z, k, p) =

[
1− z(2k−p)/(p−1)

(2k− p)/(p− 1)
−
1− z2k/(p−1)

2k/(p− 1)

]
.

� Usando que la funci�on (1− zt)/t, para t > 0 y 0 < z < 1 es no decreciente

como funci�on de t, establecer la desigualdad (1.5).

Probar las desigualdades de Clarkson: si x, y ∈ lp con p > 1 entonces

‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp ≤ 2p−1(‖x‖pp + ‖y‖pp), si p ≥ 2, (1.6)

‖x+ y‖qp + ‖x− y‖qp ≤ 2(‖x‖pp + ‖y‖pp)q−1, si 1 < p ≤ 2. (1.7)

Sugerencia: Utilizar (1.3), (1.4) y la desigualdad de Minkowski

(
∑

Asi )
1/s + (

∑
Bsi )

1/s ≤ (
∑

(Ai + Bi)
s)1/s

para Ai, Bi ≥ 0 y 0 < s = p
q
≤ 1.

1.V. Un espacio de Banach (X, ‖.‖) se dice uniformemente convexo si para cada ε > 0,

existe δ(ε) > 0 tal que

‖x‖ = ‖y‖ = 1, ‖x− y‖ ≥ ε

implican 1/2 ‖x+ y‖ ≤ 1 − δ(ε). Probar que lp es uniformemente convexo si p > 1 y

estimar δ(ε) en t�erminos de p.

1.VI.∗ Probar que (Mn(C), ‖ · ‖p) es uniformemente convexo para 1 < p <∞.

1.VII. Probar que toda funci�on diferenciable f : E → F entre espacios normados es

continua.

1.VIII. Sean E, F,G espacios normados. Si f : E → F es diferenciable y T ∈ B(F,G),
entonces

DTx = T para todo x ∈ F.

D(T ◦ f)p = T ◦Dfp para todo p ∈ E.
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1.IX. Sea H un espacio de Hilbert y f : H→ R dada por f(x) = ‖x‖ =
√
〈x, x〉. Probar

que si x 6= 0, entonces f es diferenciable en x y vale Dfx(v) =
〈x,v〉
‖x‖ .

1.X. Consideremos B2(E2; F) con la norma

‖β‖ = sup
‖v‖≤1,‖w‖≤1

‖β(v,w)‖.

Probar que Φ : B(E,B(E, F)) → B2(E2; F) dada por Φ(T)(v,w) = (Tv)(w) es un

isomor�smo isom�etrico sobreyectivo.

1.XI. Probar que si g : R2 → R es dos veces diferenciable, entonces

∂2g

∂y∂x
(x, y) =

∂2g

∂x∂y
(x, y)

para todo (x, y) ∈ R2.

1.XII. Probar que si U ⊂ E es un abierto conexo y f : U → F es diferenciable con

Df ≡ 0, entonces f es constante.

1.XIII. Probar que si α : [a, b]→ E es continua, entonces es reglada.

1.XIV. Probar que ‖
∫
I
f(t)dt‖ ≤

∫
I
‖f(t)‖dt para toda f : I→ E reglada.

1.XV. Probar que si f : I→ E es reglada y T ∈ B(E, F), entonces

T

(∫
I

f

)
=

∫
I

(T ◦ f).

1.XVI. Sea A �algebra de Banach asociativa, sea (αn) sucesi�on de n�umeros reales o

complejos, sea T ∈ A.

1. Probar que si la serie
∑
n≥0 αnT

n es convergente en A, entonces f(T) =∑
n≥0 αnT

n es una funci�on anal��tica (real si A es real, compleja si A es com-

pleja).

2. Sea exp(A) =
∑
n≥0

1/n!An, anal��tica en A, y sea

log(A) =
∑
n≥0

(−1)n+1
/n (A− 1)n,

anal��tica en ‖A− 1‖ < 1. Probar que exp ◦ log = idU y que log ◦ exp = id.

1.XVII. Sea g algebra de Lie-Banach, sean V,W ∈ g y (αn) como antes. Sean

pk(V,W) polinomios homog�eneos en corchetes de V,W, por ejemplo p(V,W) =

[V, [V, [W, [V,W]]]]], etc. Probar que si la serie g(V,W) =
∑
n αnpk(V,W) converge,

entonces g es anal��tica en g× g
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1.XVIII. Probar que f : z 7→ z, con f : C → C es anal��tica real, y no es anal��tica

compleja.

1.XIX. Sea f : BR(p) ⊂ E → F diferenciable. Si E, F son C-espacios vectoriales, y

Dfx es C-lineal para cada x ∈ BR(p), en este ejercicio probamos que f es anal��tica

compleja en BR(p).

Si ‖v‖ < 1/2(R − ‖x − p‖), y g(z) = ϕ(f(x + zv)) (de�nida en |z| < 2), probar

que g es una funci�on anal��tica (holomorfa) en el sentido usual.

Probar que Dfxv =
1
2πi

∮
C
f(x+wv)
w2

dw, donde C es una circunferencia peque~na

alrededor de z = 0. En particular f es C1.

Diferenciando respecto de x las f�ormulas de Dfxv y Dfxh, en el primer caso con

x ′ = h, y en el segundo con x ′ = v, probar que

β(v, h) =
1

2πi

∮
C

Df(x+wh)v

w2
dw =

1

2πi

∮
C

Df(x+wv)h

w2
dw.

Proponiendo D2fx(h, v) = β(v, h) probar que en efecto f es dos veces diferen-

ciable, con diferencial segunda C-lineal, y que f es C2.

Hemos probado que Df es C1 con diferencial C-lineal. Inductivamente, f es C∞
con todas sus diferenciales C-lineales.

Si Rkx(v) es el resto de f en x de orden k, probar usando la f�ormula de Cauchy

que

ϕ(Rkx(v)) =
1

2π(k− 1)!

∫1
0

∫2π
0

(1− t)k−13/2
g(3/2eiθ)

(3/2eiθ − t)k+1
dθ.

Probar que |3/2eiθ − t| ≥ 1/2 para t ∈ [0, 1] y usando que f es C1, probar

que |g(3/2eiθ)| ≤ C(x, v). Con esto probar que Rkx(v) → 0 cuando k → ∞, y

concluir que f es anal��tica (Corolario 1.5.6).

1.XX. Probar el Teorema de la funci�on impl��cita v3 (Teorema 1.6.12) usando la versi�on

v1.
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Cap��tulo 2
Variedades Diferenciables

He decidido en primer lugar, abocarme a

la tarea de construir la noci�on de una

magnitud m�ultiplemente extendida, a

partir de nociones generales de magnitud.

Bernhard Riemann

P resentamos en este cap��tulo las nociones b�asicas de variedades modeladas

por espacios de Banach. Haremos uso de las herramientas del c�alculo diferen-

cial e integral introducidas en el cap��tulo previo. Tambi�en presentamos un

breve repaso de grupos de Lie-Banach y sus espacios homog�eneos, incluyendo algunos

resultados recientes para espacios de dimensi�on in�nita. El cap��tulo concluye con una

r�apida presentaci�on de los grupos cl�asicos de matrices y sus espacios homog�eneos.

2.1. Cartas y Atlas

Dado un espacio de Banach �jo E y un espacio topol�ogico M, supongamos que

tenemos una colecci�on de abiertos U ⊂M que lo recubren, y una colecci�on de mapas

ϕ : U→ E de manera que ϕ(U) ⊂ E es abierto y ϕ : U→ ϕ(U) es un homeomor�smo.

Los pares (U,ϕ) se denominan cartas de M, y diremos que M es una variedad

topol�ogica modelada por E si se veri�ca la condici�on de compatibilidad siguiente: si

(V,φ) es cualquier otra carta deM, entonces la funci�on de transici�on φ◦ϕ−1 : E→ E

es continua donde est�a de�nida,

φ ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩ V) ⊂ E→ E.

Un atlas es una colecci�on de cartas compatibles que cubre todo M.

31
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32 Variedades Diferenciables

Observaci�on 2.1.1. Algunas veces es conveniente olvidar la topolog��a inicial deM y

dotar al espacio de una topolog��a usando las cartas, es decir, si tenemos un cubrimien-

to del conjuntoM por conjuntos U y funciones inyectivas ϕ tales que ϕ(U) ⊂ E es un

conjunto abierto, entonces decretamos que los U son abiertos enM y esto induce una

topolog��a all�� (esto tiene sentido siempre que las funciones de transici�on sean todas

continuas).

Un ejemplo sencillo de la diferencia entre las topolog��as que puede obtenerse es

el dado por la Lemniscata ∞ en el plano R2: con la topolog��a de subespacio es un

conjunto compacto, mientras que con la topolog��a que se le da al identi�carlo con la

recta R mediante una �unica carta, claramente es no compacto.

Definición 2.1.2 (Homeomor�smo con la imagen). Sea f : M → N funci�on entre

espacios topol�ogicos, diremos que f es un homeomor�smo con su imagen si f es

continua, inyectiva y abierta: para todo A ⊂M abierto existe U ⊂ N abierto tal que

f(A) = U ∩ f(M). Podemos decir resumidamente que f es un homeomor�smo de M

con su imagen f(M) ⊂ N.

Definición 2.1.3. Sea (∗) alguna de las siguentes categor��as:

1. C0 (continua),

2. diferenciable,

3. Ck (k ≥ 1),

4. C∞ (suave),

5. Cω (anal��tica).

Diremos que la variedad M es (∗) si las funciones de transici�on son (∗). Si N es otra

variedad modelada por un espacio de Banach F, diremos que una funci�on f :M→ N

entre variedades diferenciables es (∗) si para todo par de cartas (U,ϕ), (U ′, ξ) de M

y N respectivamente, la funci�on ξ ◦ f ◦ϕ−1 : E→ F es (∗) en el abierto ϕ(U) ⊂ E.

Antes de seguir avanzando con darle estructura adicional a una variedad diferen-

ciable, damos algunas de�niciones para funciones suaves:

Definición 2.1.4 (Sumersi�on, inmersi�on, embedding partido). Sea f : M → N de

clase C1. Decimos que f es

1. Sumersi�on si para todo p ∈ M y cartas (U,ϕ), (V,ψ) alrededor de p, f(p)

respectivamente con f(U) ⊂ V, se veri�ca que D~fϕ(p) = D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)ϕ(p)

epimor�smo.
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2. Inmersi�on si para todo p ∈ M, se veri�ca que D~fϕ(p) es monomor�smo con

rango cerrado.

3. Embedding si f es inmersi�on y es un homeomor�smo con la imagen.

4. Embedding partido si f es embedding y adem�as Ran(D~fϕ(p) es suplementado

en F, el espacio que modela N.

2.2. Espacio y Fibrado tangente

En esta secci�on discutimos algunas maneras de presentar el �brado tangente a

una variedad diferenciable, y de qu�e manera las aplicaciones suaves entre variedades

inducen mor�smos de los �brados.

2.2.1. Espacio tangente

Dada una variedad diferenciable, el espacio tangente TpM en p ∈ M se puede

pensar de varias maneras equivalentes. Una bastante �util para nuestros prop�ositos es

la siguiente:

Definición 2.2.1. Consideremos ternas (U,ϕ, v) donde (U,ϕ) es una carta de M

alrededor de p ∈M y v ∈ E. Dos ternas (U,ϕ, v), (V, ξ,w) son equivalentes en p ∈M
si

D
(
ξ ◦ϕ−1

)
ϕ(p)

v = w.

Esto de�ne una relaci�on de equivalencia en aquellas ternas donde el abierto contiene

al punto p ∈M, y las clases son los elementos de TpM. Si [(U,ϕ, v)]p ∈ TpM denota

una clase, la aplicaci�on

[(U,ϕ, v)]p 7→ v

es una biyecci�on, que permite identi�car TpM con el espacio de Banach E.

Dada un curva α : (−ε, ε)→M diferenciable de�nida en alg�un entorno de 0 ∈ R,
tal que α(0) = p, podemos calcular su velocidad en p usando una carta cualquiera

(U,ϕ) alrededor de p, es decir

_α(0) := (ϕ ◦ α) ′(0)

es la velocidad de α en p. Por supuesto que muchas curvas pueden tener la misma

velocidad con lo cual tenemos que hacer una identi�caci�on

Definición 2.2.2. Diremos que α,β representan el mismo vector tangente v ∈ TpM
si α(0) = β(0) = p ∈M y adem�as

(ϕ ◦ α) ′(0) = (ϕ ◦ β) ′(0)

para alguna de carta (U,ϕ) alrededor de p ∈M.
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Esto de�ne una relaci�on de equivalencia entre curvas que pasan por p, y de hecho

la relaci�on no depende de la carta elegida. Para convencernos, sea (V, ξ) otra carta

alrededor de p ∈M, y observemos que

(ξ ◦ α) ′(0) = (ξ ◦ϕ−1 ◦ϕ ◦ α) ′(0) = D(ξ ◦ϕ−1)ϕ(p)(ϕ ◦ α) ′(0).

Suponiendo que α y β son equivalentes, reemplazando el �ultimo t�ermino de la derecha

por (ϕ ◦ β) ′(0) y volviendo a agrupar se tiene

(ξ ◦ α) ′(0) = (ξ ◦ β) ′(0).

El espacio tangente se puede pensar como el cociente por esta relaci�on, pero como

veremos, en los ejemplos usaremos una curva concreta. A la clase de una curva α la

denotamos con [α]p. Observemos que, si ponemos

β(s) = α(t+ s),

esta es una curva en M para s su�cientemente peque~no, que veri�ca β(0) = α(t); la

clase de β la denotamos [α]α(t), o simplemente [α]t ∈ Tα(t)M.

Observaci�on 2.2.3. La aplicaci�on [α]p 7→ [U,ϕ, (ϕ ◦α) ′(0)]p est�a bien de�nida y da

una biyecci�on entre las clases de curvas y las clases de ternas. Le podemos dar a las

curvas la estructura de espacio de Banach que hace de este mapa un isomor�smo de

espacios de Banach, es decir

[α]p + [β]p = [ϕ−1(ϕ(p) + t(ϕ ◦ α) ′(0) + t(ϕ ◦ β) ′(0))]p

λ[α]p = [ϕ−1(ϕ(p) + λt(ϕ ◦ α) ′(0))]p.

2.2.2. Fibrado tangente

Para de�nir el �brado tangente conviene introducir algunas nociones generales,

comenzando por �brados.

2.2.2.1. Fibrados

Definición 2.2.4. Un �brado sobre una variedad diferenciable M consiste en una

terna (X,M,π) dado por variedades diferenciables X,M y una funci�on diferenciable

π : X→M tal que, para cada p ∈M,

existe un entorno abierto U de p

existe una variedad diferenciable Z, y un difeomor�smo h : π−1(U) → U × Z,
tales que π = pr1 ◦ h.
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Es decir, localmente π es una proyecci�on (haciendo honor a su nombre):

X

π

��

h // U× Z

pr1{{
M

o m�as precisamente:

π−1(U)

π

��

h // U× Z

pr1
yy

M

2.2.2.2. Fibrados vectoriales

Con algunas especi�caciones m�as, donde el espacio X sea localmente trivializable

con un espacio de Banach �jo E, obtenemos un �brado vectorial. M�as precisamente,

sea E un espacio de Banach, entonces el �brado (X,M,π) es un �brado vectorial, si

existen

{Ui}i∈I cubrimiento por abiertos de M,

para cada i ∈ I hay una difeomor�smo τi : π
−1(Ui)→ Ui×E tal que π = pr1◦τi,

y en particular para cada p ∈M, si llamamos τip := τi|π−1(p), entonces

τip : π−1(p)→ E

es un isomor�smo,

para cada par i, j ∈ I, para cada p ∈M, la funci�on

τjp ◦ τ−1ip : E→ E

es un isomor�smo de espacios de Banach (es decir es lineal, continua y biyecti-

va),

para cada par i, j ∈ I, la funci�on

Ui ∩Uj 3 p 7→ τjp ◦ τ−1ip ∈ B(E)

es diferenciable.

Las funciones τi se denominan trivializaciones del �brado, y la familia {(Ui, τi)} es

un cubrimiento trivializador. Las funciones τjip := τjp ◦ τ−1ip se llaman funciones

de transici�on del �brado. Una secci�on s :M→ X del �brado es una funci�on tal que

π ◦ s = idM.
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2.2.2.3. Fibrado Tangente

En esta secci�on pegamos los espacios tangentes usando la noci�on de �brado.

Definición 2.2.5. Sea TM = tp∈MTpM y sea π : TM →M la proyecci�on can�onica

que a un elemento [α]p ∈ TpM lo manda al punto p ∈ M. Consideremos un cu-

brimiento de M por cartas (U,ϕ) de manera tal que los U formen subbase de la

topolog��a de M, de�nimos

TU = π−1(U) = tp∈UTpM = {[U,ϕ, v]p : p ∈ U, v ∈ E},

y consideramos la funci�on τ : π−1(U)→ Ui × E dada por

τ[U,ϕ, v]p = (p, v).

Notamos que τ es una biyecci�on, le damos a TU la topolog��a que hace de τ un homo-

emor�smo, y de esta manera obtenemos una topolog��a para TM.

Notemos que con esta topolog��a, π : TM→M es continua ya que los U forman una

subbase de la topolog��a de M. Mediante el mapa τ, muchas veces nos referiremos a

elementos de TM como un par V = (p, v), con p ∈M, v ∈ E (o v ∈ TpM, dependiendo

del contexto).

Lema 2.2.6. Si M es Hausdor�, la topolog��a de TM es Hausdor�.

Demostraci�on. Si Vi = [Ui, ϕi, vi]pi para i = 1, 2, hay dos posibilidades: p1 =

p2 = p en ese caso podemos tomar U1 = U2 y reemplazar V2 por su equivalente

[U1, ϕ1, D(ϕ ◦ ψ−1)ψ(p)w]p; si V1 6= V2 debe ser v 6= D(ϕ ◦ ψ−1)ψ(p)w, tomamos

abiertos Ω1,Ω2 ⊂ E que separen estos dos vectores y consideramos los abiertos

de TM dados por U1 × Ω1, U1 × Ω2. Estos abiertos son disjuntos y contienen a

V1, V2 respectivamente. La segunda posibilidad es que p1 6= p2, en ese caso achicando

podemos suponer que U1, U2 no se cortan y tienen a p1, p2 respectivamente; ahora

separamos V1 de V2 en TM con los abiertos U1 × E, U2 × E.

Definición 2.2.7 (TM como variedad diferenciable). Supongamos queM es de clase

Ck, con k ≥ 1. Le damos a TM la colecci�on de cartas (TU,ϕ∗) donde

ϕ∗([U,ϕ, v]p) = (ϕ(p), v),

de manera que ϕ∗(TU) = ϕ(U)×E ⊂ E×E. M�as adelante ser�a importante notar que

ϕ∗ es lineal en cada p ∈ U, de hecho recupera el isomor�smo entre TpM y E.

Lema 2.2.8. Este es un sistema compatible de cartas que de�ne un atlas de

clase Ck−1 para TM.
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Demostraci�on. Si (U,ϕ), (V,ψ) son cartas de M, veamos que las cartas (TU,ϕ∗)

y (TV,ψ∗) son compatibles: para p ∈ U ∩ V tomamos [V,ψ, v]p ∈ TpM y notamos

que es equivalente a [U,ϕ,w]p si y s�olo si D(ϕ ◦ ψ−1)ψ(p)v = w. Entonces para

(x, v) ∈ ψ∗(TU ∩ TV) tenemos que

(ψ∗)
−1(x, v) = [V,ψ, v]p = [U,ϕ,D(ϕ ◦ψ−1)ψ(p)v]p

si ψ(p) = x. Pero entonces

(ϕ∗ ◦ψ−1
∗ )(x, v) = ϕ∗[U,ϕ,D(ϕ ◦ψ−1)xv]p = (ϕ(p), D(ϕ ◦ψ−1)xv)

= ((ϕ ◦ψ−1)(x), D(ϕ ◦ψ−1)xv). (2.1)

De aqu�� es claro que las cartas son compatibles, y que si M es de clase Ck, entonces

TM es de clase Ck−1.

Observaci�on 2.2.9 (TM como �brado vectorial). Notemos que si (Ui, ϕi) es carta

de M, entonces la �unica diferencia entre τi y la aplicacion (ϕi)∗ est�a en la segunda

coordenada; dicho de otra manera (ϕi)∗ es τi seguido de ϕi× idE. Estas funciones τi
permiten considerar a la terna (TM,M,π) como un �brado vectorial (con �bra t��pica

TpM), veamos que se veri�can las hip�otesis.

Si π = pr1 ◦ τi, tenemos que π es simplemente la proyecci�on al punto base, luego

π−1(p) = TpM, y nuestras τip = τi|TpM son la identi�caci�on entre TpM y E, que

es por de�nici�on un isomor�smo lineal. Por otro lado, es claro que por lo calculado

arriba, se tiene

τjp ◦ τ−1ip (v) = D(ϕi ◦ϕ−1
j )ψ(p)v.

Este es un isomor�smo de E, y adem�as p 7→ D(ϕi ◦ϕ−1
j )ψ(p) es de clase C

k−1. Esto

prueba que TM es un �brado vectorial sobre M, que se trivializa con cualquier atlas

de M.

2.2.3. Diferencial de una función

Dada una funci�on diferenciable f :M→ N entre variedades, denotaremos

f∗ : TM→ TN

a la aplicaci�on que, si (U,ϕ) y (V, ξ) son cartas de M y N respectivamente con

f(U) ⊂ V, est�a dada por

f∗[U,ϕ, v]p = [V, ξ,D(ξ ◦ f ◦ϕ−1)ϕ(p)v]f(p).

Es f�acil ver la buena de�nici�on de esta funci�on, y en general denotamos f∗p = f∗|TpM.

Sean (TU,ϕ∗), (TV, ξ∗) las respectivas cartas de TM, TN introducidas en la secci�on
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anterior, sean E, F los respectivos espacios de Banach que modelan M,N. Veamos

que f∗ es suave: tomemos p ∈ U ∩ V, v ∈ E, llamemos x = ϕ(p) ∈ ϕ(U), entonces
ξ∗f∗ϕ

−1
∗ : U× E→ V × F tiene la expresi�on

ξ∗f∗ϕ
−1
∗ (x, v) = ϕ∗f∗[U,ϕ, v]ϕ−1(x) = ξ∗[V, ξ,D(ξ ◦ fξϕ−1)xv]f(ϕ−1(x))

= ((ξ ◦ f ◦ϕ−1)(x), D(ξ ◦ f ◦ϕ−1)xv).

De aqu�� es evidente que ue nuevamente es de clase Ck−1 siempre que M,N, f sean

de clase Ck (con k ≥ 1). Notemos que si ~f = ξ ◦ f ◦ ϕ−1 es la expresi�on local de f,

entonces la expresi�on local de f∗ es simplemente (~f,D~f).

Pensando en t�erminos de clases de curvas, hay otra manera �util de presentar f∗
que es la siguiente: si [α]p ∈ TpM es una clase con un representante α : I → M tal

que α(0) = p, entonces f ◦ α : I → N es una curva que pasa por f(p), y no es dif��cil

ver que

f∗p([α]p) = [f ◦ α]f(p).

Ahora podemos escribir en t�erminos de f∗ las clases de funciones suaves dadas en

la De�nici�on 2.1.4:

Definición 2.2.10 (Sumersi�on, inmersi�on, embedding partido). Sea f : M → N de

clase C1. Decimos que f es

1. Sumersi�on f∗p es epimor�smo para todo p ∈M.

2. Inmersi�on f∗p es monomor�smo con rango cerrado para todo p ∈M.

3. Embedding si f es inmersi�on y es un homeomor�smo con la imagen.

4. Embedding partido si f es embedding y adem�as Ran(f∗p) es suplementado en

Tf(p)M.

2.3. Levantadas de una curva

Si α : I → M es una curva Ck con I ⊂ R abierto, se la puede pensar como una

curva entre variedades (el �brado tangente a I se identi�ca naturalmente con I×R).
La diferencial α∗ : TI = I × R → TM es una aplicaci�on Ck−1. Pero en realidad es

conveniente pensar a esta diferencial como otra curva, pero a valores en TM, de la

siguiente manera: el �brado π : I × R → I tiene una secci�on can�onica i dada por

i(t) = (t, 1). Entonces de�nimos

α ′ := α∗ ◦ i : I→ TM
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que es la levantada can�onica de α, que veri�ca π ◦ α ′ = α,

I× R α∗ // TM

π

��
I

i

OO

α //

α ′
;;

M

Esta es una curva Ck−1 a valores en TM. Notemos que en una carta local (U,ϕ) de

M, la expresi�on para α ′ es

α ′(t) = ((ϕ ◦ α)(t), _α(t)),

donde _α(t) denota el vector de E dado por (ϕ ◦ α) ′(t).

Definición 2.3.1. En general, diremos que µ : I→ TM es una levantada de α : I→
M (o tambi�en que µ es un campo a lo largo de α) si πµ = α o equivalentemente si

µ(t) ∈ Tα(t)M para todo t ∈ I.

2.4. Subvariedades

Supongamos que M es una variedad Ck modelada por el espacio de Banach E, y

que este espacio se descompone como E = F1 ⊕ F2 con Fi espacios de Banach.

Definición 2.4.1 (Subvariedad partida). Sea N ⊂ M un subconjunto al cual le

damos la topolog��a de subespacio, y supongamos que para cada n ∈ N hay una

carta (U,ϕ) de M que induce un isomor�smo de U con un producto de abiertos

A1 ×A2 ⊂ F1 × F2, de manera tal que

ϕ(U ∩N) = A1 × {0}.

Diremos que N ⊂M es una subvariedad partida.

Observaci�on 2.4.2 (Una subvariedad partida es una variedad diferenciable cuya topo-

log��a coincide con la de subespacio deM). Llamando ϕN = pr1 ◦ϕ◦i = pr1 ◦ϕ|U∩N,
tomamos (U∩N,ϕN) como sistema de cartas de N, tenemos que ϕN(U∩N) = A1 es

un abierto de F1. Veamos que este sistema de cartas obtenido por restricci�on hace de

N una variedad diferenciable: si s ∈ A1, sea i1(s) = (s, 0) entonces ϕ−1i1(s) ∈ U∩N
as�� que ϕN ◦ ϕ−1(s) = pr1i1(s) = s. Luego, usando que ϕN : U ∩ N → A1 es una

biyecci�on, vemos que ϕ−1 ◦ i1(s) = (ϕN)−1(s) siempre que s ∈ A1. Y entonces si

tenemos dos cartas ϕ, ~ϕ de la construcci�on, vemos que

ϕN ◦ ~ϕN
−1 = ϕN ◦ ~ϕ−1 ◦ i1 = pr1 ◦ϕ ◦ ~ϕ−1 ◦ i1

es suave dentro de S. Como el rol de ϕ, ~ϕ es intercambiable, es un difeomor�smo, as��

que las cartas son compatibles.
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En general no es sencillo garantizar esta construcci�on, incluso en el caso �nito

dimensional (sin mencionar que en dimensi�on in�nita puede ocurrir que un subespacio

F1 no parta a E). Un ejemplo molesto ocurre en el caso de la lemniscata, donde ning�un

entorno de X = (0, 0) se puede identi�car con R.

Otro ejemplo es el grupo a un par�ametro con pendiente irracional en el toro, que

tiene estructura de variedad diferenciable por ser difeomorfo con R, pero no es una

subvariedad partida del toro. Espec���camente, identi�camos el toro con S1 × S1 y

consideramos la subvariedad W parametrizada como t 7→ (eiπt, eiαπt) para t ∈ R y

α ∈ R irracional �jo. Es f�acil ver que W ⊂ T es densa, con lo cual cualquier abierto

de T , al cortarlo con W, nos devuelve in�nitos segmentos. Dicho de otra forma, no

hay manera de obtener el abierto A ⊂ W que viene del intervalo (0, 1) en R, como

intersecci�on de un abierto del toro con W. Entonces W no tiene la topolog��a de

subespacio.

Teorema 2.4.3 (Embedding partido y subvariedad partida coinciden). Sea N ⊂M
variedad. Entonces

1. Si N es subvariedad partida de M, entonces i : N → M es un embedding

partido.

2. Si i : N → M es un embedding partido, entonces N ⊂ M es subvariedad

regular.

En ese caso si (U,ϕ) es una carta de N como subvariedad regular con ϕ : U→
S × H, y ϕ(U ∩ N) = VS ⊕ 0 = ϕ(U) ∩ S, entonces ϕN = PSϕ ◦ iS = PSϕ|U∩N
de�nida en U∩N es carta de N, y toda carta de N es localmente de esta forma.

Demostraci�on. Si N es subvariedad regular, tiene la topolog��a de subespacio luego

i es homeomor�smo con la imagen. Por otro lado si (U,ϕ) es una carta de M que

induce ϕN = PS ◦ϕ ◦ i carta de N por restricci�on (Observaci�on 2.4.2), notemos que

~i(s) = ϕ ◦ (ϕN)−1(s) = ϕ ◦ϕ−1 ◦ iS(s) = (s, 0)

por la misma observaci�on, as�� que es claro que i es inmersi�on partida. Esto prueba que

i es embedding partido. Rec��procamente, supongamos que i es embedding partido, la

topolog��a de N es la de subespacio, veamos que N es subvariedad partida. Sea p ∈ N,
sea (V,φ) carta de N alrededor de p, sea (U, ξ) carta de M alrededor de p = i(p),
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notemos que V = ~U ∩N para alg�un abierto ~U de M, intersecando podemos suponer

que V = U ∩N. Por hip�otesis ~i = ξ ◦ i ◦ φ−1 es inmersi�on partida. Entonces por el

Teorema 1.6.13 existe un difeomor�smo ψ : ξ(U)→ VS ⊕ VH tal que ψ ◦~i(s) = (s, 0)

para todo s ∈ φ(U ∩N). Pero entonces de�niendo ϕ = ψ ◦ ξ, vemos que

ϕ ◦ i ◦ φ−1(s) = (s, 0)

as�� que ϕ tiene las propiedades deseadas. Por otro lado PSϕ◦i◦ϕ−1(s) = s para todo

s ∈ φ(U∩N), y esto prueba que PSϕ◦i = φ. Entonces ϕN = PSϕ◦i = PSϕ|U∩N = φ

es carta de N, y todas son de esta forma.

Un criterio �util para decidir si N ⊂M es una subvariedad partida es el siguiente:

Proposición 2.4.4 (Teorema del valor regular). Sea f : M → Z una funci�on Ck

(k ≥ 1) entre variedades diferenciables. Sea z0 ∈ Z y N = f−1(z0) ⊂ M. Supon-

gamos que f es una sumersi�on y que para todo p ∈ N el n�ucleo ker f∗p parte a

TpM. Entonces N es cerrado y es una subvariedad partida de M de clase Ck,

con TpN ' ker f∗p ' kerDf∗p0 para todo p, p0 ∈ N.

Demostraci�on. QueN es cerrado es trivial, supongamos que es no vac��o. Dado p ∈ N,
si el espacio de Banach que modela M es E, tomamos una carta (U,ψ) de M y

llamamos ~U = ψ(U) ⊂ E, ~N = ψ(U ∩ N). Tomemos ahora otra carta (W,ξ) de

Z, y llamemos ~f = ξ ◦ f ◦ ψ−1. Es f�acil ver que ~N = ~f−1(ξ(z0)). Tambi�en que
~f : ~U → F veri�ca las hip�otesis del Teorema 1.6.7; sea S = kerDfp0 para alg�un

p0 ∈ N. Entonces para cada x = ψ(p) ∈ ψ(U) existe ~Up ⊂ ~U ⊂ E abierto entorno

de x, y un difeomor�smo ~ϕ : ~Up → E de manera tal que ~ϕ( ~Up ∩ ~N) = ~ϕ( ~Up) ∩ S.
Llamemos Up = ψ−1( ~Up), ϕ = ~ϕ ◦ψ : Up → E, que es una carta de M. Veamos que

cumple las hip�otesis para que N sea subvariedad: en primer lugar

ϕ(Up ∩N) = ~ϕ( ~Up ∩ ~N) = ~ϕ( ~Up) ∩ S = ϕ(Up) ∩ S.

Por la Observaci�on 2.4.2, esta es una subvariedad partida de M.

La utilidad de este criterio se termina cuando no podemos hallar un suplemento

para el n�ucleo de f∗. Sin embargo, en dimensi�on �nita, en espacios de Hilbert, y en

ejemplos puntuales de espacios de Banach, es utilizable.

Observemos que la de�nici�on de subvariedad partida es demasiado estricta pa-

ra espacios de Banach. Si un subespacio E ⊂ F de un espacio de Banach no tiene

suplemento topol�ogico, entonces no ser�a subvariedad partida. Podemos relajar esta

condici�on para que si lo sea:
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Definición 2.4.5 (Subvariedad embebida). Si E es el espacio de Banach que modela

M y N ⊂ M es un subconjunto, diremos que N es subvariedad embebida de M si

N tiene la topolog��a de subespacio, y existe un subespacio cerrado S ⊂ E tal que

para todo punto p ∈ N existe una carta (U,ϕ) de M que contenga a p tal que

ϕ(U ∩N) = ϕ(U) ∩ S (en particular es un abierto de S).

El problema ahora es encontrar buenos criterios que permitan probar la existencia

de una estructura de subvariedad, ya que el teorema de la funci�on inversa y sus

derivados requieren -seg�un discutimos- de la existencia de suplementos lineales para

n�ucleos o im�agenes de las diferenciales de las funciones involucradas. Un corolario no

trivial del Teorema 1.6.17 de la funci�on impl��cita de Ann y Neeb que se halla en el

mismo trabajo [3] es el siguiente:

Teorema 2.4.6. Sea f :M→ Z una funci�on Ck, k ≥ 1 entre variedades diferen-
ciables, y dado z0 ∈ Z pongamos

N = f−1(z0).

Supongamos que

Dfp es un epimor�smo para cada p ∈ N.

Existe un espacio de Banach E de manera que para todo punto p ∈ N, existe
un entorno abierto Up ⊂ E del cero y una funci�on Ck, gp : Up → N ⊂M,

de manera que gp(0) = p, (Dgp)0 es un monomor�smo y ran(Dgp)0 =

kerDfp.

Entonces N tiene una estructura de variedad diferenciable modelada por E '
kerDfp, que la hace una subvariedad embebida de M.

Discutamos ahora las subvariedades inmersas, que son nuestros contraejemplos

favoritos (la lemniscata, la curva densa en el toro):

Definición 2.4.7 (Subvariedad inmersa). SiM es variedad y N ⊂M es una variedad

diferenciable, diremos que N es subvariedad inmersa si i : N→M es una inmersi�on.

En ocasiones a un par f : N → M con f inmersi�on le decimos subvariedad inmersa:

denotando g = f : N → f(N), y le damos a f(N) la estructura de variedad que hace

de f un difeomor�smo local, de f = i ◦ g tenemos f∗ = i∗ ◦ g∗, y como f∗, g∗ son

monomor�smos con rango cerrado, tambi�en i∗ lo es, luego i : f(N) → M es una

inmersi�on.

El siguiente criterio no dice que f(X) ⊂ Y es una subvariedad embebida, sino

inmersa.
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Proposición 2.4.8. Sea f : X→ Y una funci�on Ck entre variedades, y suponga-

mos que f es una inmersi�on partida, es decir f∗p : TpX → Tf(p)Y es monomor-

�smo con rango cerrado que parte la imagen. Entonces para cada p ∈ X existe

un abierto U ⊂ X entorno de p tal que

f(U) es una subvariedad embebida de Y.

f|U : U→ f(U) es un Ck difeomor�smo.

Demostraci�on. Fijado p ∈ X, como Tf(p)Y = Ran(f∗p) ⊕ Kp = TpX ⊕ Kp y f∗p es

monomor�smo, por el Teorema 1.6.13, para cada p ∈ X podemos escribir localmente
~f(x) = (x, 0) a menos de un difeomor�smo. Luego en una carta adecuada (W,ϕ) de

M vemos que ϕ(W ∩ f(U)) = ϕ(W) ∩ f(U)) y lo mismo para cada abierto dentro de

U, y esto prueba las a�rmaciones.

Localmente, la imagen de la parametrizaci�on, en pedazos peque~nos, es una subva-

riedad embebida. Pero si tomamos un abierto del espacio m�as grande que sea entorno

del punto de intersecci�on, y lo cortamos con la imagen de la parametrizaci�on, no

conseguimos una carta de la subvariedad.

Hecha esta aclaraci�on, si uno puede probar de alguna otra forma que Z ⊂ Y

es una subvariedad topol�ogica, el teorema previo da una forma de darle estructura

diferenciable compatible con la de M: hay que encontrar el espacio X y la funci�on

f : X→ Y tal que f(X) = Z, que veri�que las hip�otesis del teorema.

Volveremos a tocar el tema de estructuras diferenciables y subvariedades embe-

bidas con cierta generalidad cuando estudiemos espacios homog�eneos de grupos de

Lie-Banach, en la Secci�on 3.5. De particular inter�es es un criterio para estudiar cuan-

do un espacio homog�eneo G/K ⊂ X es subvariedad de X, que presentamos en el Lema

3.5.10.

2.4.1. Subvariedades de un espacio de Banach

Cuando M ⊂ F con F un espacio de Banach, podemos presentar de forma \con-

creta" la estructura de subvariedad, las curvas, los espacios tangentes, los campos y

otros objetos que introduciremos luego.

Como la inclusi�on i : M → F es una funci�on de clase Ck, podemos usar las

inversas de las cartas (U,ϕ) de M, que por de�nici�on son aplicaciones de clase Ck,
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Φ := i ◦ ϕ−1 : W → F con W ⊂ E abierto en el espacio de Banach E que modela

M. Son inyectivas y con diferencial DΦx inyectiva en cada x ∈W, cuyo rango es un

subespacio cerrado de F que identi�camos con TΦ(x)M de la siguiente manera

[(U,ϕ, v)]p 7→ DΦxv,

o equivalentemente si α(t) = Φ(tv) es una curva en M con α(0) = p, identi�camos

[α]p 7→ v = (i ◦ α) ′(0).

Es necesario para ser subvariedad embebida que todo punto p ∈M tenga alguna bola

abierta U ⊂ F de manera que U∩M est�e parametrizado por alguna carta (W,Φ). En

el caso m�as restrictivo de subvariedad partida, necesitamos que el rango de DΦx se

parta en F.

Supongamos que M se presenta como super�cie de nivel de una funci�on suave

g, es decir: sean F,G espacios de Banach y sea g : F → G una funci�on Ck (k ≥ 2),
consideremos el subconjunto

M = {v ∈ F : g(v) = 0}.

Suponemos que para cada p ∈ M, Dgp es un epimor�smo, y el espacio tangente

TpM se identi�ca con el subespacio cerrado kerDgp ⊂ F, que a su vez se identi�ca

con el espacio de Banach E que modela M. Esto ocurre por ejemplo si Dgp es un

epimor�smo con n�ucleo que se parte para todo p ∈ M. En esta presentaci�on, si

Φ :W ⊂ E→ F es una parametrizaci�on local de M (la inversa de una carta), se tiene

g ◦Φ = 0 con lo cual

DgΦ(x)DΦx = 0

para todo x ∈W.

Observaci�on 2.4.9. Dada una curva α : I → M ⊂ F, est�a claro que _α(0) ∈ TpM
cuando α(0) = p, pero en general no es cierto que �α(0) ∈ TpM.

Un problema similar ocurre con la diferencial de una funci�on X : M → TM, que

en este caso concreto se puede pensar como una aplicaci�on X : W ⊂ E → F tal que

X(x) ∈ TΦ(x)M para todo p ∈W; hay que pensar d�onde yace X∗pv para cada v ∈ E.
Estos problemas los retomaremos en la secci�on de derivada de Lie y luego cuando

introduzcamos el segundo �brado tangente TTM = T(TM).

2.4.1.1. La esfera de un espacio de Hilbert

En este texto, denotaremos conH a un espacio de Hilbert separable, a su producto

interno con 〈, 〉, y con ‖ · ‖ a la norma asociada. En caso de que la dimensi�on de H
sea �nita, identi�caremos H = Cn.
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Para simpli�car la discusi�on de esta secci�on, supongamos que H es real. Conside-

remos S ⊂ H la esfera unitaria,

S = {v ∈ H : ‖v‖2 = 1},

con lo cual S es una super�cie de nivel de la funci�on anal��tica H(v) = ‖v‖2, H : H→ R,
cuya diferencial est�a dada por

DHp = 2〈p, ·〉

y su diferencial segunda es -constantemente- la forma bilineal sim�etrica

D2Hp = 2〈·, ·〉.

Observemos que la diferencial primera DHp : H → R es un epimor�smo para cada

p ∈ S, y adem�as que kerDHp = span(p)⊥ es un hiperplano cerrado, con lo cual es

un subespacio que se parte (un suplemento natural es span(p) ⊂ H). Luego S ⊂ H
es una subvariedad de codimensi�on 1 en H, con

TpS = span(p)⊥

para todo p ∈ S. Estos subespacios se identi�can todos, es decir, para p, q ∈ S se

tiene

E := TpS ' H/span(p) ' TqS ' H/span(q).

Si el espacio de Hilbert es complejo, la funcional que se obtiene es la parte real

del producto interno, es decir DHp = 2Re〈p·, ·〉, y se puede hacer un razonamiento

an�alogo.

2.5. Campos

Un campo vectorial en M es una funci�on diferenciable X :M→ TM que es una

secci�on del �brado en el sentido siguiente: X(p) ∈ TpM. Resumiendo, si π : TM→M

es la aplicaci�on al punto base, entonces un campo veri�ca π ◦ X = idM.

2.5.1. Flujo de un campo

Dado un campo cualquiera X y un punto p ∈ M, tiene sentido plantearse el

problema de hallar una curva α : (a, b)→M tal que{
α ′(t) = X(α(t))

α(0) = p .
(2.2)

Observaci�on 2.5.1. Esta es una ecuaci�on que se traduce usando cartas a una ecuaci�on

diferencial ordinaria en el espacio de Banach E, de la siguiente manera: si p ∈M, sea
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(U,ϕ) carta de M alrededor de p con ϕ(p) = 0, sea E ⊃ ϕ(U) el espacio normado

que modela M. Escribimos la expresi�on local

X(p) = [U,ϕ, v(p)]p

y de la De�nici�on 2.2.7 sabemos que v = pr2ϕ∗X es suave si y solo si X lo es. Sea

F : ϕ(U) → E el campo en E dado por F = v ◦ ϕ−1; entonces podemos considerar la

ecuaci�on diferencial {
x ′p(t) = F(xp(t))

xp(0) = 0 .
(2.3)

cuya soluci�on (de existir) ser�a una curva xp : I→ ϕ(U) ⊂ E con I un intervalo abierto

alrededor de t = 0.

Ahora bien, es un hecho conocido (ver por ejemplo el Cap��tulo 1 del libro de Lang

[58]) que si F es Ck (k ≥ 1) esta soluci�on existe, es Ck y es �unica en alg�un intervalo

maximal J que contiene t = 0. Luego si X es Ck entonces F ser�a Ck y la soluci�on ser�a

Ck.

Lema 2.5.2. La curva xp : Ip → ϕ(U) es soluci�on de (2.3) si y s�olo si la curva

αp = ϕ−1xp es soluci�on de (2.2).

Demostraci�on. Puesto que la levantada horizonal α ′p involucra la diferencial entre

variedades, tendremos que escribir las ecuaciones teniendo esto en cuenta (una de las

desventajas de la presentaci�on intr��nseca). Entonces pensemos a la curva xp : I →
ϕ(U) de la misma manera, como una aplicaci�on entre variedades. Notemos que con

esa manera de pensarla, tenemos tambi�en x ′p(t) = pr2(xp)∗(t,1). Supongamos que αp
es soluci�on del problema en M, entonces derivando xp = ϕαp obtenemos

(xp)∗(t,1) = ϕ∗αp(t)(αp)∗(t,1) = ϕ∗αp(t)α
′
p(t) = ϕ∗αp(t)X(αp(t))

= ϕ∗ϕ−1xp(t)X(ϕ
−1xp(t)).

Entonces mirando la segunda coordenada vemos que

x ′p(t) = pr2(xp)∗(t,1) = pr2ϕ∗ϕ−1xp(t)X(ϕ
−1xp(t)) = F(xp(t))

ya que como dijimos, F = pr2ϕ∗X ◦ϕ−1. Entonces xp es soluci�on del problema en E.

Si ahora en cambio suponemos que xp es la soluci�on, en particular es suave y αp =

ϕ−1xp ser�a suave, y podemos hacer un razonamiento parecido ahora comenzando con

la otra hip�otesis.

Observaci�on 2.5.3. Entonces si X es Ck (k ≥ 1), para cada p ∈M, el problema (2.2)

tiene una �unica soluci�on de αp : Ip → M de clase Ck y de�nida en alg�un intervalo

maximal Ip = (t−p , t
+
p ), donde permitimos que t+p = +∞ y t−p = −∞.
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Definición 2.5.4 (Flujo de un campo). Llamemos D(X) ⊂ R×M al dominio (t, p)

tales que t ∈ Ip. Entonces el ujo del campo X es la funci�on α : D(X)→M que para

cada p ∈M da la soluci�on de la ecuaci�on diferencial, es decir

α(t, p) = αp(t) = αt(p)

donde la notaci�on es intercambiable seg�un la conveniencia. Fijado t, denotaremos

Dt ⊂M al conjunto de puntos de M tales que (t, p) ∈ D(X), esto es

Dt = {p ∈M : t ∈ Ip} = Dom(αt),

este conjunto puede ser vac��o para t grande, pero D0 = M siempre. Notemos que

t ∈ Ip si y s�olo si p ∈ Dt si y s�olo si (t, p) ∈ D(X).

Volviendo al estudio de la soluci�on del campo en su versi�on local en una carta,

en la ecuaci�on (2.3), el teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecucaciones

diferenciales para espacios normados nos dice (ver [58, Teorema 1.14]):

Teorema 2.5.5. Sea F : W → E de clase Ck con W ⊂ E abierto en el espacio

normado E. Para cada z ∈W existe un intervalo J alrededor de t = 0 y un bola

B ⊂ W alrededor de z, tal que el ujo x de F est�a de�nido en J × B y adem�as

x : J× B→ U es de clase Ck.

Entonces para cada p ∈M, tomando una carta (U,ϕ) alrededor de p, considera-

mos W = ϕ(U), y achicando tal vez U, vemos que el ujo α(t, p) = ϕ−1(x(t, p)) es

de clase Ck en (−δ, δ)×U.

Teorema 2.5.6. Si X es Ck con k ≥ 1, entonces D(X) es un entorno abierto de

{0} ×M en R ×M, y cada Dt es abierto en M. El ujo α : D(X) → M es una

funci�on de clase Ck.

Demostraci�on. Sea p ∈M, sea I∗ el conjunto de los t ∈ Ip tales que existe r > 0 y

un abierto U alrededor de p tales que α((t− r, r+ r)×U) ⊂ D(X) y α restringido a

ese producto cartesiano es de clase Ck. Vemos que 0 ∈ I∗ por el teorema de existencia

local, y tambi�en es f�acil ver que I∗ es abierto en Ip. Veamos que I∗ es cerrado; sea s

en la clausura relativa, en particular s ∈ Ip. Tomemos un intervalo J alrededor de 0

y un abierto W alrededor de αs(p) tal que X tiene un ujo β de clase Ck en J×W,

con β(0, q) = q para todo q ∈ W (ver la observaci�on previa al teorema). Tomemos

t1 ∈ I∗ tal que s − t1 ∈ J y que αt1(p) ∈ V. Existe r1 > 0 y un entorno abierto U1
de p tales que (t1 − r1, t1 + r1) × U1 cae dentro de D(X) y α es suave all��. Por la

continuidad de α, achicando U1 si es necesario, podemos suponer que α(t1, x) ∈ V
para x ∈ U1. Para t ∈ J+ t1, x ∈ U1, sea

ρ(t, x) = β(t− t1, α(t1, x)),
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entonces ρ(t1, x) = α(t1, x) y es f�acil ver derivando que ρ es ujo del campo. Entonces

ρx es una continuaci�on de αp a un intervalo mayor y este intervalo contiene a s pues

s− t1 ∈ J. Tomemos δ > 0 tal que (s−δ, s+δ) ⊂ J+ t1, entonces (s−δ, s+δ)×U1 ⊂
(J+ t1)×U1 y all�� est�a de�nido ρ que es ujo de X y es de clase Ck. Entonces s ∈ I∗,
y esto prueba que es cerrado, luego I∗ = Ip. Pero entonces si (t, p) ∈ D(X), por lo

reci�en probado hay una caja abierta en el producto cartesiano que contiene (t, p) y

tal que la caja est�a dentro de D(X), y esto prueba que D(X) es abierto.

Ahora �jemos t, y si Dt no es vac��o tomemos p ∈ Dt, entonces (t, p) ∈ D(X).

Existe entonces un abierto b�asico J×Z dentro de D(X) que contiene (t, p). Notamos

que Z ⊂ Dt y entonces Dt es abierto.

Tambi�en puede probarse que D(X) = R×M cuandoM es compacta; si uno tiene

alguna manera de controlar el tama~no del vector X (aunque M no sea compacta),

puede probarse lo mismo (ver el Corolario 2.4 y la Proposici�on 2.5 de [58, IV,§2]).

Veremos que el ujo de los campos invariantes a izquierda en un grupo de Lie G

tambi�en siempre est�a de�nido en R×G.

Observemos que α0 = idM, luego si t es su�cientemente peque~no αt ser�a un

difeomor�smo con su imagen, pero con precauci�on porque el dominio de αt no es en

general todo M. Con precisi�on, se tiene el siguiente resultado:

Proposición 2.5.7. Sea X campo suave en M.

1. Para cada p ∈M y cada t ∈ Ip tenemos Iαt(p) = Ip − t. Adem�as s ∈ Iαt(p)
si y s�olo si t+ s ∈ Ip y en ese caso αt+s(p) = αs ◦ αt(p).

2. αt(Dt) = D−t y α
−1
t = α−t all��.

3. Fijados p0 ∈ M, t ∈ Ip0 , existe un entorno abierto U0 ⊂ M de p0 tal que

t ∈ Ip para todo p ∈ U0, y adem�as αt : p 7→ α(t, p) es un difeomor�smo de

U0 con un entorno abierto de α(t, p0).

Demostraci�on. Consideramos s 7→ αs+t(p) y s 7→ αs ◦αt(p). Ambas curvas comien-

zan en αt(p) y son soluciones de la ecuaci�on diferencial β ′ = X(β), luego tienen el

mismo dominio de de�nici�on y son iguales. El dominio de de�nici�on de la segunda

curva es Iαt(p), y por otro lado s est�a en el dominio de de�nici�on de la primer curva

si y s�olo si s+ t ∈ Ip, o sea que el dominio de de�nici�on de la primer curva es Ip − t.

Luego Iαt(p) = Ip − t y adem�as αt+s = αs ◦ αt para s, t, s+ t ∈ Ip.
Ahora notemos que como Iαt(p) = Ip − t para t ∈ Ip, vemos que −t ∈ Iαt(p) y

adem�as α−t ◦ αt(p) = α0(p) = p. Entonces: si q ∈ αt(Dt), tenemos que q = αt(p)

con t ∈ Ip y como −t ∈ Iq vemos que q ∈ D−t. Rec��procamente, si q ∈ D−t entonces

−t ∈ Iq y por lo ya probado Iα−t(q) = Iq + t luego t ∈ Iα−t(q). Esto nos dice que
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α−t(q) ∈ Dt y adem�as que q = αt(α−t(q)) ∈ αt(Dt). Luego los conjuntos coinciden

y de ah�� ver que α−t = α
−1
t es inmediato por todo lo dicho.

Fijemos p0 ∈ M, t ∈ Ip0 entonces p0 ∈ Dt y en particular este es abierto y no

vac��o; tomamos U0 = Dt y este cumple todo lo requerido (el entorno de αt(p0) es

Dt).

2.5.2. Campos f-relacionados

Sean f : M → N diferenciable, X : M → TM, Y : N → TN campos. Supongamos

que para cada p ∈M, se tiene

f∗p(X(p)) = Y(f(p)).

En ese caso diremos que X, Y est�an f-relacionados y lo anotamos Y = f∗X. Si f es un

difeomor�smo y X es un campo en M, entonces podemos de�nir

f∗X := f∗ ◦ X ◦ f−1

que resulta un campo en N, y de hecho X, f∗X est�an f-relacionados. M�as en particular

y si f es suave e inyectiva en U ⊂M, dado X ∈ X(U) podemos de�nir f∗X ∈ X(f(U))

como

f∗X(f(p)) = Dfp(Xp).

Observaci�on 2.5.8 (Campo tangente a una subvariedad). Un caso importante de

campos f-relacionados es cuando f es una inmersi�on, es decir cuando f = i es la

inclusi�on de una subvariedad inmersa. Si un campo X enM est�a i-relacionado con un

campo en N es porque proviene de un campo en N (esto lo dejamos como ejercicio),

que denotaremos X|N. El ujo α del campo original X en puntos de N es el ujo ρ del

campo X|N en N, as�� que para cada p ∈ N hay un peque~no intervalo tal que los ujos

coinciden, y en particular el ujo αt de X preserva la subvariedad para t peque~no. Esta

restricci�on de dominio es importante porque las curvas pueden salirse eventualmente

de N. El siguiente ejemplo muestra como el dominio del campo restringido puede ser

mucho m�as chico que el del campo original.

Ejemplo 2.5.9. Sea N = (−∞, 0)× {0} ⊂ R2, es claro que N es subvariedad embebida

de M = R2. Sea X(p) = E1 = (1, 0), el campo can�onico, su ujo en R2 es α(t, p) =

p + t(0, 1). Vemos que D(X) = R × R2 = R ×M. Por otro lado es claro que este

ujo no preserva N, por ejemplo si p = (−1, 0) ∈ N entonces αp se sale de N para

t ≥ 1. Sin embargo, podemos considerar el campo restringido X|N, que es claramente

un campo en N, ahora su ujo tiene la misma f�ormula restringida es decir ρt(p) =

(p1, 0) + t(1, 0) = (p1 + t, 0) para p1 < 0, pero su dominio ahora es

D(X|N) = {(t; (p1, 0)) : t < −p1}

que no es todo R×N (es un cono alrededor del eje negativo de las x).
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2.5.3. Derivaciones

Es �util pensar que todo campo X : M → TM de�ne una derivaci�on Ck(M) →
Ck−1(M) de la siguiente manera: si f ∈ Ck(M) -es decir, si f : M → R es Ck-, e

identi�camos TpR con R como es habitual, ponemos

(Xf)(p) = f∗p(X(p)) ∈ R

Es decir, pasando a una carta Xf(p) es simplemente la derivada direccional de f en

el punto p en la direcci�on del vector Xp.

Que esto manda funciones Ck en Ck−1 es evidente, la linealidad y la propiedad

de derivaci�on

X(fg) = X(f)g+ fX(g)

se deducen pasando por una carta. Una propiedad relevante de esta acci�on es la

siguiente: si U ⊂M es abierto y X : U → TU es campo Ck con X 6= 0 (o sea X no es

id�enticamente nulo), entonces existe f ∈ Ck(U) tal que X(f) 6= 0. Esto queda como

ejercicio. Se deduce de esta propiedad que un campo queda de�nido si se lo piensa

como derivaci�on.

2.6. El corchete de Lie

Dada M variedad Ck+1 y X, Y : M → TM campos Ck, estos permiten de�nir un

nuevo campo [X, Y], de clase Ck−1, con las siguientes propiedades:

[X, Y] = −[Y, X]

[X, fY] = X(f)Y + f[X, Y]

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y]] = 0 (identidad de Jacobi).

El corchete [X, Y] tiene el sentido de derivada direccional de Y a lo largo de X -o

al rev�es, salvo un signo-. Uno estar��a tentado de de�nir la derivada direccional de Y

a lo largo de X como

p 7→ (Y∗p)(Xp)

pero observemos que Y : M → TM, entonces Y∗p : TpM → TY(p)TM, con lo cual

Y∗p(Xp) no es un vector tangente en p ∈M.

El corchete de Lie de campos en la esfera

Este problema que parece puramente formal, se entiende mejor cuando uno piensa

en subvariedades de un espacio de Banach. Empecemos con un ejemplo concreto, a

saber la esfera unitaria S de un espacio de Hilbert H. Un campo S→ TS lo podemos
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identi�car claramente con una funci�on X : S → H con la condici�on adicional de que

Xp ∈ TpS para todo p ∈ S, es decir

〈Xp, p〉 = 0

para todo p ∈ S. Si componemos con una carta Φ :W ⊂ E→ H, donde E ' H/R es

el espacio de Hilbert que modela S, tenemos la identidad

〈XΦ(x), Φ(x)〉 = 0

para todo x ∈W. Supondremos sin p�erdida de generalidad que 0 ∈W, Φ(0) = p ∈ S.
Tomemos una curva β ⊂ W tal que β(0) = 0 de manera de obtener una curva

α = Φ ◦ β ⊂ S que pasa por p, y reemplazando x por β, derivamos en t = 0 para

obtener (suponiendo que _α(0) = v ∈ TpS)

〈DXpv, p〉+ 〈Xp, v〉 = 0. (2.4)

En particular, si tomamos v = Xp ∈ TpS, se deduce que

〈DXpXp, p〉 = −‖Xp‖2.

<Pero entonces, si suponemos que DXpXp ∈ TpS = span(p)⊥, obtenemos que Xp = 0!

Es decir que X∗pXp no es en general un elemento en TpM y por eso no tiene sentido

pensarlo como derivada direccional.

Para aclarar un poco m�as lo que acabamos de decir, volvamos a la relaci�on (2.4),

y ahora consideremos otro campo cualquiera Y : S→ TS. >Qu�e tiene que ocurrir para

que

X∗p(Yp) = DXp(Yp)

sea un elemento en TpS? Reemplazando v por Yp obtenemos

〈Xp, Yp〉 = −〈DXpYp, p〉 = 0

con lo cual Xp debe ser ortogonal a Yp que es el caso trivial que no tiene ning�un

inter�es. Es decir que en general X∗p(Yp) no es un elemento de TpM.

Pero las cuentas que acabamos de hacer nos dan una pista: observemos la simetr��a

de la ecuaci�on

〈Xp, Yp〉+ 〈DXpYp, p〉 = 0.

Si intercambiamos Xp por Yp y restamos (ahora s�olo suponemos que X, Y son campos

en S), se cancelan los productos escalares y obtenemos

〈DYpXp −DXpYp, p〉 = 0,

relaci�on que nos dice que el vector

DYpXp −DXpYp
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si es un vector tangente a la esfera en p. Esto nos permite obtener un campo [X, Y] :

S→ TS a partir de dos campos cualesquiera, que de�niremos como

[X, Y](p) := DYpXp −DXpYp

para p ∈ S.

2.6.1. El corchete de Lie en superficies de nivel

El hecho de que DYpXp −DXpYp ∈ TpS para cada p ∈ S no es fortuito, es decir,

no guarda relaci�on con la estructura de la esfera. Por ejemplo, si

M = {v ∈ F : H(v) = 0}

es la super�cie de nivel de una funci�on H : F→ G su�cientemente suave, dijimos que

TpM se identi�ca con kerDHp para p ∈ M. Luego si X : M → TM es un campo, lo

podemos identi�car con una funci�on X :M→ F con la condici�on adicional de que

DHp(Xp) = 0

para todo p ∈M. Supongamos que p ⊂M es una curva con p0 = p y _p0 = v ∈ TpM.

Diferenciando esta relaci�on obtenemos

D2Hp(v, Xp) +DHp (DXpv) = 0.

Dado otro campo cualquiera Y, como Yp ∈ TpM podemos reemplazar para obtener

D2Hp(Yp, Xp) +DHp (DXpYp) = 0 (2.5)

para todo p ∈M. Pero si suponemos que DXpYp ∈ TpM, entonces el segundo t�ermino

se anula con lo cual debe guardarse la relaci�on particular

D2Hp(Xp, Yp) = 0

que como vimos en el ejemplo anterior es arbitraria, con lo cual DXpYp no es un

elemento de TpM en general. Sin embargo, apelando nuevamente a la simetr��a -y

como D2Hp es sim�etrica si existe-, intercambiando X con Y en la ecuaci�on (2.5) y

restando, se obtiene

DHp (DYpXp −DXpYp) = 0

lo que nos indica que

[X, Y](p) := DYpXp −DXpYp ∈ TpM.



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 53 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	

2.6. El corchete de Lie 53

2.6.2. Derivada de Lie

Volviendo al caso general, la expresi�on reci�en computada nos da la de�nici�on de

[X, Y]: se construye [X, Y] por medio de una carta sus representantes en una car-

ta (U,ϕ). Expl��citamente: si ~Y, ~X son las expresiones locales en la carta, esto es
~X(ϕ(p)) = pr2ϕ∗pX(p) y lo mismo con Y, entonces de�nimos

[X, Y](p) = ϕ−1
∗p (D~Yϕ(p)(~Xϕ(p)) −D~Xϕ(p)(~Yϕ(p)). (2.6)

Observaci�on 2.6.1. Veamos que esta cuenta no depende de la carta. Para eso vamos

a pensar al corchete [X, Y] como derivada de Lie de Y en la direcci�on de X. Si α denota

el ujo del campo X de clase Ck, observemos que �jado p ∈ M, αt : U → V es un

difeomor�smo para t su�cientemente peque~no y U,V abiertos de M con U entorno

de p. En consecuencia (α−t)∗q : TqM→ Tα(−t,q)M es de clase Ck−1 y tiene sentido

calcular

g(t) = (α−t)∗Y(αt(p)) ∈ TpM

para t su�cientemente peque~no. Esto es, evaluamos Y a lo largo de las trayectorias

del campo X, luego lo traemos hacia atr�as para que vuelva a ser un vector de TpM.

Observemos que g(0) = Yp = Y(p), y que por construcci�on para t peque~no g(t) ∈
TpM. Su derivada en t = 0 (que corresponde a pasar por el punto p con las trayectorias

del campo X) ser�a entonces un vector de TpM, que denotaremos as��:

LXY(p) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(α−t)∗Y(αt(p)).

Lema 2.6.2. Para todo par de campos X, Y se veri�ca LXY = [X, Y].

Demostraci�on. Pasando a coordenadas locales, operaremos en el espacio normado E

que modela M. Sea (U,ϕ) carta de M, sean ~X, ~Y dichos campos en E, sea ρ el ujo

de ~X. Por lo discutido anteriormente en esta seccion ρ = ϕ ◦ α, luego ρ(t, ϕ(p)) =

ϕα(t, p). Derivando respecto de p vemos que ϕ∗αt(p)(αt)∗p = (ρt)∗ϕ(p)ϕ∗p, luego

(αt)
−1
∗pϕ∗αt(p) = ϕ

−1
∗p (ρt)

−1
∗ϕ(p).

Entonces

g(t) = (αt)
−1
∗pϕ

−1
∗αt(p)ϕ∗αt(p)Y(αt(p)) = ϕ

−1
∗p (ρt)

−1
∗ϕ(p)

~Yρt(p) = ϕ
−1
∗p f(t).

Como g ′(0) = ϕ−1
∗p f

′(0), basta calcular la derivada en t = 0 de f, que es la expresi�on

local g. Omitiremos las tildes en los campos X, Y para no sobrecargar la notaci�on,

ahora estos son los campos en E y el ujo de X es ρ. Escribimos z = ϕ(p) y tenemos

(ρt)
−1
∗z Yρt(z) = Atvt,



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 54 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	

54 Variedades Diferenciables

donde At = (Dzρt)
−1 es un operador lineal inversible de E en E, mientras que

vt = Yρt(z) es un vector de E. Recordemos que la inversi�on es suave y que si Tt es

una curva de operadores inversibles, entonces (T−1t ) ′ = −T−1t T ′tT
−1
t . Notemos que

A0 = IdE ya que ρ0 = id y que v0 = Y(z). Entonces

A ′0 =
d

dt
|t=0(Dzρt)

−1 = −A0
d

dt
|t=0(Dzρt)A0 = −

d

dt
|t=0Dzρt.

Por otro lado, como ρt es el ujo de X, tenemos que ρ ′0(z) = X(z), luego

d

dt

∣∣
t=0
Dzρt = Dz

d

dt

∣∣
t=0
ρt = DzX = DXz.

Entonces A ′0 = − d
dt

∣∣
t=0
Dzρt = −DXz, puesto que ρ0 = id. Ahora bien,

d

dt

∣∣
t=0
At(p)vt(p) = A

′
0(p)v0(p) +A0(p)v

′
0(p) = −DXzYz +DYzXz

= −DXϕ(p)Yϕ(p) +DYϕ(p)Xϕ(p)

puesto que ρt es el ujo de X. Si recordamos que en realidad estos son los campos con

la tilde, vemos por la ecuaci�on (2.6) que de�ne el corchete, que g ′(0) = ϕ−1
∗p f

′(0) =

[X, Y](p).

Observaci�on 2.6.3. Adem�as de representar una derivada direccional, el corchete de

Lie de dos campos es una medida de conmutaci�on, como tal vez puede apreciarse en la

�ultima presentaci�on usando ujos. De hecho, hay varios resultados en esta direcci�on,

mencionamos algunos. Sean X, Y campos en M; ahora α,β denotan los respectivos

ujos.

Dado X, Y campos, puede verse que f 7→ X(Y(f))−Y(X(f)) de�ne una derivaci�on,

que se puede identi�car con el corchete de Lie [X, Y] de los campos.

Se tiene [X, Y] = 0 si y s�olo si los ujos conmutan, es decir

α(t, β(s, p)) = β(s, α(t, p))

y donde existe una expresi�on, existe la otra y son iguales (queda como ejercicio).

Sean X1, . . . , Xd campos l.i. en un abierto U deM, con d = dim(M). Entonces

los corchetes son nulos [Xi, Xj] = 0 en U si y s�olo si existe una carta (U,ϕ) de

M tal que Xi = ∂i =
∂
∂ϕi

. Si existe una carta es un ejercicio directo ver que los

corchetes de los ganchos son nulos; el teorema de Frobenius nos dice que esa

condici�on es su�ciente para la existencia de una carta.
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Si G es un grupo de Lie conexo y [X, Y] = 0 para todo X, Y campos invariantes

a izquierda entonces G es un grupo conmutativo (lo veremos en la pr�oxima

unidad sobre grupos de Lie).

Lema 2.6.4 (Push forward del corchete de Lie). Sean X, Y ∈ X(U) y sea f : U→M

de clase C2 e inyectiva; supongamos que f∗X, f∗Y est�an f-relacionados con X, Y

respectivamente en f(U). Entonces [f∗X, f∗Y] est�a f-relacionado con [X, Y].

Demostraci�on. Si φt es el ujo de X entonces f∗Y(f(φt(p))) = Dfφt(p)Yφt(p) luego

derivando en t = 0 tenemos

D(f∗Y)f(p)(f∗X)f(p) = D(f∗Y)f(p)DfpXp = D2fp(Xp, Yp) +DfpDYpXp.

Con un razonamiento an�alogo para el ujo de Y obtenemos

D(f∗X)f(p)(f∗Y)f(p) = D
2fp(Yp, Xp) +DfpDXpYp.

Restando ambas expresiones y usando la ecuaci�on (2.6), obtenemos

[f∗X, f∗Y](f(p)) = D(f∗Y)f(p)(f∗X)f(p) −D(f∗X)f(p)(f∗Y)f(p)

= DfpDYpXp −DfpDXpYp = Dfp([X, Y](p)) = f∗[X, Y](f(p)).

Corolario 2.6.5. Si N ⊂M es subvariedad inmersa, X, Y ∈ X(M) son tangentes

a N, entonces [X, Y] es tangente a N.

Si E ⊂ TM es un sub�brado, decimos que E es integrable si existe una subvariedad

inmersa N ⊂ M tal que TN = E. Decimos que X ∈ X(M) es un campo en E si la

imagen de X est�a contenida en E.

Teorema 2.6.6 (Frobenius). El sub�brado E ⊂ TM es integrable si y solo si

[X, Y] ∈ E para todo par de campos X, Y en E.

Demostraci�on. Por ahora, ver el Cap��tulo VI del libro de Lang [58] para una prueba

del teorema de Frobenius.

Observemos que el teorema de Frobenius es una generalizaci�on a dimensiones

mayores del teorema de existencia de curvas integrales. La topolog��a de N puede ser

m�as �na que la de M, como puede observarse en nuestro inseparable ejemplo de la

curva densa en el toro.
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2.A. Problemas

2.I. Probar que si α es irracional, entonces la imagen W de

µ(t) = (eiπt, eiαπt) ⊂ S1 × S1

es densa en el toro S1 × S1. Elegir una base conveniente de la topolog��a del toro y

calcular la intersecci�on entre W y un elemento cualquiera de la base para probar que

esta intersecci�on tiene in�nitas componentes conexas.

2.II. Probar el criterio para subvariedades de la Proposici�on 2.4.8.

2.III. Probar que si H es un espacio de Hilbert, entonces H es difeomorfo (con un

difeomor�smo de clase C∞) a la bola unitaria

B = {v ∈ H : ‖v‖ < 1}.

Sugerencia: considere g(x) = x(1− ‖x‖2)−1/2. >Es esta aplicaci�on anal��tica?

2.IV. Sean X, Y : M → TM campos y α,β sus respectivos ujos. Probar que si

[X, Y] = 0, entonces los ujos conmutan,

α(t, β(s, p)) = β(s, α(t, p))

en el siguiente sentido: donde existe una expresi�on existe la otra y son iguales.

2.V. Si f, g, h ∈ Ck(M) y X, Y, Z :M→ TM son campos de clase C1, probar que

X(fg) = X(f)g+ fX(g)

[X, fY] = X(f)Y + f[X, Y]

[X, [Y, Z]] = [Y, [X,Z]] + [Z, [Y, X]].

donde X(h)(p) = pr2 ◦ h∗p(X(p)) para h ∈ Ck(M) y p ∈M.

2.VI. Probar la Proposici�on 2.5.7.

2.VII. Si f :M→ N es un difeomor�smo y f∗X := f∗◦X◦f−1, probar que X :M→ TM

y f∗X : N → TN est�an f-relacionados. Si Xi, Yi (i = 1, 2) est�an f-relacionados, con

Xi :M→ TM e Yi : N→ TN, probar que

f∗[X1, X2] = [f∗X1, f∗X2]

y concluir que [X1, X2] est�a f-relacionado con [Y1, Y2].

2.VIII. Sea f :M → N una inmersi�on inyectiva. Si Y : N → TN es un campo tal que

Yf(x) ∈ ran(f∗x) para todo x ∈ M, probar que existe un �unico campo X : M → TM

tal que f∗X = Y.
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Cap��tulo 3
Grupos de Lie

Ojal�a supiera c�omo hacer que los

matem�aticos se interesen en los grupos de

transformaciones y sus aplicaciones a las

ecuaciones di�erenciales. Estoy seguro,

absolutamente seguro, de que estas

teor��as ser�an, en alg�un momento futuro,

reconocidas como fundamentales.

Sophus Lie, en una carta dirigida a

Adolf Mayer

D efinimos un grupo de Lie-Banach G como una variedad diferenciable de

clase C2 modelada por un espacio de Banach, tal que las operaciones pro-

ducto e inversa son tambi�en de clase C2; esto se puede resumir diciendo

que la funci�on (g, h) 7→ gh−1 es C2 como funci�on de G×G en G. Como veremos en

este cap��tulo (Secci�on 3.1.7), todo grupo de Lie es en realidad una variedad de clase

Cω (anal��tica real).

Pidiendo que el producto sea C2, se puede deducir que la inversi�on es C2, ver el

problema 3.ii de este cap��tulo.

Mencionamos al pasar que si M es una variedad diferenciable cualquiera, y

Diff(M) denota el grupo de difeomor�smos de M con la composici�on como la ope-

raci�on del grupo, este espacio no admite en general una estructura de grupo de Lie-

Banach, incluso en un caso tan \sencillo" como cuando M = S1.
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3.1. Teoŕıa general

Usaremos `g : G→ G, rg : G→ G, cg : G→ G para denotar los difeomor�smos

`g : h 7→ gh, rg : h 7→ hg, cg : h 7→ ghg−1.

A las diferenciales de estas aplicaciones las denotamos Lg, Rg, Adg : TG→ TG, aunque

se suele reservar Adg para la diferencial de cg en h = 1, y as�� Adg : T1G → T1G, se

denomina isomor�smo adjunto o representaci�on adjunta. Observemos que por la

regla de la cadena, para las diferenciales se veri�ca

Lhg = LhLg, Rhg = RgRh,

y adem�as que como `, r conmutan lo mismo ocurre con sus diferenciales:

LgRh = RhLg ∀ g, h ∈ G.

Como Lg es un isomor�smo (en particular Lg|T1G lo es), hay una identi�caci�on natural

entre TgG y LgT1G, que usaremos repetidamente (tambi�en hay una identi�caci�on con

RgT1G que puede usarse). Tambi�en se conveniente omitir el s��mbolo L en ocasiones

y escribir directamente

Lgv = gv

ya que aunque es un abuso de notaci�on, no conlleva a contradicciones ni mayores

problemas de interpretaci�on.

Observaci�on 3.1.1 (Regularidad de los mor�smos). Si f : G→ H es un mor�smo de

grupos de Lie (diferenciable), y G,H son de clase Ck, entonces f es de clase Ck−1.

Para probarlo, tomamos una curva diferenciable gt diferenciable por la identidad de

g. Se tiene f(ggt) = f(g)f(gt), y derivando en t = 0 vemos que

f∗gLg _g = Lf(g)f∗1 _g

y entonces f∗g = Lf(g)f∗1Lg−1 . Como el lado derecho es diferenciable (pues f lo es y

tambi�en lo son las operaciones en los grupos) vemos que g 7→ f∗g es diferenciable, en

particular es continua. Luego f es de clase C1. Ahora vemos, repitiendo el argumento,

que f es en realidad tan regular como lo sean los grupos. Como veremos luego, los

grupos de Lie siempre son de clase Cω, luego todo mor�smo diferenciable entre grupos

de Lie es en realidad de clase Cω.

Denotemos m : G×G→ G al producto del grupo m(g, h) = gh, y con I : G→ G

a la inversa I(g) = g−1. Puede probarse (y lo dejamos para el lector) que (TG,m∗, I∗)

es un grupo de Lie si G lo era.
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Lema 3.1.2 (Derivadas del producto y la inversa). Sean g, h ∈ G, sean _g = Lgx ∈
TgG, _h = Lhy ∈ ThG. Entonces para el producto se tiene

m∗(g,h)( _g, _h) = Rh _g+ Lg _h

o equivalentemente

m∗(g,h)(Lgx, Lhy) = Lg(Rhx+ Lhy).

Adem�as para la inversa se tiene

I∗g _g = −Lg−1Rg−1 _g.

Demostraci�on. Sea gt curva en G con g0 = g y derivamos m(gt, h) = gth = rhgt
en t = 0 para obtener m∗(g,h)( _g, 0) = Rh _g. Si hs es otra curva con h0 = h, derivando

m(g, hs) = ghs = `ghs en s = 0 obtenemos m∗(g,h)(0, _h) = Lg _h. Como m∗(g,h) es

un operador lineal

m∗(g,h)( _g, _h) = m∗(g,h)( _g, 0) +m∗(g,h)(0, _h) = Rh _g+ Lg _h

y esto prueba las a�rmaciones sobre el producto. Ahora escribimos m(g, I(g)) =

gg−1 = 1 para la curva gt, y derivando en t = 0 obtenemos

0 = m∗(g,I(g)) = Lg(I(g))
· + RI(g) _g

por lo reci�en demostrado. Como I(g)· = I∗g _g, despejando esto de la ecuaci�on anterior

se tiene la prueba de la a�rmaci�on sobre la inversa.

En particular m∗(1,1)(x, y) = x+y, y tambi�en I∗1x = −x, y de hecho trasladando

el producto al origen vemos que en general

Lg−1Rh−1m∗(g,h)(Lgx, Lhy) = x+Adhy.

3.1.1. Campos invariantes

Si v ∈ T1G, consideremos dado la funci�on suave

g 7→ Xv(g) = Lgv = (`g)∗1v,

que de hecho de�ne un campo en G. Este campo tiene la siguiente propiedad:

LgXv(h) = (`g)∗h(`h)∗1v = (`gh)∗1v = Xv(gh) = Xv ◦ `g(h) (3.1)

es decir LgXv = Xv`g para todo g ∈ G. Un campo con esta propiedad es un campo

invariante a izquierda en G, y el conjunto de los campos invariantes a izquierda se
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identi�ca con TeG mediante la construcci�on reci�en mencionada y su inversa, la cual

est�a dada, para cualquier campo X : G→ TG invariante a izquierda, por

X 7→ X(1).

De la misma propiedad de invariancia a izquierda y las de�niciones, vemos que Xv
est�a `g-relacionado consigo mismo para cada g ∈ G.

Proposición 3.1.3. Si X, Y : G → TG son campos invariantes a izquierda, en-

tonces el campo [X, Y] : G→ TG tambi�en es invariante a izquierda.

Demostraci�on. Como X, Y est�an `g-relacionados consigo mismo, lo mismo ocurre con

el corchete de Lie [X, Y] por el Lema 2.6.4, y esto por de�nici�on es equivalente a que

[X, Y] sea invariante a izquierda.

El �algebra de Lie-Banach g del grupo de Lie-Banach G es el espacio tangente

TeG en la identidad provisto de la estructura de Lie dada por los campos invariantes

a izquierda, esto es, si v,w ∈ T1G ' E, entonces

[v,w] := [Xv, Xw](1).

En general, se puede de�nir un �algebra de Lie-Banach g como un espacio de Banach

(real o complejo), provisto de un operador denominado corchete, [ , ] : g×g→ g que

es bilineal, antisim�etrico y veri�ca la identidad de Jacobi para todo x, y, z ∈ g

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0,

propiedad que se puede recordar teniendo en cuenta que un t�ermino se obtiene del

anterior desplazando los elementos a la izquierda, de manera c��cilica.

3.1.2. Grupos a un parámetro y exponencial

Si G es C2, los campos invariantes Xv son de clase C1, y entonces su ujo αv(s, g)

es �unico y de clase C1. Sea φv : Iv → G la funci�on φv(t) = αv(t, 1), donde Iv es el

intervalo maximal donde est�a de�nida la curva del ujo del campo αv(s, 1) que pasa

por la identidad del grupo. No es dif��cil ver que φv es un homomor�smo de Iv en G,

es decir, si s, t, s+ t ∈ Iv, entonces

φv(s+ t) = φv(s)φv(t) = φv(t)φv(s).

Para probarlo, basta ver que ambos lados son soluci�on de la ecuaci�on diferencial

d

ds
µt(s) = Xv(µt(s)),

lo cual es sencillo usando la de�nici�on de todos los objetos (Problema 3.iv).
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Para reducir la notaci�on, denotaremos φt al ujo φv(t), sea J ⊂ Iv intervalo

maximal sim�etrico donde φt est�a de�nido. Si t ∈ J y s > 0 es peque~no, entonces

−t, t+ s ∈ Iv. Entonces

cφtφs = φtφsφ
−1
t = φt+sφ−t = φt+s−t = φs.

Derivando en s = 0 vemos que Adφt v = v para todo t ∈ J. Luego Rφtv = Lφtv para
todo t ∈ J.

Lema 3.1.4. Para cada v ∈ T1G, se tiene Dom(φv) = R.

Demostraci�on. Supongamos que el dominio no es todo R, sea J = (−t0, t0) ⊂ Iv
intervalo maximal sim�etrico donde est�a de�nido el ujo con 0 < t0 < ∞, a�rmamos

que µ(t) = φv(t/2)
2, de�nida en 2J es el ujo de Xv, y esto nos dar��a una contradic-

ci�on. Es claro que µ(0) = 1 y que µ es suave. Por otro lado, µ(t) = m(φ(t/2), φ(t/2))

y por la regla de derivaci�on del producto vemos que

µ ′(t) = Rφ(t/2)
1

2
Lφ(t/2)v+ Lφ(t/2)Lφ(t/2)

1

2
v

= Lφ(t/2)Lφ(t/2)v = Lφ(t/2)φ(t/2)v = Lµ(t)v,

por la observaci�on previa y el hecho de que t/2 ∈ J. Esto prueba que µ es el ujo de

Xv, y as�� debe ser Dom(φv) = R.

Estas curvas φv son conocidas como grupos a un par�ametro en G; observemos

que φv(0) = 1 mientras que _φv(0) = v ∈ TeG = g. De aqu�� en m�as las denotaremos

φv(t) = etv por obvios motivos. Si queremos el ujo por cualquier g ∈ G, tenemos

las curvas a un par�ametro de�nidas en todo R dadas por

αg,v : t 7→ gφv(t) = ge
tv

que veri�can αg,v(0) = g, _αg,v(0) = Lgv ∈ TgG ' LgTeG.

Observaci�on 3.1.5 (Campos invariantes a derecha). >Qu�e ocurre si tomamos campos

invariantes a derecha, es decir

XRv (g) := (rg)∗1v = Rgv = vg

para v ∈ TeG y g ∈ G? Podemos volver a considerar el problema del ujo de estos

campos, y a�rmamos que las soluciones ahora ser�an las curvas etvg. Esto es porque

como Lφtv = Rφtv para todo t ∈ R, entonces φt = etv tambi�en es el ujo por la

identidad del campo invariante a derecha. Y luego derivando µt = rgφt = e
tvg vemos

que

µ ′ = RgRφv = Rφgv = Rµv

as�� que µ es el ujo por g del campos invariante a derecha.
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3.1.2.1. La exponencial del grupo

De�nimos la exponencial del grupo de Lie G como la aplicaci�on exp : g → G

que asigna

v 7→ e1v.

Observemos que exp(tv) = etv es el grupo a un par�ametro, soluci�on de la ecuaci�on

diferencial {
α ′ = Xv(α)

α(0) = e .

Tambi�en observemos que, como el ujo de los campos invariantes es suave, la funci�on

exp es diferenciable. Adem�as, como

exp∗0(v) = (etv)_= Xv(e) = v,

se deduce que exp∗0 es la identidad de g. Asumiendo que G es un grupo de clase de

C1 por lo menos, se deduce que para alg�un entorno abierto V de 0 ∈ g, la restricci�on

exp |V : V ⊂ g→ exp(V) ⊂ G (3.2)

es un difeomor�smo, de clase Ck−1 si G era Ck.

Veamos que esto nos permite formar un atlas can�onico paraG, el atlas exponencial.

Antes observemos que por la continuidad de la multiplicaci�on, dado un abierto W

entorno de 1, podemos hallar otro abierto U m�as peque~no tal que U3 = {xyz : x ∈
U} ⊂W. En efecto, basta tomar la preimagen de W por M, tomar un entorno Z×Z
dentro, tomar la preimagen de Z por m y all�� dentro tomar un entorno U×U. Este
U es abierto alrededor de 1 y veri�ca U4 = m(m(U,U),m(U,U)) ⊂ m(Z,Z) ⊂ W.

Como 1 ∈ U, en realidad tenemos U ⊂ U2 ⊂ U3 ⊂ U4 ⊂W. Por otro lado, tomando

U ∩U−1 podemos suponer que U = U−1.

Teorema 3.1.6. Sea G de clase Ck con k ≥ 2, sea U entorno de 1 tal que

U−1 = U y U3 ⊂ exp(V) con V como en (3.2). Para cada g ∈ G, consideramos

la carta (gU,ϕg) dada por ϕg(gu) = ϕg(ge
z) = z. Este sistema de cartas forma

un atlas compatible para G, de clase Ck−1.

Demostraci�on. Sea Z = exp−1(U), sea z ∈ Z, notemos que todas las cartan llegan

a Z. Si g1U ∩ g2U 6= ∅ entonces g1u1 = g2u2 para ui ∈ U. Tenemos que g−12 g1 =

u2u
−1
1 ∈ U2 y adem�as g−11 g2e

z ∈ U3 ⊂ expV, luego z 7→ exp−1(g−11 g2e
z) es Ck−1.

Ahora bien como g2e
z ∈ g2U ∩ g1U, tenemos g2e

z = g1e
w con w ∈ Z. Luego

ϕg1ϕ
−1
g2

(z) = ϕg1(g2e
z) = w = exp−1(g−11 g2e

z)

y esto prueba que los mapas de transici�on son de clase Ck−1.

Veremos luego que este atlas en realidad es tambi�en de clase Ck (reduciendo U),

y de hecho tanto G como el atlas exponencial son anal��ticos.
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3.1.3. La representación adjunta y morfismos

Dados v,w ∈ g, si tomamos Xv, Xw los correspondientes campos invariantes a

izquierda y etv, etw los respectivos grupos a un par�ametro por la identidad de G,

podemos calcular

g : t 7→ Adetv(w) = e
tvwe−tv.

Observemos que g es una funci�on a valores en g = TeG para todo t ∈ R. Luego su

derivada en t = 0 ser�a un elemento de g, y no es dif��cil ver por medio de la de�nici�on

de derivada de Lie de campos, que _g(0) = [v,w] = [Xv, Xw](1) (Ejercicio 3.v).

Dado un espacio de Banach E, denotaremos con GL(E) ⊂ B(E) a los operadores

inversibles de E en E. Sea Ad : G 7→ B(g) la aplicaci�on que asigna a cada g el operador

lineal

Adg = (`g)∗e(rg−1)∗e = LgRg−1 = LgR
−1
g .

Como Ad−1g = Adg−1 , vemos que la imagen de Ad est�a dentro del grupo de operadores

inversibles de g en g, denotado GL(g). Como este �ultimo es un abierto del �algebra de

Banach B(g), y el producto y la inversa all�� son operaciones anal��ticas (Ejemplo 1.5.7),

entonces GL(g) es un grupo de Lie-Banach. No es dif��cil probar que la exponencial

de este grupo est�a dada por la serie de potencias

T 7→ +∞∑
n=0

1

n!
Tn.

Teorema 3.1.7. Si G es grupo de Lie-Banach, entonces Ad : G 7→ B(g) es un

mor�smo de grupos de Lie-Banach suave.

Demostraci�on. Que Ad es mor�smo es inmediato de las de�niciones. Por otro lado

usando la carta exponencial de G tenemos que estudiar la suavidad de v 7→ Adev

como funci�on de g en B(g). Pero Adev = (`evre−v)∗1 y el grupo es (al menos) de

clase C2 entonces esta aplicaci�on es de clase C1 (m�as adelante veremos que como en

realidad G es Cω, entonces Ad es tambi�en Cω).

Denotamos ad : g → B(g) a la derivada del mor�smo Ad en g = 1. Entonces

tenemos que

adv(w) = [v,w] = [Xv, Xw](1) = LXvXw(1).

3.1.3.1. Homomorfismos y la naturalidad de exp

Dados dos grupos de Lie-Banach G,K, y una aplicaci�on diferenciable f : G → K,

diremos que f es un homomor�smo si f es un mor�smo de grupos.

Lema 3.1.8. Si f es mor�smo de grupos suave, entonces f∗1 : g → k es un

mor�smo de �algebras de Lie.
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Demostraci�on. Notar que si v,w ∈ g entonces

f(cetve
sw) = f(etveswe−tv) = f(etv)f(esw)f(etv)−1 = cf(etv)f(e

sw). (3.3)

Entonces derivando respecto de s en s = 0 se tiene primero

f∗1Adetvw = Adf(etv)f∗1w

ya que la diferencial de cg en h = 1 es Adg. Ahora derivamos en t = 0 y recordando

que la diferencial de Ad en g = 1 es el mor�smo ad, tenemos

f∗1(adv)(w) = ad(f∗1v)(f∗1w),

o en otras palabras

f∗1[v,w] = [f∗1v, f∗1w].

Observaci�on 3.1.9 (Naturalidad del mapa exponencial). Denotemos con expG, expK
las respectivas exponenciales de los grupos G,K, y con g, k denotemos las respectivas

�algebras de Lie-Banach. Puesto que el mor�smo f manda grupos a un par�ametro en

grupos a un par�ametro, seg�un vimos en la Observaci�on 3.1.8, se tiene que el siguiente

diagrama

g

expG

��

f∗1 // k

expK

��
G

f // K

es conmutativo, es decir expK ◦f∗1 = f ◦ expG.
M�as rigurosamente, como f es mor�smo tenemos f(e(t+s)v) = f(etvesv) =

f(etv)f(esv) y derivando en s = 0 tenemos

f∗etv exp∗tv v = Lf(etv)f∗1v = X
f∗1v(f(etv).

Pero entonces si consideramos la curva β(t) = f(etv) en K, esta veri�ca β(0) = 1

y por lo reci�en calculado β ′ = Xf∗1v(β), luego β es el ujo por la identidad del

campo invariante a izquierda Xf∗1v en K. Por la unicidad de los ujos debe ser β(t) =

expK(tf∗1v) y en particular en t = 1 obtenemos lo enunciado:

f(expG(v)) = f(e
v) = β(1) = expK(f∗1v).

Esta propiedad nos dice que la exponencial de grupos se comporta bien con los

mor�smos, y es entonces un mapa natural. Luego esta propiedad se conoce como la

naturalidad de la exponencial en grupos de Lie.
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Observaci�on 3.1.10 (La exponencial de la representaci�on adjunta). Usando la natu-

ralidad de la exponencial aplicada al mor�smo Ad : G 7→ B(g) (cuya difererencial en

g = 1 es ad), vemos que para cada v ∈ g se tiene Adev = ead v, donde la exponencial

de la derecha es la dada por la serie de operadores lineales.

Observaci�on 3.1.11. A partir de la relaci�on f ◦ expG(tv) = expK(tf∗1v) podemos ver

que el n�ucleo del mor�smo f y de su diferencial se relacionan de la siguiente manera:

ker f∗1 = {v ∈ g : expG(tv) ⊂ ker f}.

En efecto, si v ∈ ker f∗1 entonces f(etv) = ef∗1tv = e0 = 1, y rec��procamente, si v es

tal que f(etv) = 1 entonces derivando en t = 0 vemos que v ∈ ker f∗1. Notemos que

en particular, ker f es discreto si y solo si ker f∗1 = {0}.

Teorema 3.1.12 (Grupos a un par�ametro y suavidad autom�atica). Si G es grupo

de Lie y γ : R → G es un mor�smo continuo, entonces existe v ∈ g tal que

γ(t) = etv.

Demostraci�on. Sea U = −U entorno del origen donde exp es un difeomor�smo y

tal que exp tambi�en es un difeo en 2U. Tomamos ε > 0 tal que γ([−ε, ε]) ⊂ exp(U)

y consideramos Γ(t) = exp−1(γ(t)) que es una curva cuntinua en g que levanta

(localmente) γ con Γ(0) = 0. Para |t| ≤ ε es claro que

e2Γ(t/2) = (eΓ(t/2))2 = γ(t/2)2 = γ(t) = eΓ(t),

entonces Γ(t/2) = 1/2Γ(t). Inductivamente vemos que Γ(t/2n) = 1/2n(Γ(t) para todo

n ∈ N, y en particular Γ(s) ∈ 1/2nU para |s| ≤ ε/2n. Ahora vamos a extender a los

diadicos, tomamos k ∈ Z con |k| ≤ 2n y tomamos |t| ≤ ε/2n, entonces kΓ(t) ∈ k/2nU ⊂
U y adem�as

ekΓ(t) = γ(t)n = γ(kt) = eΓ(kt),

lo que prueba que Γ(kt) = kΓ(t) para k ≤ 2n para estos t. Combinando la propiedad

�ultima con la de las bisecciones, obtenemos la propiedad para los di�adicos

Γ(k/2nt) = k/2nΓ(t)

si |t| ≤ ε y |k| ≤ 2n. Ahora los di�adicos kt/2n son densos en [−t, t], y por la continuidad

de Γ obtenemos que Γ es mor�smo aditivo, esto es

Γ(t) = t/εΓ(ε) = tv

donde v = ε−1Γ(ε) ∈ v. Entonces localmente γ(t) = etv (para |t| ≤ ε) pero usando

que es mor�smo vemos que en realidad esto se traslada a todo R pues

Γ(kt) = γ(t)k = (etv)k = etkv.
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3.1.4. La diferencial del mapa exponencial

En esta secci�on presentamos f�ormulas expl��citas para la diferencial de la funci�on

exponencial de un grupo de Lie-Banach.

Observaci�on 3.1.13. Como los grupos a un par�ametro son tambi�en son el ujo por la

identidad de los campos invariantes a derecha (Observaci�on 3.1.5), podemos concluir

que

(etv) ′ = Letvv = Retvv.

Si G es de clase C2, los campos invariantes ser�an de clase C1, y lo mismo es cierto

para su ujo. Luego la exponencial es de clase C1.

Lema 3.1.14. Si G es de clase C2 y v,w ∈ g, entonces

exp∗v(w) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(v+ tw) =

∫1
0

e(1−t)vwetvdt

= ev
∫1
0

Ade−tvwdt = e
v

∫1
0

e−tadvdtw

= evF(adv)w = [G(adv)w] ev.

con F,G : C→ C las funciones enteras dadas por

F(λ) =
1− e−λ

λ
y G(λ) =

eλ − 1

λ

respectivamente.

Demostraci�on. Sea (U,ϕ) carta de G alrededor de ev, y consideremos la curva de-

�nido alrededor de t = 0 dada por

α(t) = ϕ(e(1−t)vet(v+w)) = ϕ(m(e(1−t)v, et(v+w)))

a valores en E -el espacio vectorial que modela G-. Calculamos su derivada por medio

de la observaci�on anterior y el Lema 3.1.2:

α ′(t) = ϕ∗e(1−t)vet(v+w)Ret(v+w)Le(1−t)v(−v) + Le(1−t)vRet(v+w)(v+w),

recordando tambi�en que R y L conmutan nos queda

α ′(t) = ϕ∗e(1−t)vet(v+w)Ret(v+w)Le(1−t)vw.

Integramos en el intervalo [0, 1] para obtener la primer f�ormula

ϕ(ev+w) −ϕ(ev) = α(1) − α(0) =

∫1
0

α ′ =

∫1
0

ϕ∗e(1−t)vet(v+w)Ret(v+w)Le(1−t)vwdt.
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3.1. Teoŕıa general 67

Reemplazando w por sw, y dividiendo por s, se tiene

1

s
(ϕ(ev+sw) −ϕ(ev)) =

∫1
0

ϕ∗e(1−t)vet(v+sw)Ret(v+sw)Le(1−t)vwdt.

Haciendo tender s→ 0 se tiene

ϕ∗ev exp∗vw =

∫1
0

ϕ∗evRetvLe(1−t)vwdt = ϕ∗ev

∫1
0

LevAde−tvwdt, (3.4)

donde usamos que ϕ∗ev es una transformaci�on lineal continua. Usando que es un

isomor�mo, se cancela de ambos lados y se obtiene la primer identidad del lema.

Tambi�en notamos que Lev es lineal y puede ponerse tanto dentro o fuera de la integral

por su continuiudad. Como Ade−tv = e−tadv, obtenemos las identidades integrales

para la diferencial.

Para obtener las identidades sin integral (las que conllevan el c�alculo funcional

con F o con G), notamos que podemos integrar la curva de operadores t 7→ e−tadv y

luego aplicarla a w (en otras palabras, w sale fuera de la integral a la derecha). Como

e−tadv =
∑
n≥0

1

n!
(−1)ntn(adv)n,

Integrando t�ermino a t�ermino,

exp∗vw = Lev
∑
n≥0

1

n!

∫1
0

tn(−1)n(adv)ndtw = ev
∑
n≥0

(−1)n

(n+ 1)!
(adv)nw

se tiene la identidad con la funci�on F, ya que

F(λ) =
∑
n≥0

(−1)n

(n+ 1)!
λn. (3.5)

La identidad con la funci�on G se obtiene de la ya probada para F, operando formal-

mente con el operador eadv = Adev .

Como σ(F(T)) = F(σ(T)) para todo operador lineal T , deducimos que esta dife-

rencial es inversible si y s�olo si

σ(adv) ∩ {2kπi : k ∈ Z6=0} = ∅.

Con m�as precisi�on, como σ(adv) ⊂ σ(v) − σ(v) (Lema 4.1.1 y Corolario B.3.2), la

diferencial de la exponencial ser�a inversible siempre que λ − µ 6= 2kπi (k 6= 0) para

todo λ, µ ∈ σ(v).

Para una funci�on entera F : C→ C, existen relaciones entre su velocidad de creci-

miento y la cantidad de ceros que tiene F en regiones acotadas. Sin entrar en detalles,
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mencionamos las nociones m��nimas para escribir la factorizaci�on de Weierstrass de

una funci�on entera F.

Consideremos el m�aximo de F en un disco,

M(r) = m�ax
|λ|≤r

|F(λ)| = m�ax
|λ|=r

|F(λ)|.

El orden de crecimiento ρ de F est�a dado por el l��mite

ρ = l��m sup
r→+∞

ln lnM(r)

ln r
.

El orden puede ser +∞. Es f�acil chequear que si F,G son enteras de orden ρF, ρG
respectivamente entonces

ρF+G, ρFG ≤ m�ax{ρF, ρG}.

Los detalles pueden verse en la monograf��a [71] de Boris Levin de acceso libre en la

p�agina de la AMS. Cualquier funci�on F de orden �nito ρ ≤ 1 tiene una expansi�on de

Weierstrass

F(λ) = C λjeaλ
∏
k∈Z

(
1−

λ

zk

)
e
λ
zk .

Aqu�� {zk} ⊂ C− {0} son las ra��ces no nulas de F y

C = F(λ)/λj |λ=0 ∈ C,

donde j ∈ N es el orden de λ = 0 como ra��z de F. El producto converge uniformemente

sobre compactos de C a la funci�on F. El exponente a ∈ C se puede calcular de la

siguiente manera:

a =
d

dλ
ln(F(λ)/λj) |λ=0 .

En particular, como la exponencial λ 7→ eλ tiene orden ρ = 1, lo mismo se puede

decir de senos y cosenos, con lo cual es f�acil hallar la expresi�on

F(λ) =
1− e−λ

λ
= e−

1
2
λ
∏
k∈Z6=0

(
1−

λ

2kπi

)
e

λ
2kπi .

Corolario 3.1.15. Si v,w ∈ A, entonces

exp∗v(w) = e
ve−

1
2
adv

∏
k∈Z6=0

(
1−

adv

2kπi

)
e
adv
2kπi (w).

http://www.genealogy.ams.org/id.php?id=63089
http://www.ams.org/online_bks/mmono150/
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3.1.5. La representación local del producto

Consideremos v,w ∈ g cercanos a 0, entonces la funci�on B : U × U → g de�nida

en un entorno de 0

B(v,w) = exp−1(evew)

es una funci�on suave. Como eB = evew = m(ev, ew), usando la regla de derivaci�on

del producto es f�acil ver que DB(0,0)(v,w) = v+w. Como B(0, 0) = 0, la f�ormula de

Taylor 1.4.3 nos dice que

B(v,w) = v+w+

∫1
0

(1− t)D2B(tv,tw)(v,w)dt

y en particular

‖B(v,w) − (v+w)‖ ≤ K‖v‖2‖w‖2 (3.6)

donde K > 0 es una constante que s�olo depende de la norma elegida.

Esta funci�on B es de hecho anal��tica en grupos de Lie-Banach, y admite un desa-

rrollo en serie en t�erminos de los corchetes de Lie del �algebra. En esta secci�on discu-

tiremos algo m�as elemental: los dos primeros t�erminos del desarrollo en serie de

t 7→ B(tv, tw) = exp−1(etvetw).

Lema 3.1.16. Si G es C3, para t ∈ R su�cientemente peque~no se tiene

etvetw = exp(t(v+w) +
t2

2
[v,w] + o(t3)).

Demostraci�on. Observemos que si f(t) = B(tv, tw) entonces f0 = exp−1(e0e0) = 0,

y tambi�en que eft = etvetw, luego derivamos con la regla de la cadena, y usando la

f�ormula de la diferencial de la exponencial se tiene

Left

∫1
0

e−sadftf ′tds = LetvRetw(w+ v)

donde para derivar el lado derecho usamos el Lema 3.1.2. Como Left = Letvetw ,

multiplicando por Le−ft obtenemos∫1
0

e−sadftf ′tds = Le−twRetw(w+ v) = w+Ade−twv = w+ e−tadwv (3.7)

puesto que Ade−tww = w por la ecuaci�on (3.4). Evaluando en t = 0, como f0 = 0

vemos que f ′0 = v+w. Escribimos entonces ft = t(v+w) +
t2

2
f ′′0 + o(t

3) mediante la
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f�ormula de Taylor (Observaci�on 1.4.4). Tambi�en es claro que f ′t = v+w+ tf ′′0 +o(t
2)

y entonces

e−sadftf ′t = f
′
t − s[ft, f

′
t] +

s2

2
[ft, [ft, f

′
t]] + . . .

= v+w+ tf ′′0 + o(t2) − s[t(v+w) +
t2

2
f ′′0 , v+w+ tf ′′0 ] + o(t

2)

= v+w+ tf ′′0 + o(t2)

puesto que [t(v+w), v+w] = 0. Integrando s en [0, 1] tenemos entonces de la ecuaci�on

(3.7) que

v+w+ tf ′′0 + o(t2) = w+ e−tadwv

= w+ v− t[w, v] +
t2

2
[w, [w, v]] + o(t3)

= v+w− t[w, v] + o(t2).

Debe ser entonces f ′′0 = −[w, v] = [v,w], y nuevamente con el desarrollo de Taylor de

f, se tiene f(t) = f0 + tf
′
0 +

t2

2
f ′′0 + o(t3) = t(v+w) + t2

2
[v,w] + o(t3) que es lo que

quer��amos probar.

3.1.5.1. Fórmulas de Lie-Trotter

Las siguientes f�ormulas son conocidas como f�ormulas de Lie-Trotter de la funci�on

exponencial.

Lema 3.1.17. Si v,w ∈ g, entonces

exp(v+w) = l��m
n→∞

(
ev/new/n

)n
y

exp([v,w]) = l��m
n→∞

(
e−v/ne−w/nev/new/n

)n2
.

Demostraci�on. Para n ∈ N su�cientemente grande, v/n yw/n est�an su�cientemente

cerca del origen como para usar la f�ormula del Lema 3.1.16. Entonces

exp−1(ev/new/n) = 1/n(v+w) +
1/2

n2
[v,w] + o(1/n3)

de donde

ev/new/n = exp(1/n(v+w) +
1/2

n2
[v,w] + o(1/n3)) (3.8)

= exp(1/n(v+w) + o(1/n
2))
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y entonces

(ev/new/n)n =
[
exp(1/n(v+w) + o(1/n

2))
]n

= exp((v+w) + o(1/n)).

Tomando l��mite para n → ∞ se tiene la primer identidad. Iterando la ecuaci�on del

lema, tenemos

e−v/ne−w/nev/new/n = exp(A(n)) exp(B(n))

donde

A(n) = 1/n(v+w) +
1/2

n2
[v,w] + o(1/n3)

y

B(n) = −1/n(v+w) +
1/2

n2
[v,w] + o(1/n3).

Aplicando nuevamente la f�ormula del lema,

exp−1(eAeB) = A+ B+ 1/2[A,B] + o(1/n
3) = 0+

1

n2
[v,w] + o(1/n3),

luego

(e−v/ne−w/nev/new/n)n
2

=
[
exp(1/n2[v,w] + o(1/n

3))
]n2

= exp([v,w] + o(1/n)),

y haciendo tender n→∞ tenemos la segunda f�ormula.

3.1.6. La serie de Baker-Campbell-Hausdorff

La serie de Baker-Campbell-Hausdor� de v,w ∈ g est�a dada por

BCH(v,w) = v ∗w = exp−1(evew),

para v,w su�cientemente peque~nos. Estos resultados que siguen, extienden los de la

Secci�on 3.1.5.

Proposición 3.1.18 (Serie BCH). Sea G de clase C2, si v,w ∈ g son su�ciente-

mente peque~nos, entonces

BCH(v,w) =
∑
n≥1

(−1)n+1

n

∫1
0

(
etadvetadw − 1

)n−1
(v+ etadvw)dt.

En particular BCH(v,w) se obtiene iterando corchetes de v y w.
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Demostraci�on. Sea z = z(t) = exp−1(etvetw), que como discutimos es una funci�on

suave para t su�cientemente peque~no. Derivando la relaci�on ez(t) = etvetw obtene-

mos, por la f�ormula de la diferencial de la exponencial

[G(adz)z ′]ez = vez + ezw,

luego

G(adz)z ′ = v+ eadzw = v+ etadvw,

puesto que eadzw = etadvetadww = etadvw. Ahora notemos que, para λ ∈ C con

|λ| < log(2), se tiene

λ = log(eλ) =
∑
n≥1

(−1)n+1

n
(eλ − 1)n,

luego

G(λ)−1 =
λ

eλ − 1
=
∑
n≥1

(−1)n+1

n
(eλ − 1)n−1.

Entonces, si t es su�cientemente peque~no se veri�ca ‖adz‖ < log(2) con lo cual

z ′ = G(adz)−1
(
v+ eadtvw

)
=
∑
n≥1

(−1)n+1

n
(eadz − 1)n−1

(
v+ etadvw

)
.

Pero si observamos que z(0) = 0, entonces

exp−1(evew) = z(1) = z(1) − z(0) =

∫1
0

z ′(t)dt

lo que nos da la f�ormula del enunciado.

Observaci�on 3.1.19. Reordenando la expresi�on integral del lema se obtiene la f�ormula

BCH(v,w) = v+

∫1
0

g(etadvetadw)wdt,

con g : C→ C la funci�on entera dada por

g(λ) = 1+
∑
n≥1

(−1)n+1

n(n+ 1)
(λ− 1)n.

Mientras que si desarrollamos (etadvetadw − 1)n−1 en serie en la expresi�on del lema

se obtiene una famosa f�ormula debida a E.B. Dynkin de la serie de Baker para v,w:∑
n≥1

(−1)n+1

n

1

(i1 + j1) + · · ·+ (in + jn)

[v(i1), w(ji), · · · , v(in), w(jn)]

i1!j1! · · · in!jn!

http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=17507
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donde la suma es sobre las 2n-uplas (i1, · · · , in, j1, · · · , jn) tales que ik + jk ≥ n, y
para r ∈ N se denota

[· · · , v(r), · · · ] := [· · · , [v, [v, [· · · [v,︸ ︷︷ ︸
r veces

[· · · ]]].

Observemos que, donde est�a de�nida la serie, es una funci�on anal��tica. Luego

podemos desarrollar en serie alrededor del origen

BCH(tv, tw) =
∑
k≥0

tkpk(v,w)

con pk homog�eneos de grado k en (v,w). Como puede verse del desarrollo de Dynkin

reci�en obtenido, los polinomios homog�eneos son en realidad corchetes de Lie que

involucran k t�erminos en v y w. Los primeros polinomios son (comparar con el Lema

3.1.16)

p0 = 0, p1 = v+w, p2 = 1/2[v,w],

p3 = 1/12[v−w, [v,w]] = 1/12[v, [v,w]] + 1/12[w, [w, v]].

3.1.7. Grupos locales y la regularidad de los grupos de Lie

Veremos en esta secci�on como dotar a un grupo de una estructura de grupo de

Lie usando la noci�on de grupo local. Luego, mediante la estructura de grupo local

dada por la serie de Baker-Campbell-Hausdor� en un grupo de Lie, veremos que todo

grupo de Lie es de clase Cω (anal��tica real).

Teorema 3.1.20 (Teorema del grupo local). Sea G grupo y V = V−1 conjunto

que contiene al 1. Supongamos que U es una variedad de clase Ck (k ≥ 0) de

manera tal que valen

L1 El conjunto D = {(x, y) ∈ V × V : xy ∈ V} es abierto en V × V y la multipli-

caci�on mV : D→ V es de clase Ck all��.

L2 La inversi�on I(x) = x−1 es de clase Ck en V.

L3 Para todo g ∈ G existe un entorno abierto de la identidad Vg ⊂ V tal que

cg(Vg) ⊂ V y cg es suave en Vg (cg(h) = ghg−1 es la conjugaci�on del

grupo).

Entonces existe una �unica estructura de grupo de Lie en G tal que la inclusi�on

U ↪→ G es un difeomor�smo con un abierto de G. Adem�as si V genera G,

entonces la condici�on [L3] no es necesario veri�carla, se deduce de las otras

dos.
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Demostraci�on. Declaramos V abierto en G y con esto le damos a G la estructura de

grupo topol�ogico, declarando xV abierto en G para todo x ∈ G. Como V es difeomorfo

(u homeomorfo en el peor de los casos) via un mapa ϕ : V → U = ϕ(V) ⊂ E a un

abierto U en un espacio de Banach, la topolog��a es Hausdor� y de base numerable.

Tomamos un abiertoW alrededor de 1 tal queW =W−1 ⊂ V tal queW2×W2 ⊂ D,
en particular W2 ⊂ V pues 1 ∈ W. Consideramos el atlas (xW,ϕx) con x ∈ G y

ϕx(xy) = ϕ(y), esto es ϕx = ϕ◦`x−1 . Veamos que se trata de cartas compatibles, para

eso miramos una intersecci�on xW ∩yW y notamos que si h = xg1 = yg2 ∈ xW ∩yW
entonces x−1y = g1g

−1
2 ∈ W2 ⊂ V, luego x−1y = ϕ−1(s) para s ∈ U. Miramos el

mapa de transici�on Φ = ϕx ◦ ϕ−1
y : ϕy(xW ∩ yW) → ϕx(xW ∩ yW), sabemos que

h = yg2 = ϕ
−1
y (z) = yϕ−1(z) con z ∈ U, y se tiene

Φ(z) = ϕx ◦ϕ−1
y (z) = ϕx(h) = ϕx(yg2) = ϕ(x

−1yg2) = ϕ(ϕ
−1(s)ϕ−1(z)).

Esto es

Φ(z) = ϕ(ϕ−1(s)ϕ−1(z)) = ϕ ◦m(x−1y,ϕ−1(z)). (3.9)

Como x−1y ∈ W2 y ϕ−1(z) ∈ W ⊂ W2 entonces (x−1y,ϕ−1) ∈ D donde m es

suave, as�� que Φ es suave. Por la misma de�nici�on de las cartas, si escribimos `g en

coordenadas es la identidad as�� que `g es un difeomor�smo de G para todo g ∈ G. Si
h = xg ∈ xW, entonces es f�acil ver que

I(h) = I(xh) = h−1x−1 = `x−1 ◦ cx ◦ I
∣∣
W
◦ `x−1(h), (3.10)

como todas las funciones son suaves por hip�otesis (cortandoW con Vx si es necesario

para que la conjugaci�on cx sea suave en un entorno de x−1h ∈W, mediante el axioma

L3), se concluye que I es suave en xW y entonces es suave en todo G. Ahora veamos

que cada cg(h) = ghg−1 tambi�en es suave fuera de Ug, de hecho un difeomor�smo

pues tiene una inversa que se computa como cg−1 que resultar�a por ende suave

tambi�en. Como cg ◦ `h = `ghg−1 ◦ cg, basta probar que cg es suave en alg�un entorno

de la identidad, pero eso lo tenemos como hip�otesis. Ahora veamos que el producto

es suave en G, tomamos h = xg1 ∈ xW, h = yg2 ∈ yW, reducimos W a Vx, Vy
respectivamente y notamos que

m(h, h) = `xy ◦m
∣∣
V×V ◦ (cy−1 × id) ◦ (`x−1 × `y−1)(h, h). (3.11)

Entonces m es suave en xVx × yVy ⊂ xW × yW y con esto es suave en G. Hemos

probado que G es un grupo de Lie, y la inclusi�on i : V ↪→ G es un difeomor�smo

por construcci�on. La unicidad de la estructura se sigue del hecho de las traslaciones

deben ser difeomor�smos en ambas estrucuras diferenciables, y las dos coinciden en

un entorno de la identidad.
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Supongamos que V genera G. Entonces dado g ∈ G escribimos g = g1g2 · · ·gn
con los gi ∈ W, y la conjugaci�on se descompone como cg = cg1cg2 · · · cgn . Cada gi
es suave porque el producto y la inversa son suaves en Vgi ; cada cgi �ja el 1 as�� que

achicando los Vgi podemos suponer que cgk(Vgk) ⊂ Vgk−1 para k = 1, . . . , n y as�� la

composici�on cg es suave en Vg = Vgn .

Recordamos que en este texto presentamos a los grupos de Lie requiriendo que

sean variedades de clase C2 con operaciones de la misma clase. Veremos a continuaci�on

como esta condici�on C2 implica que la estructura diferenciable es en realidad de clase

Cω, y tambi�en que las operaciones son de clase Cω.

Observaci�on 3.1.21 (Las componentes de G y las traslaciones). Si G es grupo de Lie,

todas las componentes conexas son isomorfas a G1 (la componente de la identidad)

via `. Esto es porque si g ∈ G2 (otra componente), entonces `g(G1) = G2: `g(G2) es

conexo y contiene a g = g · 1, luego `g(G1) ⊂ G2 y razonando con `g−1 tenemos la

otra inclusi�on. Es m�as, tomando como atlas cualquier carta alrededor de la identidad

trasladad por `, los mapas `g se ven como la identidad en este atlas, luego ser�an tan

regulares o suaves como lo sea la estructura diferenciable de G. Y as��, si dotamos a

G1 de una estructura de clase Ck, todas las dem�as componentes conexas ser�an igual

de regulares que esta.

Teorema 3.1.22. Todo grupo de Lie de clase C2 es de clase Cω, todo mor�smo

diferenciable entre grupos de Lie es tambi�en de clase Cω.

Demostraci�on. Por la observaci�on anterior, podemos suponer que G es conexo. To-

mamos un entornoW como en el teorema del grupo local, pero lo achicamos m�as si es

necesario para que la serie de Baker-Campbell-Hausdor� sea convergente en U × U,
donde U = exp−1(W). Tomando como atlas las cartas trasladas por `g, tomamos

z ∈ ϕy(xW ∩ yW) = exp−1(xW ∩ yW) y el mapa de transici�on Φ = ϕx ◦ϕ−1
y se ve

de acuerdo a la prueba de dicho teorema (3.9) como

Φ(z) = ϕ(ϕ−1(s)ϕ−1(z)) = exp−1(esez) = BCH(s, z)

as�� que resulta de clase Cω. En el entorno W, la inversa se ve como v 7→ −v

usando la carta exponencial, as�� que es claramente anal��tica. Tambi�en las trasla-

ciones a izquierda son tautol�ogicamente anal��ticas por la observaci�on anterior. Vea-

mos que la conjugaci�on es anal��tica en un entorno de la identidad: podemos escribir

g = g1 . . . gn = ev1ev2 . . . evn con los vi ∈ U y como cg = cg1 . . . cgn basta ver que

cev lo es. Pero

ϕ(cevϕ
−1(z)) = exp−1(eveze−z) = Adevz = e

advz
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que es claramente anal��tica como funci�on de z por ser lineal. De cg◦`h = `ghg−1◦cg en
realidad vemos que cg es anal��tica en todo G. Ahora de la identidad (3.10) podemos

deducir que la inversi�on es entonce anal��tica en todo G, y de la identidad (3.11)

vemos que para probar que el producto es anal��tico, basta verlo en un entorno de la

identidad. Pero si ev, ew ∈W entonces

ϕ(m(ev, ew)) = BCH(v,w)

y entonces el producto es de clase Cω localmente, con el mismo argumento que en

el teorema anterior, es globalmente Cω. La a�rmaci�on sobre los mor�smos es ahora

consecuencia de la Observaci�on 3.1.1.

Observaci�on 3.1.23 (El quinto problema de Hilbert). Puede uno preguntarse si la

condici�on de regularidad C2 puede relajarse, ya que como vimos, para los mor�smos

basta con que sean continuos para concluir que sean anal��ticos. Este es el quinto

problema de Hilbert, que preguntaba si un grupo topol�ogico que es a su vez una

variedad de clase C0, es entonces un grupo de Lie. En el caso de variedades en dimen-

si�on �nita (de manera que G es una variedad C0 modelada por un espacio vectorial

de dimensi�on �nita), la respuesta al quinto problema de Hilbert es a�rmativa, como

probaron Montgomery-Zippin [66] y Gleason [40] en los a~nos 50. Un paso intermedio

de la demostraci�on es llegar a que hay una estructura local de clase C1,1 en el grupo

C0, en el sentido siguiente: hay una carta (U,ϕ) alrededor de la identidad del grupo,

donde si x, y ∈ ϕ(U) entonces el producto tiene la regularidad siguiente

x ∗ y = ϕ(ϕ−1(x)ϕ−y) = x+ y+ o(‖x‖ ‖y‖).

Esto es equivalente a que el producto m : G × G → G sea de clase C1 en alg�un

entorno de la identidad, y adem�as las derivadas parciales sean localmente Lipschitz

all��. Por la f�ormula para la diferencial de m, esta �ultima condici�on es equivalente a

que g 7→ Lg, g 7→ Rg sean localmente Lipschitz en alg�un entorno de 1. La funci�on

ϕ−1 juega aqu�� el papel de la funci�on exponencial del grupo (que a priori no existe

porque el grupo no es diferenciable), y lo que tenemos es un an�alogo de la f�ormula

de Baker-Campbell-Hausdor�.

La demostraci�on de este primer paso, que involucra las llamadas m�etricas de

Gleason, se rompe r�apidamente en dimensi�on in�nita, ya que el hecho de que G es

localmente compacto es clave para muchos de los pasos (esta prueba puede verse en

el texto de Tao [85, Secciones 1.3.3-5]).

Sin embargo, si uno parte de un grupo topol�ogico G de clase C0 modelado por

un espacio de Banach y asume que este es de clase C1,1 en el sentido antes explicado

(el producto es C1 en alg�un entorno de g = 1 y L, R son localmente Lipschitz all��),

entonces puede munirse a G de una estructura de grupo de Lie de clase Cω que
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preserva la topolog��a original, siguiendo los pasos explicados en el texto de Tao [85,

Secci�on 1.2.5], sin mayores modi�caciones. La idea central es probar que la operacion

x ∗ y es anal��tica, y esto le da una estructura de grupo de Lie local Cω a ϕ(U), que

se copia a U usando la carta ϕ. Luego es cuesti�on de copiar esta estructura por todo

el grupo usando el teorema del grupo local.

3.2. Subgrupos de Lie-Banach

Un subgrupo de Lie-Banach es un subgrupo que es tambi�en subvariedad. Nueva-

mente hay que considerar distintos tipos: subvariedades inmersas (el tangente es un

subespacio cerrado), embebidas (tienen la topolog��a de subespacio pero no necesaria-

mente se parte el tangente), embebidas-partidas (regulares). Todo subgrupo de Lie

(embebido) K ⊂ G es topol�ogicamente cerrado en G, pues es localmente cerrado por

ser subvariedad (Ejercicio 3.vi). Reservaremos el nombre subgrupo de Lie-Banach a

aquellos subgrupos que sean subvariedades embebidas, es decir, a aquellos subgrupos

que sean variedades diferenciables cuya topolog��a coincida con la heredada. Tambi�en

denominaremos subgrupo anal��tico a aquel subgrupo que siendo variedad diferencia-

ble, tenga una topolog��a m�as �na o igual que la heredada, es decir que es un subgrupo

inmerso.

En general, si H ⊂ G es un subgrupo topol�ogico de un grupo de Lie-Banach

G, cerrado para la topolog��a de subespacio, entonces si expG : g → G denota la

exponencial de G, podemos poner

h := {v ∈ g : expG(Rv) ⊂ H}.

Este resulta un subconjunto cerrado de g. Pero no es dif��cil ver que se trata de hecho

de un �algebra de Lie-Banach, como veremos en la Proposici�on 3.2.3. Por restricci�on

se tiene una aplicaci�on exponencial

expH : h→ H.

Una consecuencia del Teorema de Frobenius (ver la Observaci�on 2.6.3) es que si tiene

suplemento, esta sub�algebra es integrable, en el sentido siguiente: el grupo generado

por las exponenciales de elementos de h, es decir

H1 = 〈expG(h) : h ∈ h〉,

tiene una estructura de grupo de Lie-Banach en la que h es su �algebra de Lie-Banach

y la exponencial del grupo H1 est�a dada por la restricci�on de la exponencial de G

seg�un se explic�o reci�en.

La inclusi�on H1 ⊂ G es una subvariedad inmersa en el sentido de que la inclusion

es diferenciable y la diferencial de la inclusi�on es inyectiva y de rango cerrado, y
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permite dar a H una estructura diferenciable que hace de �este un grupo de Lie-

Banach de manera que H1 es la componente conexa de la identidad de H. En el caso

�nito dimensional, H1 es una subvariedad embebida de G y entonces la topolog��a

inducida por la estructura de variedad que se le dio a H, coincide con la topolog��a

original de �este. En el contexto de dimensi�on in�nita, no es dif��cil dar un ejemplo

de un subgrupo topol�ogico cerrado H de un grupo de Lie-Banach G, cuya estructura

diferenciable inducida por la construcci�on reci�en mencionada le da una topolog��a que

no coincide con la topolog��a original de H como subespacio topol�ogico de G (ver el

Ejemplo 3.2.9).

Si comenzamos con una sub�algebra de Lie suplementada (y no con un subgrupo

cerrado), la construcci�on reci�en mencionada del grupo generado por las exponenciales

de elementos de la sub�algebra se puede hacer sin inconvenientes, pero cabe destacar

que en general H1 no resultar�a subvariedad regular (ni embebida) de G, ni siquiera

en dimensi�on �nita. Un ejemplo sencillo de esta a�rmaci�on, se obtiene considerando

el ejemplo ya mentado

K ⊂ T = S1 × S1

donde K es el grupo de Lie que integra la sub�algebra de Lie generada por el elemento

(π, πa), y a ∈ R es un n�umero irracional a elecci�on del lector. Este subgrupo K

resulta una curva densa en el toro, y por lo tanto no puede ser subgrupo de Lie con

la topolog��a de subespacio.

3.2.1. El álgebra de Lie de un subgrupo cerrado

Sea K ⊂ G subgrupo de Lie inmerso. Como i : K → G es un mor�smo de grupos

de Lie suave, el Lema 3.1.8 nos dice que i∗ es un mor�smo de �algebras de Lie:

para v,w ∈ T1K, tenemos que i∗1[v,w]K = [i∗1v, i∗1w]G. Si identi�camos T1K con

el subespacio k = i∗1T1K ⊂ G, vemos que k es sub�algebra de Lie de g. Veamos como

el mapa exponencial nos permite describir esta sub�algebra como aquella que genera

subgrupos a un par�ametro en K:

Lema 3.2.1 (Sub�algebra de subgrupo inmerso). Sea K ⊂ G subgrupo inmerso,

k = T1K el subespacio tangente en k = 1 de la subvariedad K ⊂ G. Entonces la
exponencial de K es la restricci�on de la exponencial de G y adem�as

k = {v ∈ g : etv ⊂ K ∀t ∈ R}

Demostraci�on. Sea S el conjunto de la derecha. Podemos caracterizar T1K como las

clases de equivalencias de curvas suaves en K por la identidad. Entonces claramente

si v est�a en el conjunto de la derecha la curva α(t) = etv cumple estos requisitos

y se tiene la inclusi�on T1K ⊃ S. Por otro lado, consideremos el campo invariante a

izquierda Xv en G. Como TgK = LgT1K para todo g ∈ K, vemos que Xv es tangente
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a K siempre que v ∈ T1K. Luego induce un campo X|K en K que est�a i-relacionado

con X; existe un intervalo J alrededor de t = 0 tal que el ujo φ de X|K por g = 1

coincide all�� con el ujo de X (Observaci�on 2.5.8). Entonces para t ∈ J tenemos que

expK(t) = etv, a�rmamos que J = R. Supongamos que no, sea J = (a, b) maximal

donde vale la igualdad con 0 < b <∞, tomemos µ(t) = (etv/2)2. Es claro que µ est�a

de�nida en 2J, que µ(0) = 1 y que µ ⊂ K ya que K es un grupo. Ahora µ(t) = etv

luego µ ′t = etvv = µtv, entonces µ es soluci�on de la ecuaci�on del ujo de X|K, as��

que extiende la soluci�on original, contradicci�on. Como J = R, hemos probado que

etv ⊂ K para t ∈ R. Esto prueba la otra inclusi�on y tambi�en que la exponencial de G

se restringe bien al subgrupo inmerso.

Observaci�on 3.2.2. Si K ⊂ G es subgrupo de Lie inmerso y cerrado, el siguiente

argumento m�as directo muestra por qu�e la exponencial se restringe bien: sea γ ⊂ K
es una curva por 1 con γ ′0 = v, la podemos levantar al tangente g usando que la

exponencial de G es un difeomor�smo local, γt = expG(Γt) y es claro que Γ0 = 0.

Vemos que v = γ ′0 = exp∗Γ0 Γ
′
0 = Γ

′
0 y notamos que

l��m
n
γ(t/n)n = l��m

n
enΓ(t/n) = etΓ

′
0 = etv.

Como K es subgrupo cerrado, el lado izquierdo est�a en K para todo t, luego el lado

derecho tambi�en y esto prueba que etv ⊂ K.
Por otro lado, si partimos de un subgrupo topol�ogico cerrado K ⊂ G, gracias a las

f�ormulas de Lie-Trotter, obtenemos la prueba de que este subgrupo cerrado tiene un

�algebra de Lie-Banach asociada con la misma propiedad que en el caso anterior:

Proposición 3.2.3. Sea G grupo de Lie-Banach y sea K ⊂ G un subgrupo cerra-

do. Sea

k = {v ∈ A : etv ∈ K ∀t ∈ R}.

Entonces k ⊂ g es una sub�algebra de Lie-Banach real.

Demostraci�on. Si vn → v en g con vn ∈ k, entonces

exp(tv) = l��m
n

exp(tvn) ∈ K

para todo t ∈ R, con lo cual k ⊂ g es un subconjunto cerrado. Por otra parte, si v ∈ k

entonces sv ∈ k para todo s ∈ R por de�nici�on. Ahora supongamos que v,w ∈ k,

entonces por las primer f�ormula de Lie-Trotter

et(v+w) = etv+tw = l��m
n
(etv/netw/n)n.

Como etv/n ∈ K para todo t, n (y lo mismo vale para w), y K es un grupo, el

producto etv/netw/n y la potencia n-esima de este est�an en K; como K es cerrado el
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l��mite tambi�en y esto prueba que v+w ∈ k. Entonces k ⊂ g es un subespacio cerrado.

Ahora con la segunda f�ormula de Lie-Trotter

et[v,w] = e[tv,w] = l��m
n
(e−tv/ne−w/netv/new/n)n

2

y repitiendo el argumento anterior, probamos que k es una sub�algebra de Lie.

El que sigue es un resultado que caracteriza los subgrupos de Lie.

Teorema 3.2.4. Sea G grupo de Lie, sea H ⊂ G un subgrupo cerrado y sean

h ⊂ g las respectivas �algebras de Lie-Banach. Supongamos que existe un entorno

U abierto de 0 ∈ g su�cientemente peque~no tal que

exp(U ∩ h) = exp(U) ∩H.

Entonces H tiene una �unica estructura de variedad diferenciable que lo hace

subgrupo embebido de Lie-Banach de G.

Demostraci�on. Como exp∗0 = idg, existe un entorno Z del 0 ∈ g de manera que

exp |Z : Z → exp(Z) ⊂ G es un difeomor�smo. La frase su�cientemente peque~no

quiere decir que U ⊂ Z. La idea de la prueba es la siguiente: hay una inclusi�on

exp(U ∩ h) ⊂ exp(U) ∩H

que es trivial. En el caso en el que se cumpla la inclusi�on no trivial, lo que obtuvimos

es un cierto entorno abierto de e ∈ H -el conjunto W = exp(U ∩ h)- que se obtiene

como intersecci�on del abierto exp(U) de G con el subgrupo H. Esto permite utilizar

la exponencial de G restringida como carta de H en un entorno de e, para obtener

una subvariedad embebida, pues esta carta se traslada a todo el grupo H usando los

difeomor�smos de G dados por trasladar a izquierda, usando el Teorema 3.1.20 del

grupo local.

Con este teorema podemos probar que las preimagenes de mor�smos son subgru-

pos de Lie y caracterizar su �algebra de Lie:

Teorema 3.2.5 (Subgrupos y mor�smos). Sea f : G → H mor�smo de grupos de

Lie y H1 ⊂ H subgrupo de Lie. Entonces G1 = f
−1(H1) es subgrupo de Lie de G

con �algebra de Lie g1 = f
−1
∗1 h1, donde h1 es el �algebra de Lie de H1. En particular

el n�ucleo de f es subgrupo de Lie cuya �algebra de Lie es ker f∗1.



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 81 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	

3.2. Subgrupos de Lie-Banach 81

Demostraci�on. Es claro que G1 ⊂ G es subgrupo cerrado, tomamos g1 ⊂ g como

en la Proposici�on 3.2.3, es f�acil ver que g1 = f−1∗1 h1 usando la naturalidad de la

exponencial. Ahora queremos ver hay un entorno abierto U ⊂ g donde se veri�ca

exp(U ∩ g1) = exp(U) ∩ G1. Como H1 ⊂ H es subgrupo de Lie existe un entorno

abierto V de 0 ∈ k tal que expH(V∩h1) = exp(V)∩H1. Sea U = f−1∗1 V ⊂ g. A�rmamos

que para este entorno se veri�ca la condici�on anterior, veamos la inclusi�on no trivial:

si x ∈ U y expG(x) ∈ G1 entonces expH(f∗1x) = f(expG(x)) ∈ f(G1) = H1, y adem�as

f∗1x ∈ V luego f∗1x ∈ h1. Entonces x ∈ f−1∗1 h1 = g1 como ya mencionamos, y esto

concluye la prueba.

Ser�a �util el siguiente lema para entender el comportamiento de los subgrupos de

Lie que no est�an necesariamente dados por preim�agenes de mor�smos (la norma aqu��

es cualquiera compatible con la estructura de g):

Lema 3.2.6. Sea K ⊂ G subgrupo cerrado del grupo de Lie G, sea k su �algebra

de Lie como en la proposici�on anterior. Supongamos que 0 6= vn ∈ g tiende a

cero y que evj ∈ K para todo j ∈ N. Entonces todo punto de acumulaci�on de la

sucesi�on normalizada vj/‖vj‖ es un vector de k.

Demostraci�on. Pasando a una subsucesi�on, podemos suponer que vj/‖vj‖ →j v de

norma unitaria. Dado t ∈ R, podemos elegir una sucesi�on nj ∈ N tal que nj‖vj‖→ t,

ya que ‖vj‖ → 0 (por ejemplo nj = m�ax{l ∈ N : l ≤ t/‖vj‖, ya que entonces

nj‖vj‖ ≤ t ≤ (nj + 1)‖vj‖ y as�� 0 ≤ t− nj‖v‖j ≤ ‖vj‖→ 0). Notemos que

etv = l��m
j
exp(nj‖vj‖vj/‖vj‖) = l��m

j
exp(njvj) = l��m

j
exp(vj)

nj

y como cada evj ∈ K, que es un grupo cerrado, entonces etv ∈ K y se tiene v ∈ k.

Los subespacios suplementados nos permiten recorrer un entorno de la identidad

como un producto directo, como muestra el siguiente lema que ser�a de utlidad luego:

Lema 3.2.7. Sea g = T ⊕ S y sea U ⊂ g entorno de 0 donde la exponencial del

grupo de Lie G es un difeomor�smo con su imagen. Entonces, achicando U de

ser necesario, el mapa (t, s) 7→ etes es un difeomor�smo entre U y un entorno

abierto de 1 en G.

Demostraci�on. Observemos que f(t + s) = etes es suave y tiene diferencial en t =

s = 0 la identidad: en efecto, si escribimos f(λ(t+s)) = eλteλs para λ ∈ R y derivamos

en λ = 0, por el Lema 3.1.2 y la Observaci�on 3.1.13 obtenemos f∗0(t + s) = t + s.

Entonces el teorema de la funci�on inversa nos dice que f es un difeomor�smo local.
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Teorema 3.2.8. Sea G grupo de Lie-Banach, g su �algebra de Lie-Banach. Su-

pongamos que k ⊂ g es una sub�algebra cerrada. Entonces

1. Existe un grupo de Lie-Banach conexo K∗ ⊂ G (subgrupo anal��tico) tal que

el �algebra de Lie-Banach de K∗ coincide con k.

2. Si K ⊂ G es un subgrupo topol�ogico cerrado, y k denota el �algebra de Lie-

Banach de K, entonces K tiene una estructura de grupo de Lie-Banach de

manera que la topolog��a τ inducida es posiblemente m�as �na que la de G.

Adem�as K∗ = (K1)τ (la componente de la identidad del grupo K munido de

la topolog��a τ), y K∗ es subgrupo de Lie-Banach normal de Kτ.

3. Si dim(G) <∞, la topolog��a τ de K y la de subespacio coinciden.

Demostraci�on. Tomamos un entorno U de 0 donde la exponencial de G es un difeo-

mor�smo y tomamos K∗ = 〈exp(U∩ k)〉 ⊂ G. Es claro que K∗ es un grupo, y tambi�en

que V = exp(U ∩ k) es una variedad anal��tica pues G lo es, cuyo tangente en k = 1

es k. A partir de las f�ormulas de Baker-Campbell-Hausdor� es claro que se veri�can

los axiomas L1, L2 del grupo local y entonces por el Teorema del grupo local 3.1.20

concluimos que K∗ es grupo de Lie. El grupo K∗ es conexo pues es generado por el

entorno V (y esto mismo hace que no sea necesario veri�car L3).

Sea ahora K ⊂ G subgrupo cerrado, y tomamos k su �algebra de Lie-Banach como

en la Proposici�on 3.2.3. Dado v ∈ k se tiene ev ∈ K, luego tomando V como en el

p�arrafo anterior, se tiene V ⊂ K y entonces K∗ ⊂ K. Notar tambi�en que si x ∈ K y

z ∈ k entonces

exp(tAdxz) = xe
tzx−1 ∈ K

luugo por de�nici�on Adxz ∈ k y tambi�en por de�nici�on cxe
z = eAdxz ∈ V ⊂ K∗.

Como K∗ est�a generado por los productos de ez, z ∈ U ∩ k, vemos que K∗ es un

subgrupo normal de K.

Declaramos V abierto en K y le damos a K la estructura diferenciable del cubri-

miento {kV}k∈K, como hicimos en la prueba del Teorema 3.2.4; con la misma demos-

traci�on se ve que las operaciones son suaves y que K es un grupo de Lie. En particular

es un grupo topol�ogico; se tiene K∗ = 〈V〉 ⊂ K y tambi�en sabemos que (K1)τ = 〈V〉
(Ejercicio 3.vii); entonces debe ser K∗ = (K1)τ.

Si dim(G) < ∞, entonces su �algebra es de dimensi�on �nita y lo mismo es cierto

para k pues es un subespacio. Luego K∗ = (K1)τ tiene dimensi�on �nita, y lo mismo

es cierto para Kτ pues todas las componentes son difeomorfas. Para ver que K es

subgrupo embebido, por el Teorema 3.2.4, basta probar que hay un entorno de 0 tal

que exp(U∩ k) = exp(U)∩K. Supongamos que no es as��, entonces podemos encontrar

una sucesi�on no nula de vectores vj ∈ g que tiende a cero, de manera tal que evj ∈ K
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y que vj /∈ k para todo j. A partir de un j todos los evj est�an lo su�cientemente

cerca de 1 como para poder escribirlos un��vocamente como evj = ekjesj con kj ∈ k

y sj ∈ S, el suplemento de k (Lema 3.2.7). Notemos que sj 6= 0 para todo j puesto

que vj /∈ k, y entonces pasando a una subsucesi�on, sj/‖sj‖ → s ∈ S con s 6= 0. Pero

esj = e−kjevj ∈ K para todo j, luego s ∈ k por el Lema 3.2.6, contradicci�on.

Todo subgrupo de Lie de un grupo de Lie-Banach G resulta cerrado (Ejercicio

3.vi) y en dimensi�on �nita todo subgrupo cerrado, como vimos reci�en, es subgrupo

de Lie-Banach. Luego se tiene (en dimensi�on �nita) la equivalencia entre subgrupos

cerrados y subgrupos de Lie, conocida como teorema de Cartan. Como puede verse

de la demostraci�on, en realidad para garantizar que K ⊂ G sea subgrupo de Lie

(embebido), alcanza con que la codimensi�on del �algebra suplementada k ⊂ g sea

�nita.

En dimensi�on in�nita no es dif��cil dar con un contraejemplo:

Ejemplo 3.2.9. Consideramos G = L2([0, 1],R) como grupo de Lie-Banach aditivo y

la topolog��a inducida por la norma 2. Tomamos las funciones a valores en Z, es decir
K = L2([0, 1], Z), que resulta un grupo de Lie-Banach aditivo, y subgrupo anal��tico de

G. Es f�acil ver que K es cerrado en G, pues se tiene convergencia en casi todo punto.

Observemos que la exponencial de G es la identidad por ser G un grupo abeliano.

Luego el �algebra de Lie de K est�a dada por

k = {f ∈ G : tf ∈ K ∀t ∈ R}.

Esto s�olo es posible si f = 0, luego k = {0}, y en consecuencia (en la notaci�on del

teorema previo) K∗ = {0}, y luego Kτ tiene entonces que ser discreto. Pero por otra

parte, dada f ∈ K, si consideramos la funci�on continua F : I× K→ K dada por

F(t, f)(x) =

{
f(x) 0 ≤ x ≤ t
0 t < x ≤ 1

nos muestra que K es arco-conexo como subespacio topol�ogico de G. Luego la to-

polog��a de K como grupo de Lie-Banach no coincide con la topolog��a de K como

subespacio de G.

En este ejemplo, y con respecto a la prueba del teorema anterior, notemos que

g = {0} ⊕ g y una sucesi�on vn → 0 con evn ∈ K pero vn 6= 0 para todo n (o sea

vn /∈ k) es, por ejemplo vn = χ[0,1/n], ya que el �algebra el nula pero el grupo son las

funciones a valores enteros. De la sucesi�on normalizada vn/‖vn‖ =
√
nχ[0,1/n] no es

posible extraer ninguna subsucesi�on convergente en L2.

Observaci�on 3.2.10 (Otra prueba del teorema de Cartan). Si no queremos usar las

f�ormulas de Baker-Campbell-Hausdor� ni el hecho de que la exponencial es un difeo-

mor�smo local (por ejemplo, si estamos en el grupo de difeomor�mos G = Diff(M)
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de una variedad de dimensi�on �nitaM), podemos probar el teorema de Cartan usan-

do el Teorema de Frobenius. Para eso, necesitamos pedir que adem�as de ser cerrada,

la inclusi�on k ⊂ g sea suplementada. La demostraci�on es como sigue: tomamos el

sub�brado de TG ' G × g dado por E = {Lgk}g∈G. Si X, Y ∈ E, entonces existen

Ag, Bg funciones suaves a valores en k tales que Xg = gAg, Yg = gBg. Calculamos

[Xg, Yg] = Y
′
g(Xg) − X

′
g(Yg) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(αBα − βAβ)

donde α es el ujo de X, es decir _α = Xα = αAα, α(0) = g, y β es el ujo de Y.

Observemos que como Aα ⊂ k, entonces su derivada en t = 0 (que denotaremos como

A ′0) permanece en k. Lo mismo se aplica a Bβ. Se tiene

[Xg, Yg] = g[Ag, Bg] + g[B
′
0, A

′
0] ∈ gk = E

luego por el Teorema de Frobenius (Observaci�on 2.6.3) el sub�brado E es integrable.

Sea K∗ la variedad integral conexa maximal de E que pasa por g0 = 1. Primero

veamos que se trata de un grupo de Lie: dado h ∈ K∗, sea M = h−1K∗. Es claro que

M es conexa y contiene a g = 1; por otro lado observemos que

Th−1gM = {[α] : α(t) = h−1β(t) con β0 = g, β ⊂ K∗}
= Lh−1TgK

∗ = Lh−1Lgk = Lh−1gk = Th−1gK
∗.

Entonces M tambi�en es una variedad integral por g = 1 del sub�brado E, y por la

maximalidad debe ser M = h−1K∗ ⊂ K∗ y en particular h−1 = h−1 · 1 ∈ M ⊂ K,
lo que prueba que el inverso de h es tambi�en un elemento de K∗. Con un argumento

similar se prueba que si h, k ∈ K entonces hk ∈ K. Como K∗ ⊂ G es subvariedad

inmersa, las operaciones producto e inversa se restringen a operaciones suaves en

K, y as�� resulta K∗ grupo de Lie. Veamos ahora que la exponencial es la restricci�on

de la de G: si v ∈ k, consideramos α(t) = etv y la variedad S = im(α); como

Tα(t)S = Lα(t)v ⊂ E, tenemos que S es es una variedad integral del sub�brado E que

pasa por g = 1; luego S ⊂ K∗. En particular ev ∈ K∗, pero adem�as es claro que α es

el ujo del campo invariante a izquierda en K∗ que pasa por 1 con velocidad inicial

v, luego expK = expG |k. De aqu�� deducimos tambi�en que exp(k) ⊂ K∗.

3.3. Integración de morfismos y el revestimiento universal

La integraci�on de un �algebra de Lie (en el caso que sea suplementada), puede

tomarse como un caso de integraci�on de mor�smos de �algebras de Lie, es decir la

b�usqueda de un mor�smo de grupos de Lie que lo tenga como diferencial en la iden-

tidad. Comenzamos con una equivalencia sencilla:
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Lema 3.3.1 (Mor�smos suaves). Sea f : G→ H mor�smo de grupos. Si G,H son

grupos de Lie, son equivalentes:

1. f es suave en un entorno de la identidad

2. f es suave

3. Existe un operador lineal continuo T : L(G) → L(H) tal que expH ◦T =

f ◦ expG.

Demostraci�on. Claramente 2⇒ 3 por la naturalidad del mapa exponencial (toman-

do T = f∗1) y como la exponencial es un difeomor�smo local expG |U → expG(U) =

W, si vale 3 entonces f = expH ◦T ◦ expG |−1W nos muestra que vale 1. Supongamos

entonces que f es suave en un entorno W de la identidad, y veamos que es suave en

todo G. Dado g ∈ G, tenemos que gW es un entorno de g, veamos que f es suave

all��. Para y ∈ gW se tiene f(y) = f(gw) = f(g)f(w) = f(g)f(g−1gw) = f(g)f(g−1y),

es decir

f|gW = `f(g) ◦ f|W ◦ `g−1 (3.12)

y como los tres mapas son suaves, f|gW tambi�en lo es.

Vimos que todo grupo de Lie es anal��tico en el Teorema 3.1.22. Veamos c�omo

inuye esto en los mor�smos:

Teorema 3.3.2 (Suavidad autom�atica). Si f : G→ H es un mor�smo continuo de

grupos de Lie, entonces f es de clase Cω.

Demostraci�on. Tomamos v ∈ g y notamos que como f es mor�mos continuo, t 7→
f(etv) es un grupo a un par�ametro continuo en H. Entonces, por el Teorema 3.1.12,

debe ser f(etv) = expH(tz) para alg�un z ∈ k; llamemos z = Lv, entonces f(etv) = eLtv.

Cambiando v por tv es inmediato de la de�nici�on de L que Ltv = tLv para todo s ∈ R.
Tomemos v,w ∈ g y escribimos mediante la f�ormula de Lie-Trotter y la continuidad

del mor�smo f

eL(tv+tw) = f(etv+tw) = f(l��m
n
(etv/netw/n)n) = l��m

n
(f(etv/n)f(etw/n))n

= l��m
n
(eLtv/neLtw/n)n = etLv+tLw.

Si t es peque~no, usando la inyectividad de la exponencial vemos que tL(v + w) =

tLv+ tLw, y entonces L(v+w) = v+w as�� que L es lineal. Como L = exp−1h ◦f◦ expG
en un entorno de 0, vemos que L es continuo en un entorno de 0; como es lineal se

deduce que L es un operador lineal continuo. Pero entonces como f◦expG = expH ◦L,
vemos que f es anal��tica pues en las cartas exponenciales es lineal, y as�� el lema

anterior (teniendo en cuenta el Teorema 3.1.22 que dice que todas las operaciones de

grupo son anal��ticas) nos dice que f es anal��tica en todo G.
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Corolario 3.3.3 (Unicidad de mor�smos con la misma derivada). Si f, g : G → H

son mor�smos de grupos de Lie con f∗1 = g∗1 entonces f = g en la componente

de la identidad de G.

Demostraci�on. Si T = f∗1, del lema previo tenemos f = expH ◦T ◦expG |−1W = g luego

coinciden en un entorno de la identidad. Como este entorno genera la componente de

la identidad G0 = 〈ev〉v∈U y f, g son mor�smos de grupo, entonces f, g coinciden en

G0:

f(ev1ev2 · · · evn) = f(ev1) · · · f(evn) = g(ev1) · · ·g(evn) = g(ev1ev2 · · · evn).

Proposición 3.3.4 (Mor�smos abiertos e isomor�smos). Sea f : G → H mor�smo

de grupos de Lie, entonces

1. f es una funci�on abierta si y s�olo si f∗1 es epimor�smo. En ese caso

f(G1) = H1.

2. Si H es conexo, f es inyectivo y f∗1 es isomor�smo, entonces f es un

isomor�smo de grupos de Lie.

Demostraci�on. Si f es abierta, restringiendo adecuadamente tenemos f∗1 =

expH |−1Z ◦f◦expG |U as�� que f∗1 es abierta en alg�un entorno de 0 pues los dos mapas de

los lados son difeomor�smos. Pero entonces f∗1 es abierta y un operador lineal abierto

es siempre un epimor�smo. Rec��procamente, supongamos que f∗1 es epimor�smo, lue-

go por el teorema de la funci�on abierta, es abierta. Entonces f|W = expH ◦f∗1 expG |−1W
tambi�en lo es. Resta ver que f es abierta globalmente, pero eso es inmediato de (3.12).

Como los entornos de la identidad generan la componente conexa de la identidad, se

tiene que f es suryectiva entre estos. Si f es inyectiva y f∗1 es un isomor�smo, lo reci�en

probado, nos dice que f es un homeomor�smo con H. Restringiendo adecuadamente

se tiene f−1|f(W) = expG ◦f−1∗1 ◦expH |−1
f(W), luego f

−1 es suave en un entorno de 1 ∈ H
y por el Lema 3.3.1 f−1 es suave en H.

Corolario 3.3.5 (Revestimientos). Un mor�smo f : G→ H de grupos de Lie. Son

equivalentes:

1. f es un revestimiento (todo h ∈ H tiene un entorno U tal que f−1(U) = tWi
es uni�on de abiertos disjuntos con f|Wi :Wi → U difeomor�smo).

2. f es abierta con n�ucleo discreto

3. f∗1 es un isomor�smo.
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Demostraci�on. Supongamos que f es un revestimiento, entonces f es claramente

abierta y tomando un entorno U de 1 ∈ H vemos que el n�ucleo es discreto. Ahora

supongamos que f es abierta y con n�ucleo discreto, como es abierta f∗1 es un epi-

mor�smo por la proposici�on previa; por otro lado como ker f es subgrupo de Lie con

�algebra de Lie ker f∗1 (Teorema 3.2.5), es discreto si y solo si su �algebra de Lie es

nula, y esto ocurre si y s�olo si f∗1 es inyectiva porque

ker f∗1 = {v ∈ g : expG(tv) ⊂ ker f}

(Observaci�on 3.1.11). Esto prueba que f∗1 es isomor�smo. Supongamos ahora que f∗1
es isomor�smo, entonces f es abierta y tiene n�ucleo discreto, y esto a su vez implica

que f es un revestimiento (dejamos los detalles de esto �ultimo para el lector).

Observaci�on 3.3.6 (Relaciones entre centros via mor�smos). Si f : G → H es un

mor�smo de grupos de Lie que es un revestimiento entre grupos conexos, entonces

f(Z(G)) = Z(H) y Z(G) = f−1(Z(H)).

En efecto, como f(ghg−1) = f(g)f(h)f(g)−1, derivando en h = 1 tenemos Adf(g) ◦
f∗1 = f∗1 ◦ Adg. Entonces como f∗1 es un isomor�smo por el corolario previo se

tiene Z(G) = kerAdG = f−1AdH = f−1(Z(H)), y la segunda a�rmaci�on se sigue la

sobreyectividad de f.

Proposición 3.3.7. Sea f : G→ H mor�smo, revestimiento de grupos topol�ogicos

(G es conexo y q sobreyectivo). Si G �o H es grupo de Lie, el otro tiene una �unica

estructura de grupo de Lie para la cual f es revestimiento de grupos de Lie.

Demostraci�on. Restringiendo, podemos tomar f : UG → UH entornos abiertos de la

identidad tales que f es homoemor�smo. Supongamos primero que G es grupo de Lie,

le damos a G la estructura de variedad copiada por f|UG en UH, y trasladando luego

con {`h}h∈H. Veamos que las operaciones son suaves en este entorno de la identidad

(la suavidad en todo H se hereda con las traslaciones, como en la prueba del Teorema

3.2.4). Para la inversa, dado x ∈ UH tenemos

IH(x) = x
−1 = f ◦ f−1(x−1) = f ◦ (f−1(x))−1 = f ◦ IG ◦ f−1(x),

y como f es un difeomor�smo y la inversa en G es suave, vemos que la inversa en H

es suave. Para el producto, consideramos la multiplicaci�on local mUH : {(x, y) ∈ U2H :

xy ∈ UH}→ UH y querr��amos escribir

mUH = f ◦mG ◦ (f× f)−1 = f ◦mG ◦ f−1 × f−1

con f restringido adecuadamente para concluir que mUH es suave. Para ello, tenemos

que asegurarnos que si tomamos x = f(a), y = f(b) ∈ UH con a, b ∈ UG y los
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multiplicamos, su producto sea exactamente f(ab) con a, b ∈ UG (porque podr��a

ocurrir que el �unico z ∈ UG tal que f(z) = f(a)f(b) no sea ab, ya que f no es

inyectiva). Pero vemos que f(abz−1) = 1 y entonces basta reducir UG lo su�ciente,

pidiendo U3G ∩ ker f = {1}, para poder aseverar esto. Entonces H es grupo de Lie y es

inmediato que f es un mor�smo suave para esta estructura, y que es un revestimiento

ya que f es abierta con n�ucleo discreto. Si ahora suponemos que H es grupo de Lie,

podemos hacer una demostraci�on similar para probar que G es grupo de Lie (notar

que H tambi�en es conexo).

Observaci�on 3.3.8 (Revestimiento universal). Dado G grupo de Lie, la construcci�on

usual del revestimiento universal ~G de G como espacio topol�ogico nos da una estruc-

tura de grupo topol�ogico en ~G. Entonces el mor�smo q : ~G→ G es un revestimiento

y la proposici�on anterior hace de ~G un grupo de Lie simplemente conexo y de q

un revestimiento de grupos de Lie. Este es el revestimiento universal del grupo de

Lie G. Notemos que por el Corolario 3.3.5, G y ~G tienen �algebras de Lie isomorfas

(podemos decir que tienen la misma �algebra de Lie).

Es sabido que π1(G) ' kerq, que es subgrupo central de G. Adem�as cuando G

es grupo de Lie π1(G) es un subgrupo discreto por el corolario anterior, y se tiene

G ' ~G/ kerq como grupos de Lie.

Proposición 3.3.9 (Principio de monodromia). Sea G grupo de Lie conexo, sim-

plemente conexo y sea H un grupo. Si V−1 = V es un entorno conexo de 1 ∈ G y

f : V → H tal que f(xy) = f(x)f(y) entonces exsite un �unico mor�smo de grupos

f : G→ H que lo extiende. Si adem�as H es grupo de Lie y f : V → H es suave, la

extensi�on es suave.

Demostraci�on. Notemos primero que f(1)2 = f(12) = 1 y entonces f(1) = 1; es m�as

de aqu�� tenemos tambi�en que 1 = f(1) = f(xx−1) = f(x)f(x−1) luego f(x−1) = f(x)−1

para x ∈ V. La idea de la extensi�on es de�nir f(x1 . . . xk) = f(x1) . . . f(xk) para xi ∈ V,
pero no es claro que esto no dependa de la representaci�on de x = x1 . . . xk ∈ G. Para
lidiar con ello, vamos a usar la teor��a de revestimientos. Consideramos el grupo G×H
y el gr�a�co de f all�� U = {(x, f(x)) : x ∈ V}, con la topolog��a dada por la biyecci�on

x 7→ (x, f(x)), con la cual U es un abierto conexo que contiene e = 1G × 1H; es m�as

U = U−1 pues V es sim�etrico y f preserva inversas. Tomamos S = 〈U〉 ⊂ G×H, que
resulta un grupo topol�ogico conexo pues (x, f(x)) · (y−1, f(y)−1) = (xy, f(xy−1)) y

tanto f como las operaciones en V son continuas. Este grupo contiene la informaci�on

de G y de f. Ahora consideramos q = pG|S : S→ G la restricci�on a S de la proyecci�on

a la primer coordenada. Esta funci�on es un mor�smo y un revestimiento porque su

restricci�on a U es un homeomor�smo. Es m�as, como G es simplemente conexo y

S es conexo, entonces q es un homeomor�smo (Ejericico 3.xii). Esta inyectividad
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es la que necesitamos, porque podemos considerar F = pH ◦ q−1 : G → H, que

es un mor�smo continuo, y a�rmamos que extiende f. En efecto si x ∈ V entonces

F(x) = pHq
−1(x) = pH(x, f(x)) = f(x). Adem�as la extensi�on es �unica porque V genera

G, ya que G es conexo. Por �ultimo, si f es suave entonces F|V = f es suave y por el

Lema 3.3.1 se sigue que F es suave en G.

Teorema 3.3.10 (Integrabilidad de mor�smos de �algebras de Lie). Sean G,H grupos

de Lie con G conexo y simplemente conexo. Sea ϕ : g→ h mor�smo continuo de

�algebras de Lie. Entonces existe un �unico mor�smo de grupos de Lie f : G→ H

tal que f∗1 = ϕ.

Demostraci�on. Sea U entorno de 0 ∈ g de manera tal que en U×U la serie v ∗w =

BCH(v,w) = exp−1(evew) es convergente (Proposici�on 3.1.18). Tomemos un entorno

W de 0 donde expG |W es un difeomor�smo y adem�as (achicando U de ser necesario)

se garantice v∗w ∈W si v,w ∈ U. Como ϕ es mor�smo continuo de �algebras de Lie, y

BCH(v,w) es una serie convergente en corchetes de Lie, se tieneϕ(v∗w) = ϕ(v)∗ϕ(w)
para v,w ∈ U. Entonces de�nimos f : V = expG(U)→ H como f(ev) = eϕ(v), que es

claramente suave en V, y es adem�as f∗1 = ϕ es inmediato de la de�nici�on. Por otro

lado

f(evew) = f(ev∗w) = eϕ(v∗w) = eϕ(v)∗ϕ(w) = eϕ(v)eϕ(w) = f(ev)f(ew),

entonces f : V → H cumple las hip�otesis del teorema de monodrom��a, y existe un

�unico mor�smo suave F : G→ H que lo extiende.

Corolario 3.3.11. Si G,H son grupos de Lie conexos y simplemente conexos

con �algebras de Lie isomorfas, entonces G,H son isomorfos.

Observaci�on 3.3.12 (Revestimientos). Dado un grupo de Lie G denotamos q : ~G→ G

a su revestimiento universal, donde q es mor�smo de grupos de Lie (Observaci�on

3.3.8). Est�a claro que todo mor�smo de �algebras de Lie ϕ : g → h se levanta al

revestimiento, tomando ~ϕ = ϕ ◦ q∗1. Observemos que como q∗1 es un isomor�smo,

el levantado es esencialmente el mismo mor�smo.

Por el teorema anterior entonces se puede integrar todo mor�smo ϕ al revesti-

miento de manera �unica. Denotaremos ~f : ~G→ H a este mor�smo tal que ~f∗1 = ~ϕ.

Corolario 3.3.13. Dos grupos de Lie G,H conexos tienen �algebras de Lie iso-

morfas si y solo si sus revestimientos universales son isomorfos.

Demostraci�on. Si los revestimientos universales son isomorfos entonces sus �algebras

son isomorfas y as�� las �algebras de los grupos originales son isomorfas. Rec��procamen-

te, si sus �algebras son isomorfas lo mismo ocurre con las de los revestimientos (que

son las mismas) y entonces por el corolario anterior los revestimientos son isomorfos

como grupos de Lie.
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En el caso de que G no sea simplemente conexo, el siguiente criterio m�as �no nos

permite decidir cuando un mor�smo de �algebras de Lie se integra. Ver el Ejercicio

3.xvi para un ejemplo de un mor�smo no integrable.

Teorema 3.3.14. Sea G grupo de Lie conexo, H grupo de Lie y sea ϕ : g → h

mor�smo continuo de �algebras de Lie. Entonces ϕ es integrable si y solo si

π1(G) ⊂ ker ~f.

Demostraci�on. Recordemos que π1(G) ' kerq, y supongamos primero que f : G→
H integra ϕ, entonces

f ◦ q ◦ exp ~G = f ◦ expG ◦q∗1 = expH ◦ϕ ◦ q∗1
= expH ◦ ~ϕ = ~f ◦ exp ~G

por la naturalidad del mapa exponencial con el mor�smo q. Esto nos dice que (al

menos en un entorno de 1G) debe ser ~f = f ◦ q, y entonces esto es cierto en todo G

pues G es conexo. De aqu�� deducimos que kerq = π1(G) ⊂ ker ~f. Supongamos ahora

que kerq ⊂ ker ~f, entonces f : G ' ~G/ kerq → H dada por f(q(x)) = ~f(x) est�a bien

de�nida y es un mor�smo continuo pues la topolog��a de G es la �nal respecto de este

cociente. Ahora

f ◦ expG ◦q∗1 = f ◦ q ◦ exp ~G = ~f ◦ exp ~G = expH ◦ϕ ◦ q∗1

y como q∗1 es isomor�smo se tiene f ◦ expG = expH ◦ϕ. Esto prueba que f es suave

y adem�as que f integra ϕ.

3.4. Los grupos de automorfismos

Veamos ahora un teorema que nos permite identi�car el grupo de isomor�smos

de un grupo de Lie con un grupo lineal. Sea L : Aut(G)→ GL(g) el mapa L(f) = f∗1,

donde GL es el grupo de operadores lineales inversibles en g (que es un abierto en

el espacio de Banach B(g), los operadores acotados en g). Denotamos Aut(g) a los

isomor�smos de �algebra de Lie de g, que es un subgrupo cerrado de GL(g), notemos

que la imagen de L cae dentro de Aut(g).

Observaci�on 3.4.1. Como Aut(g) = {T ∈ GL(g) : T [v,w] − [Tv, Tw] = 0}, se trata de

un subgrupo algebraico. Entonces es un subgrupo de Lie embebido (ver el pr�oximo

cap��tulo).

Le damos a Aut(G) la siguiente base de entornos de la identidad: tomamos la

carta exponencial (W, exp−1) de G y para cada K ⊂ W cerrado y cada U ⊂ W

abierto sim�etrico tal que K ⊂ U consideramos

N(K,U) = {f ∈ Aut(G) : f(x)x−1 ∈⊂ U, f(x)−1x−1 ∈ U};
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notar que idG ∈ N(K,U). Esto hace de Aut(G) un grupo topol�ogico para la compo-

sici�on, trasladando estos abiertos (ver [50, Chapter III.3] para los detalles). Denotare-

mos esta topolog��a como τG. Tiene la propiedad fundamental siguiente: la evaluaci�on

es continua, y si α : H→ Aut(G) es un mor�smo de un grupo topol�ogico H, entonces

f es continuo si y solo si (h, g) 7→ α(h)(g) es continuo. En el caso de G = E un espacio

de Banach pensado como grupo conmutativo, la topolog��a τE coincide con la usual

de GL(E).

Teorema 3.4.2. Sea G grupo de Lie conexo, simplemente conexo. Entonces

L : Aut(G) → Aut(g) es un isomor�smo, y L−1 es continua. Si dim(G) < ∞,

entonces L es un homeomor�smo.

Demostraci�on. Que L es sobreyectiva es claro del teorema de integrabilidad de mor-

�smos (Teorema 3.3.10), y que es inyectiva es inmediato del hecho de que si dos

mor�smos tienen la misma diferencial en 1 entonces coinciden (Corolario 3.3.3). Por

la regla de la cadena L(fg) = f∗1g∗1 = L(f)L(g) as�� que L es mor�smo de grupos. Las

a�rmaciones sobre la continuidad de L−1, L se prueban en [50, Chapter IX], la prueba

para L−1 se adapta verbatim para el caso Banach.

Observaci�on 3.4.3. El grupo de Lie embebido Aut(g) ⊂ GL(g) le da a Aut(G)

(via L) una estructura de grupo de Lie. Como L−1 es continua, la topolog��a de esta

estructura es m�as gruesa que la original (tiene menos abiertos). Pero si el grupo G

tiene dimensi�on �nita, el teorema anterior nos dice que L es un homeomor�smo, as��

que la topolog��a de la estructura de variedad coincide con la original, que era la

compacto abierta.

Podemos extender este resultado a cualquier grupo conexo, si vemos que L tiene

imagen cerrada. Primero un lema, sea q : ~G → G un revestimiento universal de G,

recordemos que q∗1 es un isomor�smo.

Lema 3.4.4. Sea G conexo. Si θ ∈ Aut( ~G) �ja kerq, entonces existe θ ∈ Aut(G)

tal que qθ = θq. Rec��procamente, para cada θ ∈ Aut(G) existe θ ∈ Aut( ~G) que

�ja kerq, y tal que qθ = θq.

Demostraci�on. Si θ̃ es automor�smo del revestimiento, sea ϕ = q∗1θ∗1q
−1
∗1 que

automor�smo de Lie(G). Como ~ϕ = ϕq∗1 = q∗1θ∗1 es el mor�smo que lo levanta,

vemos que ~f = qθ : ~G → G es el �unico mor�smo que integra ϕ̃. Si θ �ja kerq en

particular kerq ⊂ kerqθ, y entonces por el Teorema 3.3.14 el automorphismo ϕ se

integra a un automor�smo θ : G → G tomando θ(q(g)) = q(θ(g). Es claro que

θq = qθ. Rec��procamente, si θ es automor�smo de G, tomamos

q−1∗1 θ∗1q∗1 = Ad−1q∗1 θ∗1
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que es automor�smo de Lie( ~G) as�� que se integra a un automor�smo θ de ~G. Para

cada v ∈ Lie( ~G cerca de 0 tenemos

qθ(ev) = q(eq
−1
∗1 θ∗1q∗1v) = eθ∗1q∗1v = θq(ev)

luego qθ = θq.

Denotemos K ⊂ Aut( ~G) al subgrupo que �ja kerq, este es cerrado y por lo reci�en

discutido, si dim(G) < ∞, ser�a dim( ~G) < ∞ luego Aut( ~G) es grupo de Lie, luego K

tambi�en lo es, ya que es subgrupo de Lie embebido. Por el lema anterior, podemos

identi�car Aut(G) con K y mediante esta identi�caci�on, Aut(G) es grupo de Lie.

A�rmamos que L(K) es cerrado en Aut(g), para ello tomemos θn ∈ K y sea

T ∈ Aut(g) tal que L(θn)→ T . Tomemos θ mor�smo que integra T en G, como todos

los θn �jan kerq que es cerrado, es f�acil ver que θ �ja kerq.

Teorema 3.4.5. Sea G conexo, entonces L(Aut(G)) es cerrado en Aut(g), y la

topolog��a que induce L en Aut(G) es m�as gruesa que τG. Si dim(G) < ∞, en-

tonces L(Aut(G)) es subgrupo de Lie embebido y la topolog��a que hace de L un

difeomor�smo coincide con τG.

Demostraci�on. Mirando la prueba del lema, para θ ∈ Aut(G) vimos que

θ 7→ Ad−1q∗1 L(θ) = L(θ)

es una biyecci�on si θ �ja kerq, esto es L(Aut(G)) = Adq∗1 L(K). Como L(K) es cerrado

tambi�en lo es L(Aut(G)). Las dem�as a�rmaciones se siguen de las consideraciones

previas.

Miremos ahora el mapa c : G→ Aut(G) dado por

c(g)(h) = cg(h) = ghg
−1,

enviamos g a la conjugaci�on por g (claramente un automor�mo de G). Notamos que

la aplicaci�on c es un mor�smo de grupos de Lie, pero no es necesariamente inyectivo:

ker(c) = {g ∈ G : ghg−1h ∀h ∈ G} = Z(G).

Luego tenemos una inyecci�on dada por L ◦ c,

G/Z(G) ↪→ Aut(g)

mediante la cual podemos a�rmar que G/Z(G) es un grupo (inmerso) de operadores.

Cabe preguntarse cu�ando tendr�a la topologia de subespacio (cuando G/Z(G) es

subgrupo de Lie de GL(g)). Por ejemplo si G/Z(G) es compacto, su imagen ser�a un

subgrupo compacto (en particular cerrado) de GL(g) 'Mn(R), y por el Teorema de

Cartan ser�a un grupo lineal.
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Observaci�on 3.4.6 (Representaci�on adjunta de un �algebra de Lie y el teorema de

Ado). Sea h �algebra de Lie, actuando sobre si misma con la acci�on adjunta ad : h→
L(h), donde ad(v)(w) = [v,w]. Es f�acil ver que ad es una representaci�on de h (por

Jacobi, ad es un mor�smo de �algebras de Lie, la estructura de Lie de la llegada es

el conmutador usual de transformaciones lineales [T,W] = T ◦ S− S ◦ T). Tambi�en es

f�acil ver que el n�ucleo de la representaci�on adjunta es el centro del �algebra z(h).

Entonces toda �algebra con centro trivial \es" un �algebra de operadores, via la

representaci�on adjunta, que es �el. Es un �algebra de matrices si tiene dimensi�on

�nita: si dim(h) = n, entonces la inyecci�on es en Mn(C) que tiene dimensi�on n× n.
El Teorema de Ado (que no probaremos aqu��, ver Theorem 2, §7 en [20]) dice

que toda �algebra de Lie de dimensi�on �nita h admite una representaci�on �el en un

�algebra de matrices (se inyecta con un mor�smo de �algebras de Lie en Mk(C), con k
en general mucho mayor a n× n).

El teorema del subgrupo nos dice que entonces toda �algebra de Lie de dimensi�on

�nita es integrable a un grupo de Lie de matrices H -un subgrupo de G = GLk(C)-.

Observaci�on 3.4.7 (�Algebras que no se integran). Hay �algebras de Lie-Banach que

no son �algebras de operadores, hay �algebras se Lie-Banach que no se pueden integrar

(resultado de van Est y Korthagen de 1964 [39]).

3.5. Espacios homogéneos

Dado un grupo de Lie-Banach G y un espacio X, supongamos que tenemos una

acci�on ` : g → `g de G en X, es decir, un aplicaci�on ` : G → Aut(X) que es un

homomor�smo en el sentido que

`h(`g(x)) = `hg(x),

y que `1 = idX. Si X es una variedad diferenciable, suponemos que `g es un difeo-

mor�smo de X para todo g ∈ G. Denotamos al conjunto de los difeomor�smos de X

con Diff(X).

Supongamos que la acci�on de G es transitiva, es decir, si G · x = `G(x) = O(x)
denota la �orbita de un x ∈ X cualquiera, entonces G · x = X. En este caso diremos

que X es un espacio homog�eneo de G.

Lema 3.5.1 ( �Orbitas). Supongamos que G act�ua en X. Entonces

1. Si existe x ∈ X tal que G · x = X, entonces para todo y1, y2 ∈ X existe g ∈ G
tal que g · y1 = y2. En particular G · y = X para todo y ∈ X.

2. Las �orbitas son disjuntas, luego X = tiO(xi) para ciertos xi ∈ X. Si G es

conexo las �orbitas son conexas.
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Demostraci�on. Existen g1, g2 ∈ G tales que gi · x = yi, luego x = g−11 · y1 y as��

y2 = g2 ·x = g2 · (g−11 ·y1) = g ·y1 con g = g2g
−1
1 . Esto prueba la primer a�rmaci�on.

Una cuenta similar prueba que las �orbitas son disjuntas. Por �ultimo, si G es conexo,

O(x) = πx(G) es conexo porque πx es continua.

Definición 3.5.2 (Isotrop��a). La isotrop��a de x ∈ X es el conjunto

Hx = {g ∈ G : g · x = x},

esto es, la �bra de x en G por la acci�on. Es f�acil ver que este es un subgrupo cerrado

de G, puesto que puede pensarse como la �bra de la aplicaci�on πx : G→ X dada por

πx(g) = g · x. Se denomina tambi�en por ese motivo grupo estabilizador de x por la

acci�on.

Cabe preguntarse siHx es una subvariedad deG, es decir siHx ⊂ G es un subgrupo

de Lie-Banach, discutiremos eso luego. Ciertamente O(x) ' G/Hx como conjuntos,

donde la proyecci�on al cociente q : G → G/Hx se identi�ca con la proyecci�on πx :

G→ O(x), y tambi�en

Hg·x = gHxg
−1.

Una manera m�as sistem�atica de presentar una acci�on (y cuidando la suavidad de

los mapas involucrados) es la siguiente:

Definición 3.5.3 (Acci�on de un grupo en un espacio). Tomamos el espacio X y una

funci�on

A : G× X→ X

que se denota π(g, x) = g ·x ∈ X. Los axiomas de acci�on (a izquierda) son: A(1, x) = x

para todo x ∈ X, A(gh, x) = A(g,A(h, x)) para todo g, h ∈ G, x ∈ X.

De acuerdo a nuestra notaci�on anterior, πx = A(·, x), mientras que `g = A(g, ·).
Los axiomas de la acci�on son entonces que `1 = idX, y que `gh = `g ◦ `h.

Observemos que, como

`g ◦ πx = πx ◦ `g
para todo x ∈ X, g ∈ G, se veri�ca

(`g)∗x ◦ (πx)∗1 = (πx)∗g ◦ Lg. (3.13)

Ahora `g es un difeomor�smo de G y como tal (`g)∗ es un isomor�smo, luego

(πx)∗g = (`g)∗x ◦ (πx)∗1 ◦ Lg−1 ,

lo que prueba que el comportamiento de las derivadas de πx es el mismo (indepen-

diente de g ∈ G).
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Observaci�on 3.5.4. Si (πx)∗1 es un epimor�smo directo, entonces lo mismo vale para

(πx)∗g para todo g ∈ G, de lo que resulta que πx es una sumersi�on, y de all�� que, como

Hx = π−1x (x), resulte Hx subvariedad de G por el teorema de la funci�on impl��cita,

Teorema 2.4.4.

En el caso de que la acci�on A sea suave, tenemos entonces la identi�caci�on natural

siguiente:

Lema 3.5.5 (Algebra de Lie de la isotropia). Sea A : G×X→ X acci�on suave de un

grupo de Lie en una variedad X, sea x ∈ X y sea Hx = π−1x ({x}) el estabilizador

de x por la acci�on. Entonces

Lie(Hx) = ker(πx)∗1.

Demostraci�on. Como Hx es subgrupo cerrado su �algebra de Lie est�a caracterizada

por la exponencial (Proposici�on 3.2.3 y el lema que le precede). Vemos la inclusi�on ⊂:
si v ∈ Lie(Hx), tenemos etv ∈ Kx para todo t ∈ R. Luego πx(etv) = etv · x para todo

t y derivando en t = 0 vemos que (πx)∗1v = 0 y as�� v ∈ ker(πx)∗1. Ahora veamos

la otra inclusi�on ⊃: si (πx)∗1v = 0 consideremos la curva πx(e
tv). A�rmamos que es

constante; para ello derivamos y mediante la ecuaci�on (3.13)

d

dt
πx(e

tv) = (πx)∗etvLetvv = (`etv)∗x(πx)∗1v = 0.

Como la derivada es siempre nula, la curva es constante y as�� πx(e
tv) = πx(e

0) =

1 · x = x. Esto prueba que etv ∈ Hx para todo t y as�� v ∈ Lie(Hx).

Recordamos que un subgrupo regular es uno que es embebido y tal que el espacio

tangente es suplementado, existe un subespacio cerrado m ⊂ g tal que

g = Lie(H)⊕m.

Teorema 3.5.6. Sea G un grupo de Lie-Banach y H ⊂ G un subgrupo de Lie-

Banach regular (partido). Entonces existe una �unica estructura diferenciable en

G/H que hace del mapa cociente q : G→ G/H una sumersi�on (diferenciable, epi-

mor�smo y con n�ucleo que se parte). El espacio modelo de G/H es el suplemento

m del �algebra de Lie de H.

Demostraci�on. Ver el libro de D. Beltit��a [17, Teorema 4.19], o las notas de Varieda-

des Diferenciables de Angel Larotonda [60, Proposici�on 5.6, p�ag. 83].

Un corolario del teorema de la funci�on impl��cita sin suplementos debido a An y

Neeb [3, Cor. 4.3] es el siguiente:
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Teorema 3.5.7. Sea G un grupo de Lie-Banach y H ⊂ G un subgrupo cerrado.

Supongamos que G/H tiene estructura de variedad de Banach, y supongamos que

el mapa cociente q : G→ G/H es diferenciable y que, en alg�un punto g0 ∈ G, q
tiene diferencial suryectiva. Entonces H es un subgrupo de Lie-Banach embebido

de G.

La rec��proca de este enunciado es una conjetura que por ahora no est�a resuelta

(claro que si q se parte entonces estamos en la situaci�on del Teorema 3.5.6). Sin

embargo, si H es un subgrupo normal de G, entonces s�� vale la rec��proca, la prueba

puede verse en un trabajo de H. Glockner y K.-H. Neeb [41].

3.5.1. Órbitas

Otro problema relacionado con el anterior es el siguiente: supongamos que G es

un grupo de Lie-Banach y queM es una variedad diferenciable y que hay una acci�on

suave ` : G→ Diff(M). Si la acci�on no es transitiva, dado x ∈M la �orbita O(x) ⊂M
es un subconjunto propio. Cabe preguntarse si O(x) tiene estructura de variedad

diferenciable y si O(x) ⊂M es una subvariedad -inmersa, embebida- de M.

Observaci�on 3.5.8. Recordemos que un mapa cociente es una funci�on continua y

sobreyectiva q : A → B entre espacios topol�ogicos tal que, si U ⊂ B es tal que

q−1(U) ⊂ A es abierto, entonces U era abierto.

Dada f : A → B sobreyectiva y continua, una funci�on continua s : B → A es una

secci�on si f ◦ s = idB. En caso de existir una secci�on continua, f resulta un mapa

cociente pues si U ⊂ B es tal que f−1(U) ⊂ A es abierto, entonces U = s−1f−1(U) es

abierto.

Si f : A→ B es continua, suryectiva y abierta (o cerrada) es f�acil ver que f es un

mapa cociente, pero la rec��proca no es cierta. Por ejemplo si

A = {(x, y) : x ≥ 0, y ∈ R} ∪ {(x, y) : x ≤ 0, y = 0}

y q = π1|A : A → R, entonces es f�acil ver que q es una proyecci�on porque tiene una

secci�on continua dada por s(x) = (x, 0). Sin embargo q no es abierta pues si

V = {(x, y) : x ≥ 0, y > 0},

entonces V ⊂ A es abierto pero q(V) = [0,∞) ⊂ R no es abierto.

Sin embargo si f : A → B es de clase Ck y tiene una secci�on s : B → A de clase

Ck (k ≥ 1), entonces f∗ es sobreyectiva y su n�ucleo se parte. Luego el teorema de la

funci�on impl��cita (Teorema 1.6.11) nos dice que f es una proyecci�on y en particular

es abierta. Los detalles est�an en el siguiente teorema.
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Teorema 3.5.9. Sea A : G×M →M una acci�on suave, a ∈M, O = O(a) ⊂M
la �orbita de a por la acci�on. Si denotamos π = πa : g 7→ g · a, supongamos que

existe un abierto U0 ⊂M entorno de a y una secci�on suave s : U = U0 ∩O → G

tal que

π ◦ s = idU, s(a) = 1.

Entonces O ⊂M es una subvariedad deM, ran(s∗) ⊂ g es un espacio de Banach

tal que

ran(s∗)⊕ ker(π∗) = g,

y Ka = {g ∈ G : g · a = a} es subgrupo de Lie-Banach regular con �algebra de

Lie-Banach k = ker(π∗). Adem�as π : G → O es una proyecci�on y en particular

abierta.

Demostraci�on. Dado x = g · a = πa(g) ∈ O, consideramos el conjunto

Ux = `g(U) = {g · p : p ∈ U} ⊂M

que es un entorno abierto de x ∈ M, y la secci�on sx : Ux → gVg−1 ⊂ G dada por

sx(g · p) = gs(p)g−1. Entonces sx es suave, sx(x) = sx(g · a) = gs(a)g−1 = 1 y

πx ◦ sx(g · p) = gs(p)g−1g · a = g · (s(p) · a) = g · p

para todo p ∈ U, es decir πx◦sx = idUx . Ahora ran(s∗) ⊂ g es un subespacio cerrado

pues, si vn = s∗(yn)→ v ∈ g (con yn ∈ TaM) entonces

s∗π∗(v) = l��m s∗π∗(vn) = l��m s∗(yn) = v

lo que prueba que v ∈ ran(s∗). Por otra parte dado w ∈ g tomamos h = s∗π∗(w) ∈
ran(s∗) y descomponemos w = w − h + h con w − h ∈ ker(π∗). La suma es directa

pues si w ∈ ran(s∗) ∩ ker(π∗) entonces w = s∗z para alg�un z ∈ TaM pero

z = π∗s∗z = π∗w = 0

lo que nos dice que w = 0. En consecuencia el grupo de isotrop��a Ka = π−1(a) es una

subvariedad regular de G por el teorema de la funci�on impl��cita (Observaci�on 3.5.4).

Por �ultimo, como π∗ es sobreyectiva y su n�ucleo se parte, π es una proyecci�on por el

teorema de la funci�on impl��cita (Teorema 1.6.11).

El siguiente lema, originalmente debido a Ian Raeburn [78], es un criterio �util para

ver si la �orbita O(x) ⊂M es subvariedad.

Lema 3.5.10. Sea G un grupo de Lie-Banach, con una acci�on diferenciable en

un espacio de Banach X. Sea O(x) = {g · x : g ∈ G} ⊂ X la �orbita de x con la

topolog��a heredada. Supongamos que
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1. πx : G→ O(x) es abierta.
2. La diferencial (πx)∗1 : g → X parte al espacio, tanto el n�ucleo como el

rango.

Entonces O(x) ⊂ X es una subvariedad regular (partida) de X, y la funci�on

πx : G→ O(x) es una sumersi�on.

Demostraci�on. Sea k = ker(πx)∗1; por hip�otesis g = m ⊕ k para alg�un subespacio

cerrado m ⊂ g. Consideramos la aplicaci�on Θ : (v,w) 7→ evew con v ∈ m, w ∈ k que

transforma un entorno U de 0 ∈ g en un entorno V de 1 ∈ G (Lema 3.2.7). Para z ∈ g,

ahora consideramos ψ(z) = Θ(z) · x que es diferenciable, ψ : U → X y toma valores

en O. Como ew · x = x para todo w ∈ k, tenemos ψ(v,w) = ψ(v, 0). Si llamamos

J = ψ(U ∩m) = Θ(U) = πx(V),

se tiene x ∈ J ⊂ O y adem�as J es abierto en O por la primer hip�otesis. Esto prueba que

O es un variedad diferenciable y un espacio homog�eneo para G, pues trasladando con

la acci�on a izquierda del grupo se obtiene un resultado similar para cualquier x ′ ∈ O
(los detalles, algo tediosos, son similares a los de la demostraci�on de la estructura

diferenciable para un grupo a partir de la estructura de grupo de Lie local).

Si X = ran(πx)∗1 ⊕ S con S ⊂ X subespacio cerrado, consideramos la aplicaci�on

Ψ : m⊕ S→ X dada por (v, s) 7→ ψ(v) + s. Se tiene

Ψ∗0(v, s) = v+ s

y del teorema de la funci�on inversa deducimos que Ψ es un difeomor�smo entre un

entorno V de 0 ∈ m ⊕ s en un entorno W de x ∈ X. Si consideramos (W,ϕ) con

ϕ = Ψ−1|W , esta es una carta de X alrededor de x y adem�as ϕ(W ∩ O) = m ∩ V
lo que prueba que O es localmente una subvariedad. Nuevamente, un argumento de

traslaci�on por medio de los mapas `g, nos dice que O es en efecto una subvariedad

de X.

Observaci�on 3.5.11 (Espacios sim�etricos de Cartan). Como veremos en la Secci�on

7.5.2, ciertos espacios homog�eneos se pueden presentar como el cociente de un grupo

de Lie G por el subgrupo de puntos �jos de un automor�smo involutivo σ : G → G.

En ese caso el subgrupo es de Lie y el cociente admite una estructura de variedad

diferenciable que hace de q : G→ G/K una sumersi�on.
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3.A. Problemas

3.I. Una funci�on f : X→ Y es Ck si y s�olo si su gr�a�co Gr = {(x, f(x)) : x ∈ X} ⊂ X×Y
es una subvariedad regular y para cada x ∈ X, se veri�ca

T(x,f(x))X× Y = T(x,f(x))Gr⊕ T(x,f(x)){x}× Y.

Sugerencia: probar primero que pr1|Gr → X es un difeomor�smo y considerar la

funci�on pr2 ◦ (pr1|Gr)−1.

3.II. Si G es grupo de Lie-Banach, el gr�a�co de g 7→ g−1 se puede pensar como la

super�cie de nivel m−1(e) con e la identidad de G y m : G × G → G el producto

m(x, y) = xy. La aplicaci�on m es una sumersi�on (es decir su diferencial es un epi-

mor�smo con n�ucleo que se parte). Concluir que si el producto es de clase Ck en el

grupo G, tambi�en lo es la inversi�on.

3.III. Si G es un grupo topol�ogico, m : G × G → G denota el producto y V es un

entorno abierto de e ∈ G, tomamosW ⊂ V abierto tal que cy−1(W) ⊂ V. Probar que
si h, h ∈ xW,yW respectivamente entonces

m(h, h) = `xy ◦m
∣∣
V×V ◦ (cy−1 × id) ◦ (`x−1 × `y−1)(h, h).

3.IV. Probar que si v ∈ g (el �algebra de Lie-Banach del grupo G) y Xv denota el �unico

campo invariante a izquierda tal que Xv(1) = v, entonces φv(t) = αv(t, 1) (αv como

siempre denota el ujo de Xv) es un homomor�smo, es decir

φv(s+ t) = φv(s)φ(t) = φv(t)φv(s)

para s, t ∈ R en el dominio de αv(·, e).

3.V. Sea G un grupo de Lie-Banach, g su �algebra de Lie-Banach. Sean v,w ∈ g y

g : R → g la aplicaci�on dada por t 7→ Adetv(w) = etvwe−tv. Probar que _g(0) =

adv(w) = [v,w].

3.VI. Sea G grupo de Lie-Banach, K ⊂ G subgrupo (o sea es subvariedad embebida).

Probar que K es cerrado en G.

3.VII. Sea G grupo topol�ogico. Dado un subconjunto A ⊂ G denotamos 〈A〉 ⊂ G al

subgrupo generado por los productos �nitos de los elementos de A y sus inversas.

Probar que la componente conexa Ge de la identidad de G es subgrupo.

Probar que Ge es un subgrupo invariante (normal).

Probar que Ge es un subgrupo cerrado.
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Probar que si W ⊂ G es entorno abierto de 1, entonces 〈W〉 = Ge.

Supongamos que adem�as G es un grupo de Lie-Banach de clase Ck, k ≥ 1.

Probar que Ge es abierto.

Probar que G/Ge es discreto.

Probar que 〈exp(v)〉v∈g = G0.

3.VIII. Si G es un grupo de Lie-Banach, probar que [X, Y] = 0 para todo par de

campos invariantes a izquierda implica que G es un grupo conmutativo. Probar la

implicaci�on rec��proca si G es conexo.

3.IX. Si F,G son funciones enteras y ρF, ρG denotan los respectivos �ordenes, probar

que

ρF+G, ρFG ≤ m�ax{ρF, ρG}.

Probar que sen(z), cos(z), sen(z)
z

, tan(z)
z
, 1−e

z

z
tienen orden menor o igual a uno.

3.X. Probar que exp−1(evew) = v+
∫1
0
g(etadvetadw)wdt, con g : C→ C la funci�on

entera dada por

g(λ) = 1+
∑
n≥1

(−1)n+1

n(n+ 1)
(λ− 1)n.

3.XI. Desarrollando (etadvetadw − 1)n−1 en serie, probar la f�ormula de Dynkin para

BCH(v,w) dada por

∑
n≥1

(−1)n+1

n

1

(i1 + j1) + · · ·+ (in + jn)

[v(i1), w(ji), · · · , v(in), w(jn)]

i1!j1! · · · in!jn!

donde la suma es sobre las 2n-uplas (i1, · · · , in, j1, · · · , jn) tales que ik + jk ≥ n.

3.XII. Sea q : X→ Y un revestimiento. Si X es arcoconexo e Y es simplemente conexo,

probar que q es un homeomor�smo.

3.XIII. Grupos unitario y ortogonal. Grupos especial unitario y especial ortogonal.

1. Sea

U(n) = {U ∈ Cn×n : U∗ = U−1}

(grupo unitario, matrices con entradas complejas). Probar que es subgrupo de

Lie (real) de GL(n,C) (matrices inversibles con entradas complejas)

2. Probar que Lie(U(n)) = u(n) = {X ∈ Cn×n : X∗ = −X}.
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3. Probar que toda U ∈ U(n) se diagonaliza, U = WDW∗ donde los autovalores

di ∈ S1 (ayuda: U es normal luego U = X+ iY con [X, Y] = 0, X∗ = X, Y∗ = Y).

4. Probar que toda matriz unitaria U tiene un logaritmo antihermitiano Z∗ = −Z,

y con esto probar que U(n) es conexo.

5. Si agregamos la restriccion det(U) = 1, obtenemos el grupo SU(n) (grupo

especial unitario). Probar que es subgrupo de Lie de U(n) y hallar su(n), su

�algebra de Lie (sugerencia: det(eX) = etr X).

6. Sea O(n) el grupo ortogonal (matrices con entradas reales tales que Ot = O−1).

Probar que es subgrupo de Lie de GL(n,R) y que o(n) = {Y : Yt = −Y} es

su �algebra de Lie. Probar que SO(n) es subgrupo de Lie y hallar su �algebra

(denotada so(n)). >Cu�antas componentess conexas tiene O(n)? >Cu�antas tiene

SO(n)?

7. Probar que que

E1 =
1

2

(
i 0

0 −i

)
E2 =

1

2

(
0 i

i 0

)
, E3 =

1

2

(
0 −1

1 0

)
son generadores de su(2) y calcular sus conmutadores.

8. Probar que que

F1 =

 0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 F2 =

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , F3 =

 0 −1 0

1 0 0

0 0 0


son generadores de so(3) y calcular sus conmutadores.

3.XIV. Veamos que SO(3) no es simplemente conexo.

1. Observar que SO(3) se puede identi�car con las rotaciones de una esfera ma-

ciza de R3, m�odulo puntos antipodales. Entonces SO(3) ' P3(R), el espacio
proyectivo de dimensi�on 3.

2. Probar que P3(R) no es simplemente conexo (ayuda: como se identi�ca con la

esfera maciza con dos polos identi�cados, considerar (el cociente de) la curva

que empieza en un polo y termina en el otro, ver que esa curva no es homot�opi-

camente nula).

3.XV. Probar que

SU(2) ' S3
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y entonces es simplemente conexo (ayuda: ver que(
z w

−w z

)
7→ (Re(z), Im(z), Re(w), Im(w)

est�a bien de�nida y es biyectiva).

3.XVI. Sea ϕ : so(3)→ su(2) dada por ϕ(Fi) = Ei extendida como R-transformaci�on

lineal.

1. Probar que ϕ es un isomor�smo de �algebras de Lie.

2. Probar queϕ no es integrable a un mor�smo de grupos de Lie f : SO(3)→ SU(2)

(sugerencia: >son isomorfos?).

3. Probar que ϕ−1 si es integrable a un mor�smo q : SU(2)→ SO(3), y que SU(2)

es el revestimiento universal de SO(3).

3.XVII. Sea f : A → B una funci�on continua y suryectiva. Probar que si f es abierta

o cerrada, entonces f es un mapa cociente.
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Cap��tulo 4
El Grupo Lineal

Mi trabajo siempre intent�o unir lo

verdadero con lo bello, pero cuando tuve

que elegir uno o lo otro, usualmente eleg��

lo bello.

Hermann Weyl

N uestra intenci�on no es seguir trabajando con toda generalidad la teor��a

de grupos de Lie-Banach, para eso ya existen excelentes tratados como

los Elementos de Bourbaki [20], el reciente libro de Daniel Beltit��a [17] de

estructuras homog�eneas o el libro de Harald Upmeier [86] sobre grupos anal��ticos.

Nos concentraremos en los subgrupos del grupo lineal de un �algebra de Banach o

m�as precisamente, en subgrupos del grupo de operadores inversibles en un espacio de

Banach. En este cap��tulo suponemos que el lector est�a familiarizado con las nociones

de c�alculo funcional que presentamos en los ap�endices.

4.1. El grupo de elementos inversibles, estructura local

Como dijimos, nos concentraremos en subgrupos de GA, el grupo de inversibles

de un �algebra de Banach compleja y asociativa A. Es f�acil ver (Observaci�on A.2.4

en el Ap�endice III), se trata de un conjunto abierto y el �algebra de Lie-Banach g se

identi�ca naturalmente con A; el corchete de Lie es el conmutador usual y el grupo

tiene una estructura de variedad anal��tica compleja.

103

http://www.imar.ro/~dbeltita/
http://www.genealogy.ams.org/id.php?id=21376&fChrono=1
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4.1.1. Las representaciones L y R

Si z ∈ A, entonces Lz : A→ A es un operador lineal y acotado, con

‖Lz‖ = sup
‖w‖≤1

‖zw‖ ≤ ‖z‖.

Denotemos con σA(z) al espectro de z relativo al �algebra A, y con σB(A)(Lz) al

espectro de Lz como operador del espacio de Banach A. La aplicaci�on z 7→ Lz es de

hecho una representaci�on del �algebra A como operadores acotados en un espacio de

Banach. De�nimos L : A→ B(A) como Lax = ax, y denotamos

L(A) = {Lz : z ∈ A} ⊂ B(A).

De manera an�aloga se de�nen Ra (a ∈ A) como el producto a derecha y R(A).

Lema 4.1.1. El conjunto L(A) es una sub�algebra cerrada, L es una isometr��a y

adem�as

σB(A)(Lz) = σ(z).

para todo z ∈ A. A�rmaciones an�alogas valen para R(A).

Demostraci�on. Que L(A) es cerrada se deduce del hecho de que L es una isometr��a,

y esto �ultimo es porque

‖z‖ = ‖Lz · 1‖ ≤ ‖Lz‖ ≤ ‖z‖.

Por otra parte, si c ∈ A es la inversa de a − λ, entonces Lc es la inversa de La−λ,

con lo cual σB(A)(Lz) ⊂ σ(z). Rec��procamente, si La es inversible, entonces existe un

operador inversible T ∈ B(A) tal que LaTz = TLaz = z para todo z ∈ A. Llamando

b = T(1), se tiene que b es la inversa de a: en efecto ab = LaT(1) = 1, y por otro

lado 1 = TLa(1) = T(a) con lo cual

ba = TLa(ba) = T(aba) = T(a) = 1.

Dada H : Ω ⊂ C→ C una funci�on anal��tica tal que σ(z) ⊂ Ω, entonces ciertamen-

te σ(Lz) ⊂ Ω con lo cual tiene sentido hacer el c�alculo funcional en las dos �algebras.

Se tiene

LH(z) = H(Lz),

pues la f�ormula es evidente para potencias de z y para H(z) = (z−λ)−1, y el resultado

se deduce aproximando H uniformemente con funciones racionales en σ(z) (Teorema

A.2.7).
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Respecto de la exponencial, se trata de la exponencial usual dada por ejemplo por

una serie de potencias. En particular para todo v ∈ A se tiene

Lev = eLv , Rev = eRv , eadv = Adev .

La �ultima f�ormula, v�alida en grupos de Lie-Banach arbitrarios, tiene en este contexto

una prueba sencilla: los operadores Lv, Rw ∈ B(A) conmutan para todo v,w ∈ A.

De la f�ormula para la diferencial de la exponencial obtenida en el Lema 3.1.14

exp∗v(w) = e
vF(adv)w = [G(adv)w] ev

dedujimos que esta diferencial es inversible si y s�olo si

σ(adv) ∩ {2kπi : k ∈ Z6=0} = ∅.

En particular, si ‖z‖ < π, entonces como aqu�� adz(v) = zv− vz, tenemos

‖adz‖ ≤ 2‖z‖ < 2π

con lo cual r(adz) < 2π y se tiene que la diferencial es inversible en la bola de radio

π.

4.2. Grupos lineales de matrices: un vistazo rápido

Los ejemplos inmediatos de grupos de Lie surgen de considerar grupos lineales.

Es decir, subgrupos del grupo de matrices inversibles. Fijemos un poco la notaci�on.

Sean H = Cn con el producto interno usual, Mn(C) el espacio de matrices de n× n
con entradas complejas. En estos grupos lineales se tiene que las diferenciales de

Lg, Rg, Adg coinciden en efecto con las funciones, pues por ejemplo si α es una curva

en G, entonces

(Lg)∗α(t) _α(t) =
d

dt
(Lg ◦ α) (t) =

d

dt
(Lgα(t)) =

d

dt
(gα(t))

= g
d

dt
α(t) = Lg _α(t).

Estas cuatro grandes clases que presentaremos (grupos lineales, unitarios, orto-

gonales y simpl�ecticos) y sus variantes son lo que se conoce como grupos de Lie

cl�asicos, nombre debido a una obra de Hermann Weyl del a~no 1939 [87].



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 106 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	

106 El Grupo Lineal

4.2.1. El grupo lineal GL(n,C)

Usaremos GL(n,C) para denotar el grupo de matrices inversibles enMn(C). Este
resulta ser un conjunto abierto enMn(C), y como tal, tiene la estructura diferenciable

(de hecho anal��tica) dada por la carta global de la identidad del espacio de Banach

E =Mn(C), restringida a GL(n,C).
El �algebra de Lie de GL(n,C) consiste entonces del espacio de todas las matrices

Mn(C), y no es dif��cil ver que el corchete de dos elementos v,w ∈ g est�a dado por el

conmutador usual, es decir

[v,w] = vw−wv.

Esto se extiende de manera natural a cualquier subgrupo.

Si una matriz se diagonaliza como a = gdg−1 con g ∈ GL(n,C) y

d = diag(a1, · · · , an)

con ai ∈ C los autovalores de a (con multiplicidad), entonces dada una funci�on

compleja f de�nida en σ(a) = ∪{ai} -el espectro de a-, tiene sentido de�nir

f(a) := gdiag(f(a1), · · · , f(an))g−1 = gf(d)g−1.

Para potencias f(x) = xk, con k ∈ Z, esta de�nici�on coincide con la usual, es decir

ak = gdiag(ak1 , · · · , akn)g−1.

Luego la de�nici�on coincide para polinomios, y se entiende c�omo se calcula f(a) para

una funci�on anal��tica en un entorno del espectro de a.

Algunas funciones, dadas por series de potencias convergentes, se pueden de�nir

aunque la matriz a no se diagonalice. Dos funciones muy importantes son la expo-

nencial del grupo lineal, dada por la serie de potencias

exp(a) = ea =
∑
n≥0

1

n!
an

convergente para cualquier a ∈ GL(n,C), y el logaritmo,

ln(b) =
∑
n≥0

(−1)n

n+ 1
(b− 1)n+1

convergente para ‖b− 1‖ < 1. No es dif��cil chequear que, si ‖b− 1‖ < 1, entonces

exp(ln(b)) = b,

y que si ‖a‖ < ln(2) entonces

log(ea) = a.

En los ap�endices de este libro se estudian �algebras de Banach y �algebras de ope-

radores, y all�� mostramos como extender el logaritmo a cualquier operador a cuyo

espectro no separe al cero de in�nito en el plano complejo, y en general como calcular

f(a) para funciones continuas en el espectro de a.
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4.2.2. El grupo de matrices unitarias

Un subgrupo que nos interesa es el grupo de matrices unitarias, de�nido de la

siguiente manera: si a∗ denota la transpuesta conjugada de a ∈Mn(C), entonces

U(n,C) = U = {u ∈ GL(n,C) : u∗u = 1}.

Notar que en este contexto de dimensi�on �nita, como det(a∗) = det(a), la condici�on

u∗u = 1 nos asegura que u es inversible y adem�as u−1 = u∗, luego tambi�en vale

uu∗ = 1. En el caso in�nito dimensional, el grupo unitario se de�ne agregando esta

�ultima condici�on a la expuesta.

Este es un grupo de Lie real, cuya �algebra de Lie se identi�ca con el conjunto de

las matrices antisim�etricas (antihermitianas) en Mn(C), es decir

Mn(C)ah = {x ∈Mn(C) : x∗ = −x}.

Esto se prueba de la siguiente manera: si u(t) es una curva suave en U tal que u(0) = 1

y _u(0) = x, entonces derivando en t = 0 la relaci�on uu∗ = I se obtiene x∗ + x = 0.

Por supuesto, si x ∈Mn(C)ah, entonces ex ∈ U , pues

(ex)∗ = ex
∗
= e−x = (ex)−1.

Se dice que a es autoadjunta o Hermitiana si a∗ = a, y que a es normal si a∗a = aa∗.

Un resultado importante del �algebra lineal nos dice que si a es normal, entonces existe

una matriz unitaria u tal que

a = udu∗

con d la matriz diagonal de los autovalores de a. Si adem�as a es Hermitiana, los

autovalores son todos reales.

Observemos que toda matriz unitaria es normal, con lo cual dada u ∈ U , existe
v ∈ U tal que

u = vdv∗.

No es dif��cil ver que en este caso, todos los autovalores est�an en S1, es decir |di| = 1

para todo i = 1, · · · , n.
Dada una matriz unitaria u, como σ(u) = {di}i=1,··· ,n ⊂ S1, podemos elegir una

determinaci�on log del logaritmo en el plano complejo de manera que log est�e de�nido

en σ(u) y adem�as | log(di)| ≤ π para todo i = 1 · · ·n. En consecuencia, toda matriz

unitaria tiene un logaritmo

x = ln(u) = v ln(d)v∗

donde ln(d) es la matriz diagonal (ln(d1), · · · , ln(dn)). Si x = ln(u), es evidente que

ex = exp(x) = u, y adem�as ‖x‖ ≤ π. Podemos considerar entonces el grupo a un

par�ametro δ : [0, 1]→ u dado por δ(t) = etx, que toma valores en U puesto que tx es
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anti-hermitiana. Como δ(0) = 1, δ(1) = u, se deduce que el grupo unitario es arcoco-

nexo. Estas curvas jugar�an un papel importante cuando estudiemos la geometr��a de

U , las llamaremos segmentos.

En contextos m�as generales, no siempre es posible hallar un logaritmo de un

operador unitario; sin embargo, para una clase importante de �algebras veremos que

siempre es posible.

4.2.3. El grupo ortogonal

Este es el caso real del grupo anterior; el grupo ortogonal O(n,R) es el grupo de

matrices que preserva la m�etrica, es decir

O(n,R) = {x ∈Mn(R) : 〈xv, xw〉 = 〈v,w〉 para todo v,w ∈ Rn}.

Esta condici�on es -por polarizaci�on- equivalente a pedir que x sea una isometr��a

‖xv‖ = ‖v‖ para todo v ∈ Rn, donde ‖ · ‖ denota en este caso la norma usual.

Equivalentemente, o ∈ O(n,R) si y s�olo si

oTo = ooT = I.

El �algebra de Lie es el subespacio de matrices antisim�etricas, es decir aquellos x ∈
Mn(R) tales que

x+ xT = 0.

Con mayor generalidad, �jado un producto escalar 〈, 〉 en Rn, y q es la forma cuadr�ati-

ca asociada, si de�nimos la traspuesta de x ∈ Mn(R) como la �unica matriz xT tal

que

〈xTv,w〉 = 〈v, xw〉

para todo v,w ∈ Rn, entonces O(n,R, q) es el grupo de matrices que preserva la

forma cuadr�atica q.

4.2.4. El grupo simpléctico

Para n = 2k par, �jamos J ∈ GL(n,R) tal que

JT = −J = J−1.

Esto es lo que se conoce como una estructura compleja en el grupo lineal real

GL(n,R). La estructura compleja recibe este nombre porque permite introducir, en el

espacio real R2k, una acci�on de C que lo convierte en un espacio vectorial complejo:

dado z = a+ ib ∈ C, de�nimos para v ∈ R2k

zv := av+ bJ(v).
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Si 〈, 〉 denota el producto escalar usual de Rn, J induce una forma bilineal

ω(v,w) = 〈Jv,w〉

conocida como forma simpl�ectica de la estructura compleja. La estructura compleja

en R2k viene acompa~nada del producto escalar

〈v,w〉J := 〈v,w〉− iω(v,w)

que es de hecho un producto interno sesquilineal en el sentido siguiente

〈z1v, z2w〉J = z1z2〈v,w〉J

para z1, z2 ∈ C y la acci�on de C sobre R2k inducida por J.

Se dice que una matriz a ∈M2k(R) es una matriz compleja si conmuta con J, es

decir, si

aJ = Ja.

De la misma manera, un subespacio S ⊂ R2k es un subespacio complejo si J(S) ⊂ S.
Por ser J inversible, es equivalente a pedir J(S) = S. Esta condici�on es de hecho la

condici�on necesaria y su�ciente para que el subespacio S herede la acci�on de C sobre

R2k introducida m�as arriba.

Salvo un cambio de base, toda estructura compleja en R2k = Rk×Rk viene dada

por una matriz

J =

(
0 1

−1 0

)
∈ GL(2k,R)

donde 0, 1 ∈ GL(k,R) son matrices cuadradas de k × k. En coordenadas, si v =

(η, ξ) ∈ Rk × Rk, entonces J(η, ξ) = (−ξ, η).

El grupo simpl�ectico es el grupo SpJ ⊂ GL(n,R) de matrices inversibles g tales

que

g−1 = JgT J.

Equivalentemente, son las matrices inversibles que preservan la forma simpl�ectica ω,

es decir, aquellas matrices tales que

ω(gv, gw) = ω(v,w)

para todo v,w ∈ R2k.
El �algebra de Lie de SpJ es el �algebra simpl�ectica spJ ⊂Mn(2k,R) de las matrices

tales que

xT J = −Jx.

Esta relaci�on se deduce considerando una curva g(t) ∈ SpJ tal que g(0) = I y _g(0) = x,

y derivando la relaci�on J = gT Jg en t = 0.
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4.3. Espacios homogéneos de grupos de matrices

En general un espacio homog�eneo se presenta en forma abstracta; veremos sin

embargo que hay casos donde se los puede pensar como subconjuntos o incluso sub-

variedades del grupo lineal.

En general, dado a ∈ Mn(C), y G alg�un grupo lineal subgrupo de GL(n,C),
llamaremos �orbita de a al conjunto

O(a) := {gag−1 : g ∈ G} ⊂Mn(C).

En el caso del grupo unitario U , se suele denominar �orbita coadjunta de a.

4.3.1. La variedad de Grassmann

La variedad de Grassmann Grk(n) es el conjunto de subespacios de dimensi�on

k en Rn o Cn. Como tal, admite la acci�on del grupo de matrices inversibles de la

siguiente manera: dado S ∈ Grk(n), ponemos

g · S = g(S).

Observemos que por ser inversible g, se sigue que g(S) tiene la misma dimensi�on

que S. Se puede dar una presentaci�on de la Grassmanniana como �orbita, si pensamos

que un subespacio S de dimensi�on k se identi�ca con el �unico proyector ortogonal

p ∈Mn(C) que lo tiene como rango (es decir p∗ = p, p2 = p, ranp = S). En ese caso

la acci�on se convierte en

g · p := gpg−1.

Observemos que tambi�en podemos considerar la acci�on del grupo unitario U ,

u · p = upu∗.

Como dados dos subespacios S, S ′ de dimensi�on k, siempre podemos hallar una base

ortonormal de la intersecci�on y completarla a una base de S y de S ′ respectivamente,

no es dif��cil ver que la �orbita unitaria recorre tambi�en toda la Grassmaniana Grk(n).

En este caso estamos identi�cando entonces

Grk(n) ' U/Kp

donde Kp ⊂ U es el subgrupo de isotrop��a del proyector p, es decir

Kp = {u ∈ U : upu∗ = p}.

Observemos que en este caso se trata de los unitarios que conmutan con p, que en

una representaci�on matricial se pueden expresar en forma de operadores diagonales:(
? 0

0 ?

)
, (4.1)



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 111 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	
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donde en la primer �la ponemos el rango de p y en la segunda el de 1− p. Es decir,

observemos que todo x se puede escribir de la siguiente manera:

x = pxp+ (1− p)xp+ px(1− p) + (1− p)x(1− p) = a+ b+ c+ d,

y utilizamos para x la siguiente escritura por bloques:(
a b

c d

)
.

Esta escritura se comporta bien el producto de matrices, es decir multiplicar dos

representaciones matriciales equivale a multiplicar las correspondientes matrices ori-

ginales.

Observaci�on 4.3.1. Por este motivo diremos que una matriz (o un operador) de la

forma (4.1) es una matriz (o un operador) p-diagonal ; una cuenta elemental nos

muestra que una matriz es p-diagonal si y s�olo si conmuta con p. Por otra parte,

diremos que una matriz (o un operador) es p-codiagonal cuando la parte diagonal

de �esta sea nula, es decir cuando su escritura en bloques sea de la forma(
0 ?

? 0

)
.

Esta escritura compacta es muy �util para algunos c�alculos, como veremos m�as

adelante. Derivando la relaci�on up = pu en una curva u = ut tal que u0 = 1 y _u0 = v,

se deduce que vp = pv, luego el �algebra de Lie de Kp son los antihermitianos que

conmutan con p, que nuevamente se representan como matrices diagonales respecto

de p.

4.3.2. Matrices positivas inversibles

Una matriz es positiva cuando a = a∗ y adem�as todos los autovalores de a son ≥ 0.
Si ninguno es cero, diremos que a es una matriz inversible positiva y lo anotaremos

a > 0. Es f�acil ver que la exponencial de toda matriz Hermitiana es inversible y

positiva; lo que no es tan obvio es que todas tienen logaritmo Hermitiano. Este espacio

P de matrices positivas inversibles se puede presentar como un espacio homog�eneo

del grupo de todas las inversibles mediante la siguiente acci�on: dada a > 0 y g ∈
GL(n,C), ponemos

g 7→ gag∗.

Evidentemente gag∗ es inversible, para ver que es positiva hay que observar que a

tiene una ra��z cuadrada positiva a
1
2 > 0 y entonces gag∗ = bb∗ con b = ba

1
2 . Volve-

remos sobre este espacio homog�eneo m�as adelante, para ello es necesario familiarizarse

primero con los contenidos de c�alculo funcional de los ap�endices de este libro.
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4.4. Subgrupos algebraicos

A continuaci�on desarrollamos un criterio �util en el contexto in�nito dimensional

para probar que la topolog��a de un subgrupo K de un grupo proveniente de un �algebra

de Banach, es la topolog��a de subespacio.

Dada un �algebra de Banach A, diremos que un subgrupo K ⊂ GA es algebraico

si existe una familia {Pi}i∈I de polinomios Pi : A×A→ C tales que

K = {g ∈ GA : Pi(g, g
−1) = 0 ∀i ∈ I}.

Resulta entonces que P es una suma de funciones homog�eneas en (a, b). El grado del

polinomio P se de�ne como el m�aximo de los �ordenes de las funciones homog�eneas

en las que se descompone P. Por ejemplo,

P(a, b) = 3a2b2 − 4a4b+ ab+ 1

es un polinomio de grado 5 pues el monomio m(a, b) = −4a4b es homog�eneo de

grado 5, es decir

m(ta, tb) = −4(ta)4(tb) = t5m(a, b)

para todo t ∈ C. El grado del subgrupo K es el m�aximo de los grados de los polinomios

de la famila {Pi}i∈I.

El siguiente teorema debido a Carlson ser�a �util en breve, lo enunciamos sin de-

mostraci�on y la misma puede verse por ejemplo en el libro de B. Levin1 [71, Teorema

3, Secci�on 8.3]:

Lema 4.4.1. Sea f : C→ C una funci�on entera de orden ρ ≤ 1 (es decir |f(z)| ≤
AeB|z| para todo z ∈ C). Si

1. f(k) = 0 para todo k ∈ Z,

2. l��m sup
t→∞ 1

t
log |f(±it)| < π,

entonces f ≡ 0.

Para un subgrupo algebraico K, si de�nimos

k = {v ∈ A : etv ∈ K ∀t ∈ R},

la Proposici�on 3.2.3 nos dice que k es un �algebra de Lie-Banach, pues K es cerrado

por ser intersecci�on de cerrados.

1Link al libro online, de acceso gratuito en la p�agina de la AMS-American Mathematical Society
(ver la p�agina 58): http://www.ams.org/online_bks/mmono150/mmono150-ptI.pdf

http://www.ams.org/online_bks/mmono150/mmono150-ptI.pdf
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Teorema 4.4.2. Si A es un �algebra de Banach compleja y K ⊂ GA es un subgrupo

algebraico de grado n < ∞, entonces K tiene una estructura de grupo de Lie-

Banach dada por k y la exponencial de GA, cuya topolog��a concuerda con la

topolog��a de subespacio de GA.

Demostraci�on. Trasladando con los difeomor�smos {Lg}g∈K, basta probar que existe

un entornoU ⊂ A del origen tal que exp(U∩k) = exp(U)∩K y exp es un difeomor�smo

entre U ∩ k y exp(U) ∩ K. Como exp(U ∩ k) ⊂ exp(U) ∩ K siempre ocurre, tenemos

que probar que

exp(U) ∩ K ⊂ exp(U ∩ k),

y esto estar�a probado si vemos que, dado v ∈ U con g = ev ∈ K, entonces etv ∈ K
para todo t ∈ R. Por la de�nici�on del subgrupo algebraico, esto nos lleva a tener que

probar que para todo polinomio P de la familia que de�ne K, se veri�ca

P(etv, e−tv) = 0 para todo t ∈ R.

Para P y v �jos, consideramos la funci�on f : C→ C dada por

f(z) = P(ezv, e−zv).

Esta es una funci�on anal��tica pues la exponencial y los polinomios son anal��ticos.

Probaremos que f es id�enticamente nula usando el lema previo. Observemos primero

que

f(k) = P(ekv, e−kv) = P(gk, g−k) = 0 para todo k ∈ Z,

puesto que K es un grupo. Adem�as, usando que P tiene grado �nito, f tiene orden

ρ ≤ 1 pues basta desarrollar el polinomio como suma de monomios y luego acotar

‖e±zv‖j ≤ ej‖zv‖ = ej|z|‖v‖

en cada monomio. Por otra parte, como

P(x, y) =

n∑
k=0

pk(x, y)

con los pk homog�eneos de grado k, entonces existen constantes ck, αjk ≥ 0 tales que

|P(x, y)| ≤
n∑
k=0

ck

k∑
j=0

αjk‖x‖j‖y‖k−j ≤Mm�ax{1, ‖x‖n, ‖y‖n},

y entonces

log |P(x, y)| ≤ logM+ nm�ax{0, log ‖x‖, log ‖y‖}.



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 114 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	

114 El Grupo Lineal

Usando esto, para t ∈ R tenemos

log |f(±it)| = log |P(e±itv, e∓itv)| ≤ logM+ nm�ax{0, log ‖e±itv‖},

lo que nos dice que

l��m sup
t→∞

1

t
log |f(±it)| ≤ n l��m sup

t→∞
1

t
log ‖e±itv‖.

Por el primer ��tem del Teorema A.3.6,

l��m sup
t→∞

1

t
log ‖e±itv‖ = m�ax{|Im(λ)| : λ ∈ σ(v)} ≤ r(v) ≤ ‖v‖,

es decir

l��m sup
t→∞

1

t
log |f(±it)| ≤ n‖v‖.

Como n est�a dado por la familia de polinomios, podemos tomar el entorno U ⊂ A
su�cientemente peque~no para que ‖v‖ < π/n para todo v ∈ U, con lo cual

l��m sup
t→∞

1

t
log |f(±it)| < π.

4.5. El grupo de isometŕıas

Si A es un �algebra de Banach, las isometr��as de G = GA son los elementos de

norma unitaria con inversa de norma unitaria, es decir

U = UA = {g ∈ GA : ‖g‖ = ‖g−1‖ = 1}.

Observaci�on 4.5.1. El nombre se debe al siguiente hecho: si pensamos que A act�ua

en un espacio de Banach E como operadores acotados (por ejemplo en E = A via

g 7→ Lg) entonces g ∈ U sii

‖gη‖ = ‖g−1η‖ = ‖η‖

para todo η ∈ E. En efecto, ‖gη‖ ≤ ‖η‖ y por otro lado ‖η‖ = ‖g−1gη‖ ≤ ‖gη‖ lo que
prueba que g es una isometr��a, y con un argumento an�alogo g−1 es una isometr��a.

Lema 4.5.2. Si u ∈ U entonces σ(u) ⊂ S1.

Demostraci�on. En primer lugar, si |λ| > 1 entonces x = 1 − u
λ
veri�ca ‖x − 1‖ =

1/|λ| < 1 lo que nos dice que x es inversible o equivalentemente, que λ /∈ σ(u).
Supongamos ahora que |λ| < 1, entonces y = λu−1 − 1 tambi�en veri�ca ‖y − 1‖ =

|λ| < 1 luego es inversible. Multiplicando por u deducimos que uy = λ−u es inversible

as�� que λ /∈ σ(u).
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Las isometr��as forman un subgrupo cerrado de G, y por ende el espacio de Banach

u = uA = {v ∈ A : exp(Rv) ⊂ U }

es de hecho una sub�algebra de Lie-Banach de A. Se sigue que U es un grupo de

Lie-Banach, con una topolog��a tal vez m�as �na que la heredada de G (la topolog��a

de G coincide con la de A por ser abierto). Puede probarse que si X es un espacio de

Banach complejo y A = B(X) es el �algebra de Banach de operadores acotados en X,

entonces el grupo de isometr��as U ⊂ GL(X) = GA tiene la topolog��a de subespacio

siempre y cuando la bola unitaria de X sea homog�enea, esto es, cuando las funciones

biholomorfas actuen transitivamente en la bola (ver [45, Teorema 2]). En el mismo

art��culo (Ejemplo 6), o en las notas del Seminario Dubreil de K. H. Hofmann [47],

puede hallarse un ejemplo de un grupo de isometr��as de un espacio de Banach que

no es un grupo de Lie con la topolog��a heredada.

Observaci�on 4.5.3. Se suele denominar Hermitiano a todo elemento x ∈ A tal que

ix ∈ u, es decir

Herm(A) = iu = {x ∈ A : exp(itx) ∈ U ∀ t ∈ R}.

En el contexto de �algebras C∗, es f�acil ver que los Hermitianos de una y otra de�nici�on

coinciden, es decir x ∈ Herm(A) si y s�olo si x∗ = x, ver el Ejercicio 4.i.

Definición 4.5.4. Para a ∈ A, denotaremos

D(a) = {ϕ ∈ A ′ : ‖ϕ‖ = 1,ϕ(a) = ‖a‖},

que es no vac��o por el Teorema de Hahn-Banach (de hecho, es convexo y compacto

si se provee a A de la topolog��a ω∗, que es la topolog��a de convergencia puntual, ver

el Ap�endice A.3). De�nimos

V(a) = {ϕ(a) : ϕ ∈ D(a)}

que resulta un conjunto compacto convexo de C, no vac��o pues σ(a) ⊂ V(a) (ver el
Lema A.3.5) en los ap�endices).

Proposición 4.5.5. Sea a ∈ A un �algebra de Banach. Son equivalentes:

1. a ∈ Herm(A).

2. ‖eita‖ ≤ 1 para todo t ∈ R.

3. V(a) ⊂ R.

4. l��m
s→0 1s {‖1+ isa‖− 1} = 0 para s ∈ R.
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5. Para todo t ∈ R, 1+ ita es inversible y expansivo, i.e. para todo z ∈ A

‖(1+ ita)z‖ ≥ ‖z‖.

Demostraci�on. Como para todo g ∈ GA se tiene ‖g‖‖g−1‖ ≥ ‖gg−1‖ = 1, entonces
‖g−1‖ ≥ ‖g‖−1. Luego si ‖eita‖ ≤ 1 para todo t ∈ R, entonces

1 ≥ ‖eita‖ = ‖(ei(−t)a)−1‖ ≥ ‖ei(−t)a‖−1 ≥ 1

lo que nos dice que 1. y 2. son equivalentes. La equivalencia entre 2. y los ��tems 3. y

4. es consecuencia del cuarto ��tem del Teorema A.3.6 del Ap�endice.

Veamos que a Hermitiano implica la condici�on del ��tem 5. Basta probarla para

t = 1. Como a es Hermitiano, V(a) ⊂ R y entonces σ(a) ⊂ R. Luego

σ(1+ ia) ⊂ 1+ iσ(a) ⊂ 1+ iR

lo que nos dice que 1+ ia es inversible. Para ver que es expansivo, basta probar que

‖z + iaz‖ ≥ 1 para todo z ∈ A con ‖z‖ = 1. Tomemos ϕ ∈ D(z) (ver el Ap�endice

A.3), observemos que como a es Hermitiano entonces ϕ(az) ∈ V(a, z) ⊂ V(a) ⊂ R.
Luego Reϕ(iaz) = Reiϕ(az) = 0. En consecuencia

1 = ϕ(z) = Reϕ(z) = Reϕ(z+ iaz) ≤ |ϕ(z+ iaz)| ≤ ‖z+ iaz‖.

Rec��procamente, supongamos que 1+ ita es inversible y expansivo para todo t ∈ R.
Si t es su�cientemente peque~no, entonces

(1− ita)−1 =
∑
n≥0

(it)nan = 1+ ita+ o(t2).

Como ‖(1 − ita)−1‖ ≤ 1 y ‖1 + ita‖ ≥ 1, deducimos que para t su�cientemente

peque~no y positivo

0 ≤ ‖1+ ita‖− 1
t

=
‖(1− ita)−1 + o(t2)‖− 1

t

≤ ‖(1− ita)−1‖− 1
t

+ o(t) ≤ o(t)

con lo cual

l��m
t→0+

‖1+ ita‖− 1
t

= 0.

Como −a veri�ca las mismas hip�otesis que a, se deduce que

l��m
t→0+

‖1− ita‖− 1
t

= 0,

y cambiando t por −t se deduce que el otro l��mite lateral tambi�en es nulo, lo que

prueba que a es Hermitiano.
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4.5.1. El grupo unitario de un álgebra C∗

Para una C∗-�algebra A, denotemos con Ah a los elementos Hermitianos del �alge-

bra.

Lema 4.5.6. Sea u ∈ A una C∗-�algebra, que supondremos representada en un

espacio de Hilbert H. Entonces son equivalentes

1. uu∗ = u∗u = 1.

2. ‖uη‖ = ‖u∗η‖ = ‖η‖ para todo η ∈ H.

3. u es una isometr��a, es decir u es inversible y ‖u‖ = ‖u−1‖ = 1.

Demostraci�on. Si u es unitario, es decir, si vale 1., entonces

‖uη‖2 = 〈uη, uη〉 = 〈u∗uη, η〉 = 〈1η, η〉 = ‖η‖2

y lo mismo vale para u∗, lo que prueba 2.

Si vale 2. u es inyectivo y su rango es cerrado, y lo mismo vale para u∗, pero como

ran(u)⊥ = ker(u∗) = {0}, se deduce que ran(u) = H y entonces u es inversible.

Adem�as ‖u‖ = ‖u∗‖ = 1 y

Re〈u∗uη, ξ〉 = 1/2
[
‖u∗u(η+ ξ)‖2 − ‖u∗uη‖2 − ‖u∗uξ‖2

]
= 1/2

[
‖η+ ξ‖2 − ‖η‖2 − ‖ξ‖2

]
= Re〈η, ξ〉,

y lo mismo vale para uu∗, se tiene que u∗ = u−1, luego ‖u−1‖ = 1 y esto prueba 3.

Por �ultimo, supongamos que u es inversible y que ‖u‖ = ‖u−1‖ = 1. Es decir, u
es una isometr��a. Entonces

〈u∗uη, ξ〉 = 〈uη, uξ〉 = 1/2
[
‖u(η+ ξ)‖2 − ‖uη‖2 − ‖uξ‖2

]
= 1/2

[
‖η+ ξ‖2 − ‖η‖2 − ‖ξ‖2

]
= 〈η, ξ〉

con lo cual u∗u = 1, y entonces uu∗ = uu∗uu−1 = u1u−1 = 1 tambi�en.

El grupo de isometr��as en un �algebra C∗ es el grupo unitario del �algebra. Su

�algebra de Lie-Banach es el espacio Aah = iAh de operadores antihermitianos, esto

lo podemos probar a partir de la caracterizaci�on del Lema 3.2.1:

Lie(U) = {v ∈ A : exp(tv) ⊂ U ∀ t ∈ R}.

Observemos que (etv)∗ = etv
∗
siempre es cierto (a partir de la escritura de la expo-

nencial como serie de potencias). Entonces si v∗ = −v es claro que (etv)∗ = e−tv =

(etv)−1 y as�� etv ⊂ U . Rec��procamente, si ocurre esto �ultimo entonces

etvetv
∗
= etv(etv)∗ = etv(etv)−1 = etve−tv = 1
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y derivando en t = 0 vemos que v+ v∗ = 0.

La topolog��a de U es la de subespacio de GA (y entonces es la de A). Es-

to lo podemos probar de la siguiente forma: sea U ⊂ A tal que la exponencial

es un difeomor�smo con su imagen, supongamos que ev ∈ exp(U) ∩ U . Entonces
e−v = (ev)−1 = (ev)∗ = ev∗. Como v∗ tiene la misma norma que v entonces por la

inyectividad de la exponencial en este entorno tiene que ser −v = v∗ y as�� hemos

probado que exp(U)∩U = exp(U∩Aah). Por el Teorema 3.2.4 esto es su�ciente para

probar que U es subgrupo de Lie de GA.

Por otro lado, como

U = {u ∈ GA : u∗u = uu∗ = 1},

es esperable que el Teorema 4.4.2 tambi�en nos permita concluir que la topolog��a de U
dada por la carta exponencial concuerda con la topolog��a de subespacio de GA. Los

polinomios naturales a considerar son la familia indexada por ξ ∈ H dada por

{Pξ(a) = ‖aξ‖2 − ‖ξ‖2}

que claramente tiene grado 2 y anula al grupo unitario U . Sin embargo, una cuidadosa

inspecci�on de la secci�on previa nos dice que los polinomios deben ser polinomios

complejos, es decir deben sacar constantes complejas, lo cual no se veri�ca aqu��. Sin

embargo, este problema se puede solucionar considerando la complexi�caci�on de los

polinomios dada por una expresi�on est�andar que puede verse por ejemplo en [68,

Secci�on 3]. En particular, la forma bilineal real

β(ξ, η) = Re〈ξ, η〉

que induce el polinomio real p(ξ) = ‖ξ‖2, nos permite obtener la complexi�caci�on de

p, descomponiendo a ξ = x+ iy ∈ H en sus partes real e imaginaria y de�niendo

~p(x+ iy) = ‖x‖2 − ‖y‖2 + 2i Re 〈x, y〉.

Es f�acil veri�car que si λ = a+ ib ∈ C entonces en efecto ~p(λ(x+ iy)) = λ2~p(x+ iy),

y por otra parte ~p(uξ) = ~p(ξ) para todo u ∈ U , luego el grupo unitario es un grupo

algebraico y se obtiene el resultado esperado:

Corolario 4.5.7. El grupo de operadores unitarios de un espacio de Hilbert es

un grupo de Lie-Banach cuya topolog��a coincide con la de la norma uniforme

de B(H), y cuya �algebra de Lie-Banach consiste en el espacio de operadores

anti-Hermitianos.



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 119 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	

4.5. El grupo de isometŕıas 119

4.5.1.1. Logaritmos de operadores unitarios

Veremos algunas propiedades del grupo de unitarios de un �algebra C∗. Recurrimos

para ello al c�alculo funcional continuo (ver el Ap�endice B).

Observemos que si u ∈ U , entonces ‖u− 1‖ ≤ 2 y m�as generalmente ‖u− v‖ ≤ 2
para todo u, v ∈ U . Si ‖u− 1‖ < 1 entonces

z = log(u) =
∑
n≥1

(−1)n+1

n
(u− 1)n.

veri�ca ez = u. Por otra parte, supongamos que ‖u− 1‖ < 2. Entonces como σ(u) ⊂
S1, se tiene

m�ax{|eit − 1| : eit ∈ σ(u)} = r(u− 1) ≤ ‖u− 1‖ < 2,

lo que nos dice que −2 /∈ σ(u− 1) o equivalentemente −1 /∈ σ(u). Es decir,

σ(u) ⊂ S1 − {−1}.

Sea

log : {a+ ib ∈ C : a > 0 �o b 6= 0}→ {x+ iy : −π < y < π}

la determinaci�on usual del logaritmo en el plano complejo sin el semieje negativo de

los n�umeros reales. Entonces log es una funci�on anal��tica de�nida en un entorno de

σ(u), y por lo tanto est�a bien de�nido el c�alculo funcional

z = log(u) =
1

2πi

∮
γ

log(w)(w− u)−1dw

para cualquier curva simple γ, orientada de forma positiva, alrededor de σ(u). Por

propiedades generales del c�alculo funcional, se veri�ca ez = exp ◦ log(u) = id(u) = u,
y adem�as

σ(z) = log(σ(u)) ⊂ {it : t ∈ (−π, π)}.

Proposición 4.5.8. Si A es un �algebra C∗ entonces para todo u, v ∈ U tales que

‖u − v‖ < 2 existe un �unico z ∈ Ah tal que ‖z‖ < π y v = ueiz. La asignaci�on

(u, v) 7→ z es anal��tica en

U = {(u, v) ∈ U × U : ‖u− v‖ < 2}.

Demostraci�on. Supongamos primero que v = 1 y que ‖u − 1‖ < 2. Entonces z =

log(u) es un operador normal pues se obtiene como c�alculo funcional de u que es

normal. Como

z∗ = log(u)∗ = log(u∗) = log(u−1) = − log(u)

se deduce que z es antihermitiano. Adem�as como σ(z) ⊂ i(−π, π) ⊂ iR, ‖z‖ = r(z) <
π. Si tomamos x = iz, entonces x veri�ca todo lo requerido.
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Si ‖u − v‖ < 2, entonces w = u∗v es unitario y adem�as ‖w − 1‖ = ‖u∗v − 1‖ =
‖v − u‖ < 2, con lo cual por el caso anterior existe x ∈ Ah tal que ‖x‖ < π y

u∗v = w = eix, de donde se deduce que v = ueix.

Para probar la �ultima a�rmaci�on, podemos suponer nuevamente que v = 1 y que

‖u−1‖ < 2. Como u 7→ (u−w)−1 es anal��tica para todo w ∈ γ (una curva que rodee

al espectro de u) admite localmente un desarrollo en serie con polinomios homog�eneos

en el espacio de Banach A. Integrando t�ermino a t�ermino la serie en γ, tenemos una

nueva serie de potencias que nos da u 7→ log(u) localmente, lo que nos dice que esta

aplicaci�on es anal��tica.

Proposición 4.5.9. Si A es un �algebra de von Neumann entonces para todo

u, v ∈ U existe x ∈ Ah tal que ‖x‖ ≤ π y v = ueix.

Demostraci�on. Como ‖u−v‖ = ‖1−u∗v‖, podemos suponer que u = 1. Si σ(u) 6= S1,
usamos el corolario previo. En caso contrario, sea log de�nido como el logaritmo usual

en S1 − {−1}, y extendido arbitrariamente (por ejemplo, como π) en λ = −1. Esta

funci�on es Boreliana y acotada en S1, con lo cual podemos hacer el c�alculo funcional

z = log(u) del elemento normal u, que veri�ca ‖z‖ ≤ ‖log‖∞,σ(u) = ‖log‖∞,S1 = π.

Se veri�ca ez = exp ◦ log(u) = u, z∗ = −z con lo cual x = (−i)z es el elemento

buscado.

4.6. El cono positivo de un álgebra C∗

Si A es un �algebra C∗, denotemos con G+
A a los elementos positivos e inversibles,

es decir

G+
A = {g ∈ GA : g∗ = g, σ(g) ⊂ (0,+∞)} ⊂ Ah.

Observemos que si v,w ∈ Ah, entonces adv(w) = [v,w] ∈ iAh, mientras que

ad2v(w) = [v, [v,w]] = v2w+wv2 − 2vwv ∈ Ah.

Teorema 4.6.1. Sea A una C∗-�algebra. Entonces

1. exp(Ah) = G+
A, y exp : Ah → G+

A es una biyecci�on.

2. G+
A es abierto en Ah.

3. Si v,w ∈ Ah, entonces

exp∗v(w) = ev/2 · senh(adv/2)
adv/2

(w) · ev/2

= ev/2 ·
∏
n∈N

(
1−

ad2v

4n2π2

)
(w) · ev/2.
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4. exp∗v : Ah → Ah es globalmente inversible y exp : Ah → G+
A es un difeo-

mor�smo.

Demostraci�on. Para probar 1. primero notamos que si v∗ = v, entonces ev es positivo

e inversible por el teorema espectral, ya que (ev)∗ = ev
∗
= ev y adem�as

σ(ev) = exp(σ(v)) ⊂ exp(R) ⊂ (0,+∞).

Luego exp(Ah) ⊂ G+
A, pero nuevamente invocando el teorema espectral tenemos,

para cada a ∈ G+
A un �unico logaritmo real ln(a) que es Hermitiano y veri�ca que

exp(ln(a)) = a. Luego los conjuntos son iguales, y exp es una biyecci�on ya que

ev = ew con v,w Hermitianos implica que tienen el mismo logaritmo real y entonces

v = w.

Para ver el ��tem 2. recordemos que exp∗0 es la identidad, y si a ∈ G+
A, podemos

considerar

v 7→ a1/2 exp(v)a1/2

que es un difeomor�smo local y entonces manda un entorno abierto de 0 ∈ Ah en un

entorno abierto de a ∈ G+
A.

Para probar el ��tem 3. observamos que

e−v/2 exp∗v(w)e
−v/2 = ev/2F(adv)we−v/2 = eadv/2F(adv)w

=
eadv/2 − e−adv/2

2adv/2
(w),

y que la expansi�on en productos de Weierstrass de senh(λ)/λ es∏
k∈Z6=0

(
1−

λ

kπi

)
e
λ
kπi =

∏
n∈N

(
1−

λ2

n2π2

)
.

Finalmente, observemos que σ(adv) ⊂ σ(Lv) − σ(Rv) pues estos operadores con-
mutan (ver el Corolario B.3.2), y por otra parte, por el Lema 4.1.1, σ(Lv) = σ(v) ⊂ R
y lo mismo se aplica para Rv. Se sigue que σ(adv) ⊂ R, con lo cual senh(λ)/λ no se

anula en adv y entonces la diferencial de la exponencial es inversible globalmente,

para todo v ∈ Ah. Como exp restringido a los Hermitianos era una biyecci�on global

con los positivos invertibles, tenemos que se trata de un difeomor�smo (por ser un

difeomor�smo local).

4.6.1. Conos positivos

Si a ≥ 0 y t ∈ R≥0 entonces obviamente ta ≥ 0. Tambi�en es cierto que la suma

de positivos da positivo, para probarlo usamos el radio num�erico: si a, b ≥ 0 entonces
a+ b es autoadjunto y adem�as para todo estado ρ se veri�ca

ρ(a+ b) = ρ(a) + ρ(b) ≥ 0
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lo que nos dice que a+ b ≥ 0 (Corolario B.3.13).

En consecuencia, el conjunto de operadores positivos forma un cono convexo, que

se suele denominar cono de operadores positivos y denotado A+.

Si a, b ∈ Ah, diremos que a ≥ b si a− b ≥ 0.

Corolario 4.6.2. La relaci�on ≥ de�ne un orden parcial en Ah, es decir

1. a ≤ a para todo a ∈ Ah.

2. a ≤ b y b ≤ a implican a = b.

3. a ≤ b y b ≤ c implican a ≤ c.

Adem�as

a ≥ b ⇒ ra ≥ rb para todo r ∈ R≥0,

a ≥ b y c ≥ d ⇒ a+ c ≥ b+ d.

Demostraci�on. Ciertamente a ≤ a pues a− a = 0 ≥ 0.
Si a ≤ b y b ≤ a entonces σ(a− b) = {0}, y como a− b ∈ Ah, se tiene ‖a− b‖ =

r(a) = 0 luego a = b.

Si a ≤ b y b ≤ c entonces b − a ≥ 0 y c − b ≥ 0; como la suma de positivos es

positivo se tiene c− a = b− a+ (c− b) ≥ 0 con lo cual c ≥ a.
Si a ≤ b entonces obviamente ra ≥ rb; por otra parte a ≥ b y c ≥ d implican

a− b+ c− d ≥ 0, que es lo mismo que decir a+ c ≥ b+ d.

Para a ∈ Ah, el n�umero

ia = m��n{s : s ∈ σ(a)} ∈ R

est�a bien de�nido por ser σ(a) un compacto en R.

Lema 4.6.3. Sea a ∈ Ah. Entonces

σ(a− ia) = {t− ia : t ∈ σ(a)},

y en particular a ≥ ia1.

Demostraci�on. Si ia = 0 no hay nada que probar. Supondremos que ia 6= 0. Enton-
ces (ver la Observaci�on A.2.1), se tiene

σ(a− ia) = (−ia)σ(1− i
−1
a a) = (−ia){1− i

−1
a t : t ∈ σ(a)}

= {t− ia : t ∈ σ(a)}.

Como ia ∈ R, a− ia es Hermitiano y como t− ia ≥ 0 para todo t ∈ σ(a), se deduce
que a− ia ≥ 0.
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Si a, b ≥ 0 son inversibles, entonces ia, ib > 0 con lo cual a + b ≥ ia + ib > 0 y

esto nos dice que a + b no s�olo es positivo, sino que tambi�en es inversible. Se sigue

que G+
A es un cono convexo (las combinaciones convexas caen dentro). Este admite

una acci�on natural del grupo de inversibles GA,

π : GA ×G+
A → G+

A (g, a) 7→ gag∗ = ga1/2(ga1/2)∗.

Esta acci�on es transitiva pues si a, b ∈ G+
A, entonces g = b1/2a−1/2 veri�ca

Ig(a) = gag
∗ = b.

En particular podemos pensar que G+
A es O(1), la �orbita de la identidad por la acci�on.

El grupo de isotrop��a H1 de esta acci�on en a = 1 es exactamente el grupo unitario

pues si g = u|g| es la descomposici�on polar de g con u ∈ U y |g| ∈ A+, entonces

1 = Ig(1) = gg
∗ = u|g|2u∗

de donde se deduce que |g|2 = 1 y entonces |g| = 1. En este caso tanto G+
A = O(1) ⊂

Ah como U = H1 ⊂ GA son subvariedades embebidas.

4.6.2. Descomposición de Cartan y conmutadores

El �algebra A admite una descomposici�on

A = k⊕ p

donde k = iAh es un �algebra de Lie-Banach (que corresponde al grupo unitario) y

p = Ah es un subespacio real cerrado que veri�ca ser un triple de Lie, esto es

ad2v(w) = [v, [v,w]] ∈ p

siempre que v,w ∈ p. Como vw − vw ∈ iAh si v,w ∈ Ah y kv − vk ∈ Ah si

k ∈ iAh, v ∈ Ah, entonces el �algebra A es de esta manera un �algebra Z2-graduada,
en el sentido siguiente

[k, k] ⊂ k, [k, p] ⊂ p, [p, p] ⊂ k.

Definición 4.6.4. Si g es un �algebra de Lie-Banach, y k, p ⊂ g son dos subespacios

tales que

g = k⊕ p

y adem�as

[k, k] ⊂ k, [k, p] ⊂ p, [p, p] ⊂ k.

se dice que k, p es una descomposici�on de Cartan de g.
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Como veremos luego, esta estructura hace de los operadores positivos un espacio

sim�etrico de Cartan (Proposici�on 7.5.20).

Cerramos esta secci�on con algunos comentarios sobre conmutadores: si z ∈ k =

iAh, entonces la pregunta de si existen v,w ∈ p = Ah tales que

[v,w] = z

es dif��cil de contestar. Si z = it con t ∈ R, entonces vw−wv = it implica vw = it+wv

con lo cual

σ(wv) ∪ {0} = σ(vw) ∪ {0} = {it+ σ(wv)} ∪ {0}

y esto es absurdo salvo que t = 0.

Si A = Mn(C), tomando traza en el problema vw − wv = z de inc�ognita z ∈
Mn(C) se obtiene tambi�en la condici�on necesaria

0 = tr(vw−wv) = tr(z),

lo que nos dice que los conmutadores de Hermitianos caen en un subespacio propio

de Mn(C), suplementario a C1. De hecho, esta condici�on es su�ciente: toda matriz

de traza cero se puede escribir como el conmutador de dos matrices. La prueba de

este hecho (v�alido en cualquier cuerpo k) puede verse por ejemplo en el trabajo [1].

En el caso in�nito-dimensional, este enunciado est�a lejos de ser cierto pues puede

probarse que los conmutadores son densos con la topolog��a uniforme (la de la norma).

Recordemos que denotamos B(H) a los operadores lineales acotados del espacio de

Hilbert H. Entonces, si A = B(H) con H in�nito dimensional, entonces dado z ∈ A
existen v,w ∈ A tales que z = wv− vw si y s�olo si

z /∈ {λ+ k : C 3 λ 6= 0, k compacto }.

En particular el conjunto de conmutadores tiene interior no vac��o. Todos estos resul-

tados est�an en el trabajo de Brown y Percy [21].

4.7. Órbitas de similaridad y coadjuntas

En el caso de un operador a ∈ A donde A es una C∗-�algebra, podemos considerar

su �orbita con la acci�on del grupo de inversibles

O(a) = {gag∗ : g ∈ GA} ⊂ A.

En general no es sencillo garantizar que la �orbita es una subvariedad del espacio

ambiente.
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4.7.1. La órbita de similaridad de un inversible autoadjunto

En un trabajo de Corach-Porta y Recht [31] se estudia el caso a ∈ GA, a = a∗.

Puede verse que O(a) ⊂ Ah es una subvariedad: de hecho O(a) es abierto en GA∩Ah,
y el grupo de isotrop��a Ka ⊂ GA es subgrupo de Lie-Banach regular. Esto es porque

el �brado

I : GA → O(a), g 7→ πa(g) = gag
∗

admite secciones suaves, en el sentido del Teorema 3.5.9. Especializando este teorema

para el caso de la �orbita de un operador inversible autoadjunto, tomamosM = GhA y

si B1(1) ⊂ C denota la bola unitaria abierta alredor del 1, consideramos

U = {b ∈M : σ(ba−1) ⊂ B1(1)}

que es un entorno abierto de a ∈M por la semicontinuidad del espectro (Lema A.2.3).

Luego, para todo elemento b ∈ U, el producto ba−1 tiene un logaritmo anal��tico, y por

ende una ra��z cuadrada anal��tica. De�nimos s : U → GA la secci�on s(b) = (ba−1)
1
2 .

Entonces como gh(z)g−1 = h(gzg−1) para todo g inversible y toda h anal��tica en un

entorno del espectro de z, tenemos

(ba−1)
1
2a
(
(ba−1)

1
2

)∗
= (ba−1)

1
2ab−1b(a−1b)

1
2b−1b

= (ba−1)
1
2 (ba−1)−1(ba−1)

1
2b = b.

Esto nos dice que s es una secci�on para π, y por el Teorema 3.5.9 la �orbita es abierta.

El grupo de isotrop��a en este caso es

Ka = {u ∈ GA : au∗ = u−1a}.

4.7.2. La órbita coadjunta de un operador autoadjunto

En el caso de actuar con el grupo unitario U de una C∗-�algebra A, podemos

considerar la �orbita de un operador autoadjunto a (no necesariamente inversible). En

este caso como πa(u) = uau
∗, se tiene que el grupo de isotrop��a

Ka = {u ∈ U : ua = au}

coincide con U ∩C∗(a) ′ donde aqu�� la prima denota el conmutante del �algebra gene-

rada por a. El �algebra de Lie-Banach son los antihermitianos que conmutan con a,

es decir

k = {x∗ = −x : xa = ax}.

No se conocen buenos criterios generales para decidir si Ka ⊂ G es subgrupo de Lie-

Banach y si O ⊂ Ah es subvariedad (salvo en el caso �nito dimensional). Sin embargo,
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mencionamos algunos resultados en ese sentido. Diremos que A es un �algebra de von

Neumann inyectiva si contiene una sucesi�on ascendente

A1 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ An+1 ⊂ · · ·A

de sub�algebras de dimensi�on �nita de manera que la uni�on ∪n∈NAn es densa en la

topolog��a SOT. Por ejemplo B(H) es inyectiva pues la identidad es l��mite fuerte de

proyectores de rango �nito.

Puede probarse (ver el Teorema 4.33 en el libro de D. Beltit��a [17]) que si A es de

von Neumann e inyectiva, entonces el �algebra de Lie-Banach se parte, un suplemento

est�a dado por el n�ucleo de un proyector E : A→W∗(a) ′, donde W∗(a) es el �algebra

de von Neumann generada por a y nuevamente la prima denota conmutante. En este

caso el cociente O tiene una estructura natural de variedad diferenciable para la cual

π es una sumersi�on (ver el Teorema 3.5.6).

Respecto de la inclusi�on O ⊂ B(H)h, puede probarse que la �obita es cerrada (esto
ocurre si y s�olo si tiene la topolog��a de subespacio) si y s�olo si C∗(a) es un �algebra

de dimensi�on �nita. La prueba de este hecho puede verse en un trabajo de Esteban

Andruchow y Demetrio Stojano� [10].

4.7.3. La Grassmanniana como la órbita de un proyector

El primer ejemplo de Grassmanniana surge de considerar un proyector p = p∗ =

p2 en un �algebra C∗, y su �orbita coadjunta

Gr(p) = {upu∗ : u ∈ U }.

donde identi�camos un subespacio S ⊂ H con el �unico proyector ortogonal que lo

tiene como rango. Como discutimos en la secci�on de matrices, la acci�on p 7→ upu∗ es

simplemente la traducci�on de la acci�on natural de \mover" el subespacio v��a S 7→ u(s),

es decir pu(S) = upu∗. Veamos la prueba de esta a�rmaci�on. En primer lugar es

evidente que upu∗ es un proyector, sea S ′ = ran(upu∗) su rango. Entonces si ξ ∈ H,

ξ ∈ u(S)⇔ u∗ξ ∈ S⇔ pu∗ξ = u∗ξ⇔ upu∗ξ = ξ⇔ ξ ∈ S ′.

Los contenidos de esta secci�on est�an basados en los trabajos [6, 30, 75] de An-

druchow, Corach, Porta, Recht, Stojano� et. al, pero cabe aclarar que la estructura

diferenciable de la �orbita de un idempotentes p2 = p en un �algebra de Banach fue

estudiada en detalle con anterioridad por J. P. Holmes en [48, 49]. Asimismo, una

presentaci�on alternativa de un atlas para la Grassmanniana (en este caso vista como

subespacios del espacio de Hilbert), puede encontrarse en el trabajo [26] de K. Chung.

Se recomienda tambi�en ver el trabajo [62], donde se estudian las Grassmannianas ge-

neralizadas (variedades de bandera) en un �algebra C∗.
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Denotemos con

P(A) = {p = p∗ = p2 : p ∈ A}

al conjunto de los proyectores de A. Para q ∈ P(A), sea πq : U → P(A) la acci�on

πq(u) = uqu
∗, y

Kq = {u ∈ U : uq = qu}

el grupo de isotrop��a de πq. La inclusi�on

P(A) ⊂ Ah

es una inclusi�on de subvariedades, pero no necesariamente regular ni embebida. En

el resto de la secci�on, construimos una estructura diferenciable para P(A).
Fijado p ∈ P(A), descomponemos al espacio A como suma directa de operadores

p-diagonales y p-codiagonales respectivamente (ver la Observaci�on 4.3.1):

A = AD ⊕AC

con

AC = {z ∈ A : pzp = (1− p)z(1− p) = 0}

y

AD = {z ∈ A : pz(1− p) = (1− p)zp = 0}.

Denotamos con Aah a los operadores anti Hermitianos, consideramos entonces

Q : ACah ∩ {z ∈ A : ‖z‖ < π/2}→ P(A)
el mapa dado por

Q(z) = πp ◦ exp(z) = ezpe−z.

Vamos a probar que esta funci�on (claramente suave) cubre el abierto de P(A) dado
por

Up = {q ∈ P(A) : ‖q− p‖ < 1},

que Q es biyectiva y su inversa es suave. Necesitamos una observaci�on sobre proyec-

tores primero.

Observaci�on 4.7.1. Sea p ∈ P(A). De�nimos εp = 2p − 1, entonces εp es una

simetr��a, es decir εp = ε∗p = ε−1p . Esto es porque

ε2p = (2p− 1)(2p− 1) = 4p− 4p+ 1 = 1.

Luego εp es unitario y en particular isometr��a; observemos que si q es otro proyector

y εq la simetr��a asociada entonces

‖εpεq − 1‖ = ‖(εp − εq)εq‖ = 2‖q− p‖.
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Adem�as, z ∈ ACah (respecto de p), si y s�olo si εp anticonmuta con z, es decir

εpz = −zεp

y entonces tambi�en εpe
zεp = exp(εpzεp) = e

−z, luego

εpe
−z = ezεp.

Ahora si Q es el mapa que queremos usar como carta, vemos que

‖Q− p‖ = ‖ez(εp + 1
2

)e−z − (
εp + 1

2
)‖ = 1/2‖e2zεp − εp‖ = 1/2‖e2z − 1‖.

Observaci�on 4.7.2. Por el teorema espectral, σ(e2z − 1) = e2σ(z) − 1, y como el

espectro de z es puramente imaginario, tenemos que

σ(e2z − 1) = {e2it − 1 : it ∈ σ(z)} = {cos(2t) − 1+ i sen(2t) : it ∈ σ(z)}.

Luego

‖e2z − 1‖ =
√
2m�ax{

√
1− cos(2t) : t ∈ σ(−iz)}.

La funci�on t 7→√
1− cos(2t) es creciente, y como ‖z‖ = r(z), se tiene

‖e2z − 1‖ =
√
2
√
1− cos(2‖z‖).

As�� que ‖Q− p‖ < 1 si y s�olo si ‖z‖ < π
2
. Por otra parte, como

2Q− 1 = ezεpe
−z = e2zεp,

resulta e2z = (2Q− 1)εp. Llamando εQ = 2Q− 1, tenemos

‖(2Q− 1)εp − 1‖ = ‖εQεp − 1‖ = 2‖Q− p‖ < 2,

lo que nos dice que Q tiene una inversa dada por la funci�on anal��tica

Q 7→ 1/2 log((2Q− 1)εp).

Es decir, Q donde est�a de�nida es suave, inyectiva, y tiene inversa suave. Nos falta

ver que la imagen es todo el conjunto

Up = {q ∈ P(A) : ‖q− p‖ < 1}.

Para ello tenemos la siguiente proposici�on.
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Proposición 4.7.3. Sea p ∈ P(A). Dado q0 ∈ O = O(p), sea U ⊂ P(A) el abierto

U = {q ∈ P(A) : ‖q− q0‖ < 1}.

Entonces existe una secci�on local s : U→ U para πq0 que es anal��tica (real), tal

que ‖s(q) − 1‖ < 2 y para tod q ∈ U se tiene

z = log(s(q)) ∈ ACah (respecto de q0).

En particular O ⊂ P(A) es abierto y πp : U → O es una proyecci�on.

Demostraci�on. Supongamos primero que q0 = p. Si ‖q− p‖ < 1, entonces

w = qp+ (1− q)(1− p) =
εqεp + 1

2

es inversible pues ‖w − 1‖ = ‖p − q‖ < 1 por la observaci�on previa. Sea w = s|w| la

descomposici�on polar a izquierda de w. Como w es inversible s es unitario y |w| es

inversible, adem�as

s = w(w∗w)−1/2 = w|w|−1

es una funci�on anal��tica real. Luego s = s(q) es una funci�on anal��tica real en U.

Veamos que es una secci�on para π = πp (obviamente s(p) = 1 pues si q = p entonces

w = 1). Como wp = qw, se tiene pw∗ = w∗q, luego

pw∗w = (pw∗)w = (w∗q)w = w∗(qw) = w∗wp

y entonces w∗w conmuta con p y por ende |w| conmuta con p. De wp = qw, adjun-

tando deducimos que q = (w∗)−1pw∗ y entonces

πp ◦ s(q) = sps∗ = w|w|−1p|w|−1w∗ = w|w|−2pw∗

= w(w∗w)−1pw∗ = (w∗)−1pw∗ = q.

Dado q0 = upu
∗ ∈ O arbitrario, tomamos el abierto correspondiente

U0 = {q ′ ∈ P(A) : ‖q ′ − q0‖ < 1} = u{q ∈ O : ‖q− p‖ < 1}u∗

y la secci�on s0 : U0 → U dada por s0(uqu
∗) = us(q). Entonces

πq0 ◦ s0(uqu∗) = us(q)ps(q)∗u∗ = uqu∗

lo que prueba que s0 es una secci�on para πq0 .

En lo que sigue, ε = εp y u = εqε para no cargar la notaci�on. Observemos que,

como w = u+1
2

, con u unitario, entonces w es normal y adem�as

|w|2 = w∗w = 1/4(1+ u+ u∗ + 1) = 1/2 (1+ Re(u)) .
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Luego

s = w|w|−1 =
1√
2
(u+ 1)(1+ Re(u))−

1
2 =

1√
2
(1+ Re(u))−

1
2 (u+ 1),

y

s∗ =
1√
2
(u∗ + 1)(1+ Re(u))−

1
2

Entonces como εu∗ = εq, tenemos al multiplicar la �ultima expresi�on por ε

√
2εs∗ = ε(εqε+ 1)εε(1+ Re(u))

− 1
2 εε

= (u+ 1)(1+ Re(εuε))−
1
2 ε

= (u+ 1)(1+ Re(u∗))−
1
2 ε =

√
2sε.

Es decir εs∗ = sε. Luego

‖s2 − 1‖ = ‖s2ε− ε‖ = ‖sεs∗ − ε‖ = 2‖sps∗ − p‖ = 2‖q− p‖ < 2

Con lo cual si z = 1
2
log(s2) = log(s), se tiene que ‖z‖ < π

2
porque ‖e2z−1‖ = ‖s2−1‖.

Ciertamente z es antihermitiano, pues

z∗ = log(s∗) = log(s−1) = − log(s) = −z.

Falta ver que es p-codiagonal:

ez = s = εs∗ε = εe−zε = exp(−εzε)

y tomando logaritmos se tiene que z anticonmuta con ε.

Corolario 4.7.4. Si p ∈ P(A), entonces el mapa dado por

Q(z) = πp ◦ exp(z) = ezpe−z,

con

Q : ACah ∩ {‖z‖ < π/2}→ P(A) ∩ {‖q− p‖ < 1} = Gr(p) ∩ {‖q− p‖ < 1},

es un difeomor�smo (anal��tico real), con inversa

Z(q) = log
[
1/
√
2(u+ 1)(Re(u) + 1)−

1/2
]
,

donde u = εpεq ∈ U .
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Luego P(A) es una variedad diferenciable, las componentes conexas son las �orbitas

Gr(pi) de ciertos pi ∈ P(A), que resultan abiertas por la existencia de las secciones

locales construidas en la proposici�on previa.

Veamos cual es el rango de Q∗0 para saber qui�en es el espacio tangente en un

p ∈ P(A). Como exp∗0 = id, s�olo hay que estudiar el mapa πp. Observemos que

πp : U → P(A) ⊂ Ah. Adem�as, si z∗ = −z entonces

d

dt

∣∣∣∣
t=0

πp(e
tz) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

etzpe−tz = zp− pz.

Es decir, π∗ = (πp)∗1 toma valores en operadores p-codiagonales. Pero no es dif��cil

ver que el rango de π∗ coincide con los operadores p-codiagonales de Ah: por ejemplo,

si v ∈ Ah es p-codiagonal, podemos tomar z = vp− pv ∈ Aah y entonces

π∗(z) = (vp− pv)p− p(vp− pv) = vp− 0− 0+ pv = v

pues pvp = 0 y (1− p)v(1− p) = 0. Es decir

TpP(A) = ran(π∗) = ACh = {v ∈ Ah : pv(1− p) = 0},

que tiene un suplemento natural dado por los hermitianos diagonales

ADh = {v ∈ Ah : (1− p)v(1− p) = pvp = 0}.

Por otra parte,

ker(π∗) = ADah = {z ∈ Aah : zp = pz},

tiene tambi�en un suplemento natural, que son los elementos antihermitianos p-

codiagonales, es decir

ACah = {z ∈ Aah : (1− p)zp = 0}.

Entonces el Teorema de la Funci�on Impl��cita (Teorema 1.6.11) nos dice que Kp ⊂ U
es una subvariedad regular.

Por otra parte (Teorema 2.4.8) existe un abierto V ⊂ U tal que el pedazo de la

�orbita O = Gr(p) dado por πp(V) ⊂ Ah es subvariedad regular. Si tenemos en cuenta

la proposici�on previa sobre las secciones suaves para O, este abierto V es simplemente

V = exp
(
ACah ∩ {‖z‖ < π/2}

)
= {u ∈ U : ‖u− 1‖ <

√
2, εu∗ = uε}.

Sin embargo, con las cuentas que ya hicimos podemos probar el siguiente teorema

que es m�as fuerte.

Teorema 4.7.5. Sea P(A) ⊂ Ah con la topolog��a de subespacio. Entonces la

estructura diferenciable que introdujimos usando Q induce una topolog��a en

P(A) que coincide con la heredada.
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Demostraci�on. La existencia de secciones suaves s : P(A)→ U prueba que πp : U →
P(A) es abierta. Y seg�un observamos π∗ se parte tanto en rango como en n�ucleo, usan-

do la descomposici�on en operadores p-diagonales y p-codiagonales respectivamente.

Entonces el criterio de Raeburn (Lema 3.5.10) nos asegura que P(A) ⊂ Ah es una

subvariedad regular que hace de π una sumersi�on.

4.A. Problemas

4.I. Sea A una C∗-�algebra.

Probar que si a ∈ A es normal y σ(a) es un punto, entonces a es un m�ultiplo

de la identidad.

Si u ∈ A, probar que u es unitario si y s�olo si u es normal y σ(u) ⊂ S1.

Probar que x∗ = x si y s�olo si x es normal y σ(x) ⊂ R.

Probar que x ∈ Herm(A) si y s�olo si x∗ = x.

4.II. Probar que, dado un proyector p = p2 = p∗ ∈ Mn(C) de dimensi�on k, si S =

ran(p) ⊂ Cn, entonces hay una correspondencia entre Grk(n) = GL(n,C) ·(S) donde
la acci�on para g inversible est�a dada por S 7→ g · S = g(S), y la �orbita de similaridad

del proyector p dada por gpg−1, g ∈ GL(n,C). Probar que dicha �orbita de similaridad

est�a tambi�en en correspondencia con la �orbita coadjunta upu∗, u ∈ U(n,C) matriz

unitaria.

4.III. Con la notaci�on del ejercicio anterior, sea z = zp+ pz una matriz p-codiagonal

y Hermitiana. Probar que

Para todo k ∈ N, se veri�ca

pz2k = z2kp, (1− p)z2k(1− p) = z2k,

(1− p)z2k+1 = z2k+1p, pz2k+1 = z2k+1(−p).

Si f es una funci�on medible de�nida en un entorno de σ(z), y f es par, entonces

pf(z) = f(z)p, mientras que si f es impar pf(z) = f(z)(1− p).

Si |z| =
√
z∗z, entonces |z| = |zp|+ |pz| y adem�as |zp||pz| = |pz||zp| = 0.

p|z| = |z|p = |zp|, (1− p)|z| = |z|(1− p) = |pz|, p|pz| = 0 = (1− p)|zp|.

Si q = ezpe−z ∈ Grk(n) = O(p), entonces en la notaci�on matricial que induce

la descomposici�on Cn = ran(p)⊕ ran(1− p) se tiene

q =

(
cos2(z) − cos(z) sen(z)

cos(z) sen(z) sen2(z)

)
.
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Si q es como en el ejercicio previo, entonces

� |qp| =
√
pqp = p cos(z) = p cos |z| = cos |zp|

� |pq| =
√
qpq = (1− p) cos(z) = (1− p) cos |z| = cos |pz|,

con lo cual √
pqp+

√
qpq = cos(z) = cos |z|.

|qp||pq| = |qp|+ |pq|− 1 = |pq||qp|.

Sea arc cos : [0, 1] → [0, π/2] la inversa del coseno. Supongamos que ‖z‖ ≤ π/2.

Probar que

|z| = arc cos |z| = arc cos(|qp|+ |pq|)

y que

|zp| = arc cos |qp|, |pz| = arc cos |pq|.



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 134 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 135 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	

Cap��tulo 5
El Fibrado TTM

Que las teorias de gauge no abelianas

sean conceptualmente id�enticas a las ideas

en la teor��a de �brados vectoriales,

desarrollada por matem�aticos y sin

referencia alguna al mundo f��sico, me

maravillaba. En 1975 discut�� esta

impresi�on con Chern, y le dije \es a la vez

emocionante y sorprendente, dado que

ustedes los matem�aticos so~naron estos

conceptos de la nada\. El inmediatamente

protest�o: \No, no. Estos conceptos no han

sido so~nados. Eran naturales y bien

reales.".

C.N. Yang

R etomamos en este cap��tulo nociones generales de geometr��a que nos permi-

tir�an introducir, en el pr�oximo cap��tulo, las ideas de conexi�on y geod�esica.

Dada una variedad diferenciable M, el �brado TTM = T(TM) es simple-

mente el �brado tangente de la variedad diferenciable TM. Si M es de clase Ck, con

k ≥ 2, TTM es una variedad de clase Ck−2. Presenta, por ser un espacio �brado que

se obtiene a partir de otro, ciertas caracter��sticas especiales.

5.1. Expresiones locales para TTM y sus proyecciones

Siguiendo la convenci�on introducida en la Secci�on 2.2.2, con una carta (U,ϕ)

de M armamos una carta inducida (TU, τϕ) de TM. Con esta carta armamos una

135
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136 El Fibrado TTM

carta (TTU, ττ
ϕ

) de TTM = T(TM) copiando el procedimiento anterior. En estas

coordenadas se tiene entonces

U ' ϕ(U) ⊂ E,
TU ' τϕ(TU) ' V = ϕ(U)× E ⊂ E2,

y por �ultimo

TTU ' ττ
ϕ

(TTU) 'W = V × (E× E) = (ϕ(U)× E)× (E× E) ⊂ E4.

Es decir, si x = ϕ(p) ∈ ϕ(U), un punto gen�erico en TU se describe como (x, v)

con v ∈ E, y un punto gen�erico en TTU se describe como (x, v;u,w) con x ∈ M,

v ∈ TxM, (u,w) ∈ T(x,v)TM. Con esta elecci�on de coordenadas, el vector (u,w) es el

vector tangente al punto (x, v) ∈ TU, es decir (u,w) ∈ T(x,v)TU. Aqu�� omitimos las

identi�caciones, es decir, en realidad TU es τϕ(TU).

5.1.1. Proyecciones de TTM en TM

La proyecci�on can�onica πM : TM→M es (p, v) 7→ p, mientras que la proyecci�on

can�onica de TTM, π = πTM : TTM→ TM es en estas coordenadas el mapa

(p, v;u,w) 7→ (p, v).

Pero atentos, que hay otra proyecci�on natural, que es π∗ = (πM)∗ : TTM → TM,

que se obtiene diferenciando πM. A�rmamos que πTM 6= π∗. Tomamos una curva

β : I→ TM, que en coordenadas locales es β(t) = (xt, vt) ∈ U×E con x0 = x ∈ ϕ(U),
v0 = v ∈ E. De acuerdo a nuestra convenci�on, β ′ : I → T(TM) es en coordenadas

locales la curva β ′(t) = ((xt, vt);
d
dt

(xt, vt)). Luego

β ′(0) = (x, v; _x0, _v0).

Observemos que xt, debe pensarse como una curva en el espacio vectorial E por

ser ϕ(U) ⊂ E, con lo cual _x0 ∈ E, pero por otro lado si pensamos a xt como una

curva en la variedad N = ϕ(U), se tiene x ′t = (xt, _xt) de acuerdo a nuestra con-

venci�on. Diferenciando la relaci�on π ◦ β(t) = xt en t = 0 y componiendo con la

inclusi�on can�onica obtenemos π∗(x,v) ◦β ′(0) = (x, _x0), que es lo mismo que decir que

π∗(x,v)(x, v; _x0, _v0) = (x, _x0). Esto es, esencialmente

π∗(x, v;u,w) = (x, u)

mientras que para la proyecci�on can�onica al punto base πTM : TTM → TM se tiene

como dijimos

π(x, v;u,w) = (x, v).

Como TTM es un �brado vectorial sobre TM con respecto a dos proyecciones distintas,

hay que tener presente a cu�al �brado nos referimos para, por ejemplo considerar la

suma y el producto por escalares en el �brado. Sin embargo, dada la presencia del iso-

mor�smo (llamado ip can�onico) que discutiremos en la Secci�on 5.3, esta ambig�uedad

no presenta mayores inconvenientes.
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5.1.1.1. Fibrados verticales

Hay dos �brados verticales a considerar, el primero VTM∗ ⊂ TTM es el sub�brado

vectorial que en cartas se describe como VTM∗ = (x, v; 0,w), donde se sobreentiende

que este debe ser un elemento de TTM; observemos que VTM∗ = kerπ∗. Asimismo,

se de�ne VTM ⊂ TTM como kerπTM, que en coordenadas locales se expresa como

cuaterna del tipo (x, 0;u,w) ∈ TTM.

Observaci�on 5.1.1. Razonamos

sobre la �gura de la derecha:

identi�quemos q ∈ M con x =

ϕ(q) ∈ ϕ(U), y observemos las

�bras de q en la �gura. Fijado

q ∈M, la �bra sobre q es el espa-

cio TqM, que se representa verti-

calmente, pues son los V ∈ TM
tales que π(V) = q. Entonces

W ∈ TTM est�a en el �brado ver-

tical si y s�olo si W es tangente a

π−1q = TqM.

TM

M

pi

q

TqM

VTM

pis

TTqM

En efecto, basta considerar, en la curva β de arriba, la condici�on β ⊂ TqM que

se traduce como xt = cte = x, con lo cual

W = β ′(0) = (x, v; 0, _v0) ∈ VTM.

En esta �ultima expresi�on se puede ver que, para que (x, v; 0,w) ∈ VTM∗ debe ser v

y tambi�en w ∈ TxM. Esto es, �jado x ∈ M, sobre �el se hallan dos copias (indepen-

dientes) de TxM. Este �brado vectorial es de hecho isomorfo a la suma de Whitney

o producto �brado del �brado (TM,π,M) consigo mismo:

TM⊕ TM = {(V,W) ∈ TM× TM : π(V) = π(W)},

es decir

TM⊕ TM = {((x, v), (x,w)) : x ∈M, v,w ∈ TxM}.

El isomor�smo est�a implementado por el levantado vertical V : TM⊕ TM→ VTM∗

dado por

V((x; v), (x,w)) = (x, v; 0,w).
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138 El Fibrado TTM

Observaci�on 5.1.2. Hay un endomor�smo can�onico J : TTM→ VTM∗ ⊂ TTM, dado

en coordenadas locales por

J(x, v;u,w) = (x, v; 0, u).

Observemos que si π⊕ π∗ : TTM→ (TM⊕ TM) est�a dado por

(π⊕ π∗)(x, v;u,w) = ((x, v); (x, u)),

entonces

J = V ◦ (π, π∗).

Hay un campo can�onico en TM a valores en VTM dado por V : TM→ VTM∗ ⊂ TTM
en coordenadas locales como

V(x, v) = (x, v; 0, v).

5.2. Subvariedades de un espacio lineal

Las construcciones de la secci�on previa parecen esot�ericas, veamos como se pre-

sentan en subvariedades M ⊂ F de un espacio de Banach F.

5.2.1. La esfera de un espacio de Hilbert

Comencemos como en otras ocasiones con la esfera unitaria S de un espacio de

Hilbert real H. Recordemos que para cada p ∈ S, TpM se identi�ca naturalmente

con el conjunto de vectores v ∈ H tales que 〈v, p〉 = 0. Pensemos ahora en una

curva β : I→ TM como en la secci�on anterior, que nos permiti�o presentar el �brado

TTM. En este caso concreto la podemos pensar como una curva de pares ordenados

β(t) = (pt, vt) donde pt ∈ S, vt ∈ TptS ⊂ H, es decir

〈pt, vt〉 = 0 (5.1)

para todo t. Siguiendo con la idea de la secci�on anterior, calculamos β ′ : I → TTS, y

evaluando en t = 0 tenemos

β ′(0) = (p0, v0; _p0, _v0) = (p, v;u,w) ∈ TTS

donde (p, v) ∈ TS y (u,w) ∈ T(p,v)TS. Observemos que por construcci�on u = _p0 ∈
Tp0S pues pt es una curva en S. Es decir, est�a claro como se mueven p, v, u. >Pero

que hay de w? >D�onde se mueve? Derivando en t = 0 en la ecuaci�on (5.1) obtenemos

〈u, v〉+ 〈p,w〉 = 0. (5.2)
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que es una condici�on necesaria para que (p, v;u,w) ∈ TTM. Fijados p, v, u apropiados,

siempre podemos elegir alg�un w ∈ H de manera que se veri�que la ecuaci�on de arriba:

en efecto, la ecuaci�on

ξp(w) = λ

con λ = −〈u, v〉 ∈ R y ξp : H→ R la funcional lineal y continua

ξp = 〈p, ·〉

tiene siempre soluci�on para alg�un w ∈ H por ser ξp : H → R un epimor�smo. De

hecho, el espacio de soluciones consiste del espacio af��n

λp⊕ TpS ⊂ H

que tiene codimensi�on 1, puesto que ξp(p) = 1. Esto es razonable pues TTS se trivializa

localmente como

TpS⊕ TpS⊕ TpS⊕ TpS = span(p)⊥ ⊕ span(p)⊥ ⊕ span(p)⊥ ⊕ span(p)⊥.

Rec��procamente, si (p, v;u,w) veri�can la ecuaci�on (5.2) y adem�as ‖p‖ = 1, u, v ∈
TpS, entonces la 4-upla en cuesti�on representa un vector en TTM en coordenadas

locales. Para verlo basta construir una curva en TM cuya derivada en t = 0 coincida

con este vector. Tomemos una carta Φ :W ⊂ E→ H donde E es el espacio de Hilbert

que modela S, de manera que Φ(0) = p ∈ S. Como u, v ∈ TpM, existen u0, v0 ∈ E
tales que DΦ0v0 = v, DΦ0u0 = u. Observemos que si w ∈ H veri�ca la ecuaci�on

(5.2), entonces

D2Φ0(u0, v0) −w ∈ TpS.

En efecto, derivando primero respecto de s y luego respecto de t la relaci�on siguiente

〈Φ(su0 + tv0), Φ(su0 + tv0)〉 = 1

y evaluando en s = t = 0 se obtiene

〈D2Φ0(u0, v0), p〉+ 〈DΦ0u0, DΦ0v0〉 = 0;

si ahora reemplazamos 〈u, v〉 por −〈p,w〉 se deduce que

〈p,D2Φ0(u0, v0) −w〉 = 0

que es lo que quer��amos probar. En consecuencia, existe h0 ∈ E tal que

DΦ0(h0) = w−D2Φ0(u0, v0).

Consideremos la curva β(t) = (pt, vt) dada por

pt = Φ(tu0), vt = DΦtu0(v0 + th0).
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Por construcci�on, se veri�ca pt ∈ S, vt ∈ TptS. Es decir, β es una curva en TS. Si la

derivamos en t = 0 obtenemos

β ′(0) = (p, v;u,D2Φ0(u0, v0) +DΦ0(h0)).

El �ultimo t�ermino coincide con w, luego hemos probado que con las condiciones

dadas, la 4-upla es en efecto un elemento en TTS.

5.2.2. Superficies de nivel

Generalizando el ejemplo anterior, supongamos que la subvariedad M ⊂ F mode-

lada por E est�a dada como super�cie de nivel de una funci�on g : F→ G, donde E, F,G

son espacios de Banach. Es decir

M = {p ∈ F : g(p) = 0},

con g su�cientemente regular como para asegurar que se trata en efecto de una sub-

variedad.

Nuevamente presentamos cartas Φ :W ⊂ E→ F que parametrizan localmenteM,

y como mencionamos anteriormente DΦx(E) = TΦ(x)M = kerDgΦ(x).

Construyamos una curva β en TM. Ponemos nuevamente

β(t) = (pt, vt)

con pt ∈M y vt ∈ TptM. Ahora estas condiciones se escriben as��:

g(pt) = 0 y Dgpt(vt) = 0.

Nuevamente, llamando p0 = p ∈M, _v0 = w ∈ F, como pt ∈M, se veri�ca u := _p0 ∈
TpM. Diferenciando la relaci�on de arriba en t = 0 se tiene

D2gp(u, v) +Dgp(w) = 0 (5.3)

Esta condici�on necesaria es tambi�en su�ciente, con un argumento similar al de la

esfera. En efecto, la clave de la construcci�on de la curva con derivada prescrita est�a,

en el caso de la esfera, en el hecho

D2Φ0(u0, v0) −w ∈ TpM,

siempre que p ∈M, u = DΦ0v0, v = DΦ0w0 ∈ TpM, y suponiendo que w veri�ca la

ecuaci�on (5.3). En el caso general, derivando primero respecto de s y luego respecto

de t la relaci�on

g ◦Φ(su0 + tv0) = 0
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y evaluando en s = t = 0 se obtiene

Dg2p(v, u) +Dgp
(
D2Φ0(u0, v0)

)
= 0;

si ahora reemplazamos Dg2p(v, u) por −Dgpw, se deduce que

Dgp
(
D2Φ0(u0, v0) −w

)
= 0

que es lo que quer��amos probar. En consecuencia, existe h0 ∈ E tal que

DΦ0(h0) = w−D2Φ0(u0, v0).

Consideremos la curva β(t) = (pt, vt) dada por

pt = Φ(tu0), vt = DΦtu0(v0 + th0).

Por construcci�on, se veri�ca pt ∈M, vt ∈ TptM. Es decir, β es una curva en TS. Si

la derivamos en t = 0 obtenemos

β ′(0) = (p, v;u,D2Φ0(u0, v0) +DΦ0(h0)).

El �ultimo t�ermino coincide con w, luego hemos probado que con las condiciones

dadas, la 4-upla es en efecto un elemento en TTS.

Observaci�on 5.2.1. Luego (p, v;u,w) ∈ TTM si y s�olo si

p ∈M

u, v ∈ TpM = kerDgp

w ∈ F veri�ca Dgp(w) = −D2gp(u, v).

Una relaci�on -casi trivial- que usamos por el camino es la siguiente:

Dg2p(u, v) +Dgp
(
D2Φ0(u0, v0)

)
= 0

siempre que Φ(0) = p sea una parametrizaci�on local de M y u = DΦ0v0, v =

DΦ0w0 est�en en TpM. En particular, �jados u, v ∈ TpM, w vive en una variedad

lineal af��n de F que se obtiene trasladando TpM al punto k(u, v) = D2Φ0(u0, v0).

Observemos que u, v son completamente intercambiables en toda la construcci�on.

Esto nos permite de�nir un isomor�smo involutivo que los intercambia. Lo haremos

con total generalidad en la Secci�on 5.3.
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5.2.2.1. Fibrados verticales en subvariedades

Demos un vistazo al �brado vertical VTM∗ ⊂ TTM que recordamos se consigue

como kerπ∗, o equivalentemente como clases de curvas β : I→ TM con la condici�on

de que π ◦ β sea constante. En coordenadas eran los (x, v;u,w) ∈ TTM tales que

u = 0. En la presentaci�on de super�cies de nivel, la condici�on u = 0 fuerza que

D2gp(0, v) = 0, luego Dgp(w) = 0. Como observamos antes esto es equivalente a que

w ∈ TpM, lo que nos dice que VTM∗ se representa en cada p ∈ M como dos copias

del mismo subespacio, una por el origen (TpM) y otra en alg�un sentido paralela que

pasa por un punto que determinan u, v ∈ TpM.

5.3. El flip canónico

Seg�un lo discutido en la secci�on anterior, (p, v;u,w) ∈ TTM si y s�olo si p ∈ M,

u, v ∈ TpM y adem�as w veri�ca ciertas relaciones. En el caso de super�cies de nivel,

estas condiciones son sim�etricas. Veremos que este es un hecho general que no depende

de la presentaci�on de la variedad M como super�cie de nivel.

Lema 5.3.1. Sea M una variedad diferenciable de orden k, con k ≥ 2. Entonces,
dado p ∈M, u, v ∈ TpM, en coordenadas locales se tiene que

(p, v;u,w) ∈ TTM⇔ (p, u; v,w) ∈ TTM.

Demostraci�on. Alcanza con probar -trivializando con una carta- que si p ∈ M y

u, v ∈ TpM, entonces (u,w) ∈ T(p,v)TM implica que (v,w) ∈ T(p,u)TM. Para verlo,

tomemos una carta (U,φ) alrededor de p y observemos que si (u,w) ∈ T(p,v)TM es

porque existe una curva β(t) = (pt, vt) con pt ∈ M, vt ∈ TpM tal que p0 = p,

v0 = v,
d

dt
(ϕ ◦ pt)(0) = u,

y adem�as localmente la curva vt se representa como

vt =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

φ(mt(s)),

donde mt es una curva en M para cada t, de manera que mt(0) = pt. De aqu�� se

deduce que

w = _v0 =
d2

dtds
(ϕ ◦mt(s))(0, 0).

Construiremos una curva α(t) = (qt, wt) ∈ TM con α(0) = (p, u) de manera que

( _q0, _w0) = (v,w).
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Esto concluir�a la prueba. Para ello, consideramos, para t peque~no, la curva qt ∈ M
dada por

t 7→ φ−1(φ(pt) + t(v− u))

que veri�ca q0 = p, y adem�as

d

dt
(φ ◦ qt)(0) = u+ v− u = v.

Por otra parte, podemos considerar la familia de curvas en M dadas por

~mt(s) = φ
−1[φ(mt(s)) + (t− s)(v− u)].

Observemos que ~mt(0) = qt, con lo cual su derivada en s = 0 ser�a un vector en TqtM

para todo t, es decir

wt :=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

φ( ~mt(s)) ∈ TqtM.

Luego (qt, wt) ∈ TM, es m�as

wt =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

φ(mt(s)) − (v− u) = vt + u− v,

con lo cual w0 = v+ u− v = u. Por �ultimo, calculamos

_w0 =
d2

dtds
(ϕ ◦ ~mt(s))(0, 0) = _v0 = w.

Entonces TTM tiene dos estructuras de �brado vectorial, la primera es:

(x, v;αu,βw) +π (x, v;α ′u ′, β ′w ′) = (x, v;αu+ α ′u ′, βw+ β ′w ′).

es decir, pensando al punto base (x, v) ∈ TM �jo y usando la estructura de espacio

vectorial de T(x,v)TM. La segunda es

(x, αv;u,βw) +π∗ (x, α
′v ′;u,β ′w ′) = (x, αv+ α ′v ′;u,βw+ β ′w ′),

donde estamos �jando el punto (x, ·;u, ·) y usando la estructura vectorial en las otras

coordenadas. An�alogamente se de�nen el producto por escalares ·1 y ·2.
El ip can�onico en TTM es el isomor�smo j : TTM→ TTM que intercambia estas

estructuras; concretamente, en coordenadas

j(x, v;u,w) = (x, u; v,w).

Es un difeomor�smo involutivo es decir j2 = 1.
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Observaci�on 5.3.2. Consideremos, para t ∈ R y V = (x, v) ∈ TM, la aplicaci�on

fV : R→ TM dada por

fV(t) = (x, tv)

conocida como homotecia escalar. Diferenciando, obtenemos una aplicaci�on (fV)∗ :

R × R → TTM. Evaluando en (1, 1) conseguimos, para cada V ∈ TM, un elemento

VV := (fV)∗(1, 1) ∈ TVTM, que en en coordenadas locales es sencillamente

V(x, v) = (x, v; 0, v),

el campo vectorial can�onico V : TM → TTM. Observemos que es un campo para las

dos estructuras de TTM. Tambi�en se lo conoce como campo vectorial de Liouville

o campo vectorial de Euler.

5.4. Aceleraciones y 2-jets

Observemos que, en t�erminos de curvas, TM se identi�ca con las clases de curvas

en la variedad M, donde la identi�caci�on de dos curvas que pasan por un punto

dado es cuando tambi�en son iguales a primer orden, es decir, cuando tienen la misma

velocidad. Podr��amos decir entonces que TM es por construcci�on el espacio de las

velocidades α ′, donde α es una curva en M.

Si observamos la construcci�on de TTM, lo podemos pensar como T(TM), y de

acuerdo al razonamiento anterior, se trata de las clases de curvas en TM, identi�cadas

a primer orden. Pero si pensamos que TM est�a dado por velocidades α ′, entonces

podemos imaginar a TTM como el espacio de las aceleraciones α ′′, donde α es una

curva en M. M�as rigurosamente, identi�camos dos curvas α,β en M siempre que

α(0) = β(0) = p ∈M.

α ′(0) = β ′(0) = (p, _p) ∈ TM

α ′′(0) = β ′′(0) = (p, _p; _p, �p) ∈ TTM.

La clase de equivalencia de α en p la denotamos [α ′′]p. Es ciertamente un elemento

de TTM. Pero atenci�on, que no todo elemento de TTM se puede representar por

una curva as��: si α es una curva en M, en coordenadas locales tendremos

α ′(t) = (α(t), _α(t))

mientras que

α ′′(t) = (α ′) ′(t) = (α ′(t), _α ′(t)) = (α(t), _α(t); _α(t), �α(t)).
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Es decir que las aceleraciones caen en el espacio de elementos que en coordenadas

locales se representa como

(x, v; v,w) ∈ TTM.

Este es un sub�brado de TTM (pero no tiene una estructura natural de �brado vecto-

rial), y es el �brado de puntos �jos del ip can�onico. En presencia de una conexi�on ∇
en M, se le puede dar una estructura de �brado vectorial al �brado de aceleraciones:

ver la Secci�on 6.3.

Observemos que si f :M→ N es C2, podemos indicar con T2f : TTM→ TTN a la

diferencial segunda de f, que en coordenadas locales no es otra cosa que

(p, v;u,w) 7→ (f(p), Dfpv;Dfpu,D
2fp(u, v) +Dfp(w)).

Si nos restringimos al sub�brado de las aceleraciones, T2f las preserva: para aque-

llos elementos de TTM que se representan como [α ′′]p para alguna curva α en M,

entonces T2f est�a dada simplemente por

[α ′′]p 7→ [(f ◦ α) ′′]f(p).

Esto es

(p, v; v,w) 7→ (f(p), Dfpv;Dfpv,D
2fp(v, v) +Dfp(w)).

Esta aplicaci�on es no lineal en el vector tangente (v,w) (Ejercicio 5.ii), lo que nos da

una idea de por qu�e el �brado de aceleraciones no tiene una estructura natural de

�brado vectorial.

Observaci�on 5.4.1 (2-jets). >Se puede pensar al �brado TTM como clases de cur-

vas? La respuesta es si, pero hay que considerar \curvas" de dos variables, es decir

funciones dos veces diferenciables

ν : I× J→M

donde I × J es alg�un producto de intervalos abiertos alrededor de (0, 0) ∈ R2. Si
ν = ν(s, t) veri�ca ν(0, 0) = p ∈ M, componiendo con una carta (U,ϕ) de M

denotamos excepcionalmente

ν ′ =
d

ds
ϕ ◦ ν, _ν =

d

dt
ϕ ◦ ν.

Entonces localmente las derivadas de ν nos dan en (s, t) = (0, 0) las cuatro combina-

ciones posibles:

(p, ν ′;ν ′, ν ′′) (p, ν ′; _ν, _ν ′) (p, _ν; _ν, �ν) (p, _ν;ν ′, _ν ′)

Dadas dos curvas ν, τ, las identi�caremos en p ∈ M siempre que los polinomios de

Taylor de orden 2 de ϕ ◦ ν y de ϕ ◦ τ coinciden en p, exceptuando el t�ermino de las
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derivadas segundas sucesivas. Esto de�ne clases de equivalencia [ν]p que se denominan

2-jets enM, y de hecho se identi�ca TTM con las clases de 2-jets mediante la aplicaci�on

dada en coordenadas como

[ν]p 7→= (ν, ν ′; (ν, ν ′)_) = (p, ν ′; _ν, _ν ′)

en ese orden en particular. El ip can�onico de TTM en esta presentaci�on est�a dado

por intercambiar las variables s y t en los jets (Ejercicio 5.iii).

Si M ⊂ F es una subvariedad de un espacio de Banach, entonces tomamos una

parametrizaci�on local Φ = iϕ−1 : W → F alrededor de p ∈ M, con W ⊂ E abierto

en el espacio de Banach que modela M, y ϕ(p) = 0. Entonces podemos considerar el

2-jet en p ∈M dado por

ν(s, t) = Φ(sv0 + tu0 + stw0 + o(s
2) + o(t2)) ∈M,

para v0, u0, w0 ∈ E y s, t su�cientemente peque~nos. As��

[ν]p 7→ (p,DΦ0v0;DΦ0u0, DΦ0(w0) +D
2Φ0(u0, v0)).

Comparar con la Observaci�on 5.2.1 para el caso particular de una super�cie de nivel.

Observemos que en esta presentaci�on de 2-jets surge naturalmente la noci�on de

variaci�on: si δ(t) = ν0(t) = ν(0, t) es una curva en M con δ(0) = p, entonces la

familia νs de curvas es una variaci�on de δ con un extremo �jo (el punto p ∈M).

5.A. Problemas

5.I. Dar un atlas y una estructura de �brado vectorial para el producto �brado TM⊕
TM y para los �brados verticales VTM y VTM∗.

5.II. Probar, mediante un ejemplo concreto, que si f : M → N es dos veces diferen-

ciable, entonces T2f no es una aplicaci�on lineal.

5.III. Probar que, dada α : I× J→M dos veces diferenciable, la aplicaci�on

Ω : α(s, t) 7→ α(t, s)

induce el ip can�onico en TTM cuando se presenta a este �brado como clases de

equivalencia de 2-jets.
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Cap��tulo 6
Conexiones y Sprays

El c�alculo tensorial es la depravaci�on de

los ��ndices.

Henri Cartan

I ntroducidas las nociones elementales de variedades, sabemos c�omo hacer

c�alculo en una variedad diferenciable M: esencialmente hay que usar cartas

para pasar al contexto del espacio de Banach E que modelaM, y luego usar las

herramientas del c�alculo -como diferenciaci�on e integraci�on- que est�en a nuestra dis-

posici�on en E. Pero todav��a no sabemos c�omo hacer geometr��a enM. >Qu�e queremos

decir con esto? Dados dos puntos x, y ∈ M no tenemos de�nido como se mover�an

las cosas desde x hasta y, ni siquiera en el caso m�as simple cuando x, y se pueden

trasladar al espacio E con la misma carta. La riqueza de la estructura de TTM nos

permite presentar de forma intr��nseca los conceptos necesarios. Queremos intentar

contestar la siguiente serie de preguntas m�as o menos naturales:

>De todas las curvas que unen dos puntos x, y ∈M, hay alguna -o una familia-

distinguida, alguna direcci�on natural en la cual moverse de un punto a otro?

>C�omo trasladar un vector tangente en x a otro vector tangente en y?

>C�omo mover una curva, super�cie, etc. que pasa por x a otra �gura \congruen-

te" que pase por y?

>C�omo medir si x e y est�an lejos o cerca?

>C�omo medir si dos vectores tangentes en x apuntan en direcciones muy dis��mi-

les?

147
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Las primeras tres preguntas, como veremos, est�an relacionadas con la noci�on de

conexi�on enM, spray enM o derivada covariante enM, todas nociones equivalentes.

La cuarta pregunta tiene que ver con la noci�on de m�etrica enM. La �ultima pregunta

est�a relacionada con la noci�on de producto escalar o m�etrica Riemanniana en M.

Estas herramientas en principio independientes, pueden relacionarse imponiendo

ciertas restricciones. Comenzamos por la noci�on de spray. Elegimos esta presentaci�on

porque es la m�as natural en el contexto in�nito dimensional, y porque creemos que

nos har�a m�as f�acil encarar nuestro objetivo �ultimo de esta parte, que es el teorema

de Cartan-Hadamard. Dada una variedad diferenciable M, un spray en M es una

manera (impuesta por nosotros, es decir, no viene dada por los datos de las cartas de

M) de trasladar r��gidamente vectores de un punto a otro de la variedad. Para ello,

una vez �jado el spray -como dijo el peluquero- primero se obtienen las geod�esicas

del spray, que es una clase distinguida de curvas sobre las cuales moverse de un punto

a otro de M. Si nos dan dos puntos x, y ∈ M y una curva α que los une -es decir

α : [0, 1] → M es suave, α(0) = x. α(1) = y-, veremos que el spray nos permite

trasladar un vector v ∈ TxM a lo largo de la curva para obtener un vector Pv ∈ TyM.

Los puntos extremos no juegan ning�un papel distinguido a lo largo de la trayectoria

α, as�� que en realidad lo que obtendremos ser�a un vector ξ(t) = Ptv ∈ Tα(t)M para

todo t ∈ [0, 1]. No requerimos unicidad en las curvas, ni que curvas distintas nos den

el mismo vector, es decir, si β es otra curva que une x con y en M, puede ocurrir

-suele ocurrir- que el trasladado de v a largo de α no coincida con el trasladado de

v a lo largo de β -como vectores en el espacio tangente TyM, que es el �unico lugar

donde tiene sentido compararlos ya que α,β podr��an tocarse �unicamente en x e y-.

Esta noci�on, una vez de�nida apropiadamente, es lo que se conoce como transporte

paralelo. Es decir, es una manera distinguida de mover vectores tangentes de un punto

a otro deM a lo largo de geod�esicas o curvas cualesquiera enM. El nombre proviene

del siguiente ejemplo: si tomamos como M = Rn con el spray trivial, el transporte

paralelo de un vector a lo largo de una recta consiste exactamente en mover el vector

v ∈ TxM hasta el vector v ′ ∈ TyM de forma paralela, es decir sin rotarlo ni estirarlo

(es esencialmente el mismo vector).

6.1. Sprays

Queremos saber cu�ales son las direcciones y caminos privilegiados de movimiento

en la variedadM. Estas curvas son las que se conocen como geod�esicas deM y como

veremos, no est�an determinadas por la estructura diferenciable deM -las cartas- sino

que hace falta un dato m�as para determinarlas -una conexi�on o spray-.

Por ejemplo, en el espacio vectorial E, es l�ogico considerar que la trayectoria m�as

sencilla para ir de v ∈ E hasta w ∈ E es el segmento γ : [0, 1]→ E dado por

γ(t) = v(1− t) + tw = v+ t(w− v).
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Observaci�on 6.1.1. Una caracter��stica importante de los espacios normados E es que

los segmentos son caminos cortos entre dos puntos: en efecto, si v,w ∈ E y Γ ⊂ E une

v con w, entonces si S(t) = tv+ (1− t)w,

L(S) = ‖v−w‖E = ‖Γ(0) − Γ(1)‖E = ‖
∫1
0

_Γdt‖E ≤
∫1
0

‖ _Γ‖Edt = L(Γ).

Esto no quita que pueda haber otros caminos cortos, ver el ejemplo a continuaci�on.

Uno est�a orientado a pensar entonces que este segmento es el mejor camino porque,

como vimos, es el camino m�as corto entre v y w. Pero en principio, en nuestra

variedad no tenemos de�nida una m�etrica ni una distancia, as�� que vamos a postergar

esas consideraciones. Adem�as, hay otras complicaciones t�ecnicas porque, por ejemplo,

dependiendo de c�omo sea la norma de E, puede haber otras curvas que no sean un

segmento, con la misma longitud. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 6.1.2. Sea E = R2, con la norma

‖(x, y)‖1 = |x|+ |y|.

Sean x = (0, 0), y = (1, 1). Entonces

d(x, y) = ‖(1, 1) − (0, 0)‖1 = 1+ 1 = 2.

El segmento que los une es γ(t) = (t, t), cuya velocidad (derivada) es _γ(t) = (1, 1).

Luego ‖ _γ‖1 = 2, y obviamente

L1(γ) =

∫1
0

‖ _γ‖dt = 2 = d(x, y).

Pero podemos tomar tambi�en la curva suave a trozos dada por

β(t) =

{
(2t, 0) t ∈ [0, 1/2]

(1, 0) + (0, 2t− 1) t ∈ [1/2, 1]

que une x con y en E. Su longitud es tambi�en

L1(β) =

∫1/2
0

‖(2, 0)‖1 +
∫1
1/2

‖(0, 2)‖1 = 1+ 1 = 2.

Un ejemplo similar se puede armar si consideramos R2 con la norma supremo

‖(x, y)‖∞ = m�ax{|x|, |y|}.

En este caso se considera x = (−1, 0), y = (0, 1) y los dos caminos con la misma

longitud (= 2) son:
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El segmento que los une.

Una poligonal pasando por el punto (0, 1).

Ejemplo 6.1.3. Sea E = M2(C) (matrices 2 × 2 con coe�cientes complejos), y la

norma de E es la norma supremo usual, entonces se pueden armar ejemplos como los

de antes usando matrices diagonales. Idem con la norma de la traza,

‖a‖1 = Tr|a|.

Volviendo al caso general, tambi�en puede pensarse que un segmento γ ⊂ E en un

espacio normado es el mejor camino porque la curva γ \no se dobla". Esto es porque

�γ = 0. En este caso la ecuaci�on diferencial
�α(t) = 0

α(0) = v

_α(0) = w− v

tiene por el teorema usual una �unica soluci�on αv,w, que es el segmento γ. Esta es

la noci�on que queremos extender a la variedad diferenciable M. Si pensamos en una

super�cie S ⊂ R3, por ejemplo la esfera unitaria, queremos que la curva no se doble

en un sentido m�as espec���co, pues lo que queremos distinguir son estas dos curvas, y

quedarnos con la m�as \recta":

q

p

S

Cuando uno intenta expresar esta idea con total generalidad, se encuentra con

una di�cultad: est�a claro que si γ es una curva en M, entonces γ ′ es una curva en

TM. Pero no est�a claro que quiere decir en general γ ′′ = 0. Consideremos la variedad

unidimensional M = S1. Dada una curva α : I → S1, si la reparametrizamos ser�a

esencialmente

α(t) = (cos t, sen t).

Observemos que, como

α ′(t) = (− sen t, cos t) y α ′′(t) = (− cos t,− sen t)
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entonces α ′′ = 0 no tiene sentido pues es nunca nula. Exceptuando por supuesto el

caso en el que α fuera inicialmente una curva constante, que no es muy interesante.

Sin mencionar que no veri�ca ninguna condici�on inicial no trivial del tipo α ′(0) = v ∈
TpS. Observemos sin embargo que se veri�ca α ′ ⊥ α ′′, que puede pensarse como una

condici�on sobre la m�etrica (el producto escalar de R2), pero tambi�en puede pensarse

como que α ′′ no tiene componenente tangente.

Traslademos este ejemplo a la esfera unitaria S2 ⊂ R3. Tomemos una curva de las

que imaginamos \privilegiadas", por ejemplo

α(t) = (cos t, sen t, 0),

que es el ecuador de la esfera. Observemos que, como antes

α ′(t) = (− sen t, cos t, 0) y α ′′(t) = (− cos t,− sen t, 0),

y nuevamente α ′′ no tiene componente tangente.

En general, dada una subvariedad S ⊂ Rn, uno podr��a pensar que las geod�esicas

son aquellas curvas (de velocidad constante) en S tales que α ′′ no tiene componente

tangencial a S en Rn. Esta de�nici�on es correcta y muy natural, pero tiene algunos

defectos:

En algunos casos es conveniente pensar que las geod�esicas responden a un prin-

cipio de m��nima acci�on, es decir, minimizan alguna funcional de energ��a en la

variedad que no es necesariamente la norma Eucl��dea.

Como caso particular de lo anterior, podemos buscar las curvas que minimizan

(al menos localmente) la distancia para alguna norma que no coincida con la

norma Eucl��dea.

No queda claro que pasa si presentamos a S como subvariedad de otra forma, es

decir, pareciera que las geod�esicas dependen de la inclusi�on concreta S ⊂ Rn,
y no son algo intr��nseco de la variedad S.

En el caso S ⊂ E, donde ahora E es un espacio de Banach, no siempre est�a

disponible un suplemento lineal en E para el espacio tangente TpS -para cada

p ∈ S- con lo cual la noci�on de \componente tangente" no est�a de�nida.

Aqu�� aparece la maquinaria algebraica. Lo que haremos ser�a dar un mapa F :

TM → TTM -llamado spray- para poder comparar a α ′ y α ′′ dentro del mismo

espacio, y diremos que las geod�esicas son las curvas que veri�can F(α ′) = α ′′. En el

caso trivial M = E un espacio vectorial, tendremos F = 0 si queremos obtener los

segmentos usuales en E. En este mapa, lo �unico importante es lo que hace F con la

velocidad de α ′, en el siguiente sentido: queremos que F sea una secci�on del �brado

(π∗, TTM, TM) donde π∗ : TTM → TM es la proyecci�on dada por la diferencial de la

proyecci�on can�onica π : TM→M.
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Observaci�on 6.1.4. >C�omo se ve esto en coordenadas? Recordemos que en una carta

local (U,ϕ) de M, se tiene TU ' U× E y

T(TM) ' (U× E)× (E× E),

y si π : TU → U es π(p, v) = p, cuando movemos (p, v) ∈ TM la proyecci�on s�olo se

entera del movimiento del punto base, con lo cual para la diferencial de π las variables

son p y su trivializaci�on; es decir, si escribimos un punto gen�erico en TTM como

(p, v;u,w), donde (p, v) ∈ U× E ' TM y (u,w) es la correspondiente trivializaci�on,

entonces

π∗(p, v;u,w) = (p, u),

Si F : TM→ TTM lo describimos en estas coordenadas, se tiene en principio

F(p, v) = (p, v; f1(p, v), f2(p, v)).

Para que se veri�que π∗F = idTM debe ser f1(p, v) = v, con lo cual

F(p, v) = (p, v; v, f2(p, v)).

Observemos que F(p, v) vive en el �brado de las aceleraciones α ′′, que es el �bra-

do invariante por el ip can�onico. Esta condici�on es indispensable para que pueda

veri�carse α ′′ = F(α ′).

Lo �unico que importa es la �ultima coordenada, que es la que \opera" sobre la

velocidad v y la lleva al lugar donde vive la aceleraci�on.

Hay un requerimiento adicional para que F : TM → TTM sea un spray: si M

es una variedad Ck, entonces TM es una variedad Ck−1 y TTM = T(TM) es una

variedad Ck−2, con lo cualM debe ser de clase Ck con k ≥ 2, y si queremos que haya

-localmente al menos- �unica soluci�on del problema F(α ′) = α ′′, pediremos que F sea

C1.

Diremos que un spray es homog�eneo de grado m ≥ 0 si, en coordenadas locales,

se tiene

f2(p, sv) = s
mf2(p, v)

para todo (p, v) ∈ TU y s ∈ R. Si F es homog�eneo de grado 2, diremos que F es un

spray cuadr�atico o af��n. En ese caso, pongamos Qp(v) := f2(p, v), Qp : E → E,

que es una forma cuadr�atica en v. Formalmente, dado s ∈ R, si s : E → E denota la

multiplicaci�on en cada �bra de un �brado vectorial s : (x, v) 7→ (x, sv), denotamos

con s∗ : TE → TE a su derivada y entonces un campo F : TM → TTM es un spray

cuadr�atico si para V ∈ TM se tiene

F(sV) = s∗sF(V).
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Una vez �jado un spray F en la variedadM -no repito el chiste- tenemos lo que se

llama una variedad diferenciable con spray (M,F). Introducida a principios del siglo

20 -aunque sin ese nombre-, la noci�on de spray tuvos dos �epocas de gran desarrollo,

la primera en los a~nos 30 debida al trabajo de �Elie Cartan, y luego en la d�ecada

del '60 donde se terminaron de establecer las bases de la teor��a, por ejemplo Warren

Ambrose, Richard Palais e Isadore Singer en el trabajo [2], establecen la equivalencia

de la noci�on de spray con la de conexi�on af��n.

6.1.1. Geodésicas

Una curva α : I→M de clase C2 es una geod�esica de (M,F) si

α ′′ = F(α ′).

Por el teorema de existencia y unicidad de ODEs aplicado al problema β ′ = F(β)

-con β : I → TM una curva en el �brado tangente-, esta ecuaci�on tiene localmente

soluci�on �unica β : I→ TM; si llamamos α = π◦β : I→M, entonces α es la geod�esica

del spray que estamos buscando (aqu�� π denota la proyecci�on can�onica π : TM→M),

lo cual se puede veri�car de la siguiente manera: observemos primero que α ′ = β,

puesto que

α∗ = π∗β ◦ β∗,

y componiendo con la secci�on can�onica i(t) = (t, 1), i : I→ I× R se obtiene

α ′ = π∗β ◦ β ′ = (π∗β ◦ F)(β) = β

que es la observaci�on (que no es otra cosa que decir que β es la levantada can�onica

de α). Ahora, para ver que α es una geod�esica diferenciamos (α ′)∗ = β∗ y volvemos

a componer con la secci�on can�onica para obtener

α ′′ = β ′ = F(β) = F(α ′)

que es lo que quer��amos probar. En realidad lo que estamos diciendo es que el pro-

blema original se reduce a resolver el problema de orden uno dado por

A ′ = H(A)

donde A = (α,β) ∈ U× TU y H : U× TU→ TU× TTU est�a dada por

H(u, v) = (v, F(u, v)).

Observemos que una condici�on inicial para el problema es un par p ∈M, v ∈ TpM,

pues la curva β = α ′ toma valores en TM. Es decir, que una vez �jado el spray, para

cada punto p ∈M y cada direcci�on v ∈ TpM tenemos una geod�esica que pasa por p

y tiene velocidad inicial v.

http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=81192
http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=4208
http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=4208
http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=35504
http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=6405
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6.1.2. Exponencial

Dado V = (p, v) ∈ TM, denotamos αV : IV ⊂ R → M a la �unica geod�esica del

spray tal que αV(0) = p, _αV(0) = v, con IV un intervalo abierto que contiene al

0 ∈ R. De�nimos el dominio de la exponencial del spray D ⊂ TM como el conjunto

D = {V = (p, v) ∈ TM : 1 ∈ IV }.

No es dif��cil probar que este conjunto es un abierto en TM que contiene a la secci�on

nula (Ejercicio 6.iii). De�nimos la exponencial del spray exp : D → M como la

funci�on diferenciable

exp(p, v) = αV(1).

Observemos que exp(p, 0) = p para todo p ∈M. Pongamos Dp = {v ∈ TpM : (p, v) ∈
D}, y denotemos expp : Dp ⊂ TpM → M a la aplicaci�on expp(v) = exp(p, v). Esta

resulta una aplicaci�on diferenciable que asigna 0 7→ p.

Definición 6.1.5. Diremos que M es geod�esicamente completa en p ∈M si Dp =

TpM. Es decir, si las geod�esicas que pasan por p se pueden prolongar para todo

t ∈ R. Diremos que M es geod�esicamente completa si es geod�esicamente completa

en p para todo p ∈M.

Por ejemplo, si M = R2 con el spray nulo F = 0, las geod�esicas son las rectas y

resulta completa. Sin embargo, si removemos un punto, por ejemplo p = (1, 0) ∈ R2,
entonces M = R2 − {p} no es geod�esicamente completa en ning�un q ∈ M, pues la

recta (geod�esica del spray F = 0) que comienza en q, en la direcci�on de p, s�olo est�a

de�nida para t < d(q, p).

6.2. Sprays cuadráticos o afines

No vamos a lidiar con los sprays en toda generalidad, para lo que queremos hacer

nos alcanza con restringirnos a aquellos que son cuadr�aticos. Los distingue una cuali-

dad: las geod�esicas de sprays cuadr�aticos son curvas de velocidad constante. Con

m�as precisi�on:

Lema 6.2.1. Sea F : TM→ TTM un spray cuadr�atico, V = (p, v) ∈ TM. Entonces

1. Si s, t ∈ R, entonces st ∈ IV si y s�olo si s ∈ ItV , y adem�as

αV(st) = αtV(s).

2. Las curvas ε(t) = expp(tv) son las �unicas geod�esicas del spray.
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Demostraci�on. Supongamos que st ∈ IV , esto es αV est�a de�nida en un intervalo

que contiene al producto st. Sea β(x) = αV(sx), de�nida en [0, t] por lo menos.

Derivando, tenemos (en coordenadas locales para no cargar la notaci�on)

_β(x) = _αV(sx)s,

reemplazando x = 0 se deduce que β ′(0) = (p, sv). Si denotamos Q = Qp = f2(p, ·),
derivando de nuevo respecto de x, se tiene

�β(x) = �αV(sx)s
2 = s2Q( _αV(sx)) = Q(s _αV(sx)) = Q( _β(x))

con lo cual β es una geod�esica del spray, lo que prueba de un saque que t ∈ IsV y

la identidad. Para probar la segunda a�rmaci�on, observemos que por lo que reci�en

probamos,

ε(t) := expp(tv) = exp(p, tv) = αp,tv(1) = αtV(1) = αV(t)

de donde se deduce que ε es la �unica geod�esica del spray con ε ′(0) = (p, v) = V.

Rec��procamente, si vale la condici�on del primer ��tem para un spray dado y arbi-

trario, entonces derivando dos veces respecto de s y evaluando en s = 0 obtenemos

que

F(tV) = F(α ′tV(0)) = α
′′
tV(0) = t

2α ′′V(0) = t
2F(α ′V(0)) = t

2F(V).

Luego vale la rec��proca del primer ��tem, lo que caracteriza a los sprays cuadr�ati-

cos.

Observaci�on 6.2.2. Se tiene

(expp)∗0(v) = ε
′(0) = (p, v).

Luego la diferencial de la exponencial en el origen es la identidad, y por ello

expp es un difeomor�smo local entre abiertos alrededor de 0 ∈ TpM y p ∈ M
respectivamente.

6.2.1. Entornos uniformemente normales

Usando la exponencial en todo el �brado tangente, podemos construir entornos

uniformemente normales W en la variedad M que nos permiten asegurar que para

todo punto p ∈ W, la exponencial en p est�a de�nida en una cierta bola de radio r

alrededor del origen de TpM, y este r > 0 es el mismo para todo p ∈ W. Fijemos

la norma de E, el espacio de Banach que modela M, y denotemos ‖ · ‖ = ‖ · ‖E a

la misma. Sea Br(0) la bola abierta de radio r > 0 alrededor de 0 ∈ TpM ' E. Sea
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D ⊂M el dominio de la exponencial de (M,F), y de�namos G : D →M×M el mapa

dado por

G(p, v) = (p, expp(v)).

Entonces en una carta, la diferencial de G en (p, 0) ∈ TM est�a dada por la matriz

DG(p,0) =

(
1 0

? 1

)
.

En particular DG(p,0) es inversible y el teorema de la funci�on inversa nos dice que

G es un isomor�smo local de un entorno de la secci�on nula 0TM en un entorno de la

diagonal ∆M = {(p, p) : p ∈M}. Observemos que los entornos abiertos de la secci�on

nula en TM (en una carta) son de la pinta

V ' U× BR(0)

con U ⊂M abierto.

Teorema 6.2.3. Sea p ∈M, y sea V ' U×BR(0) entorno abierto de (p, 0) ∈ TM
de manera que G|V es un difeomor�smo con su imagen y U = π(V) ⊂ M es

abierto. Sea W ⊂M entorno abierto de M tal que W ×W ⊂ G(V). Entonces

1. Dados x, y ∈W, existe una �unica geod�esica γx,y de M que los conecta con

γ ⊂ U. La dependencia de γ respecto de x, y es suave.

2. Para cada x ∈W la exponencial expx est�a de�nida por lo menos en BR(0) ⊂
TxM y es un difeomor�smo de Br(0) en el abierto Ur(x) = expx(Br(0)) para

todo r ≤ R. Adem�as γx,y ⊂ UR(x) y en particular W ⊂ UR(x).

Demostraci�on. La existencia de la geod�esica est�a dada por el mapa G|V , es decir

consideramos G−1(x, y) = (x, v) ∈ V y entonces (x, y) = G(x, v) = (x, expx(v)) luego

y = expx(v). La unicidad es consecuencia de que G es biyectiva, y la dependencia

suave de x, y es consecuencia de la suavidad de G.

Que la exponencial est�a de�nida por lo menos en BR(0) y es un difeomor�smo es

nuevamente consecuencia del hecho de que G da las geod�esicas y es un difeomor�smo.

Por �ultimo, como γ(t) = expx(tv) con v ∈ BR(0), obviamente γ ⊂ UR(x).

6.3. Conexiones

Una noci�on relacionada ��ntimamente con la de spray es la de conexi�on en M.

Diremos que C : TM ⊕ TM → TTM es una conexi�on af��n si C es bilineal y natural

para las dos estructuras de TTM como �brado vectorial sobre M. M�as precisamente,

recordemos que TM ⊕ TM representa el producto �brado de TM con TM sobre M,
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mientras que pr1, pr2 son las proyecciones naturales en cada coordenada. Entonces

C debe veri�car que π∗ ◦ C = pr1 y πTM ◦ C = pr2, es decir deben conmutar los

diagramas

TM⊕ TM

pr1

��

C // TTM

π∗yy
TM

TM⊕ TM

pr2

��

C // TTM

π
yy

TM

En coordenadas locales, se deduce que C tiene que tener la pinta

((x, v); (x, u)) 7→ (x, u; v, ΓCx (v, u))

con Γx lineal en v, u por separado. Es decir, ΓC es un operador bilineal.

Evidentemente, toda conexi�on af��n induce un spray de forma natural tomando

Qp(v) = Γ
C
p (v, v).

Es decir si ∆ : TM→ TM⊕ TM indica la inclusi�on diagonal

∆(x, v) = ((x, v); (x, v)),

entonces F := C ◦ ∆ : TM→ TTM es un spray cuadr�atico en M.

Rec��procamente, dado un spray cuadr�atico F : TM → TTM en M, podemos con-

siderar la conexi�on af��n inducida por la forma bilineal Γ del spray, de la siguiente

manera. Si Qp es la forma cuadr�atica asociada al spray F (con p ∈ M), recordemos

que toda forma cuadr�atica de un espacio vectorial en otro (en este caso el mismo)

de�ne una forma bilineal Γp : E× E→ E de la siguiente manera:

Γp(v, u) = 1/2 [Qp(v+ u) −Qp(v) −Qp(u)] .

Sean V = (p, v), W = (p,w) vectores en TM. Formalmente, C : TM ⊕ TM → TTM

est�a dado por X = C(V,W) ∈ TTM donde X es la �unica soluci�on de la ecuaci�on lineal

(F(V) +π∗ X) +π (F(W) +π∗ jX) = F(V +W),

donde j es el ip can�onico de TTM. En coordenadas locales es simplemente

C((x, v); (x,w)) = (p, v;u,Qp(v+ u) −Qp(v) −Qp(u))

= (p, v;u, 2Γp(v, u)).

Observemos que C ◦ ∆ = 2F, pero el factor 2 es irrelevante ya que F y 2F tienen

las mismas geod�esicas; podr��a haberse obtenido Γ introduciendo un factor
√
2 en la

de�nici�on de la conexi�on C.

La presentaci�on como sprays es la m�as directa para obtener las geod�esicas, de

hecho un spray es como un set de ecuaciones diferenciables compatibles en M. Sin
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embargo, tal vez la forma m�as honestamente geom�etrica de presentar el spray es v��a

su conexi�on af��n asociada. Para ello veamos qu�e informaci�on nos da una conexi�on af��n

C : TM⊕ TM→ TTM gen�erica. De�nimos

HC = Im(C) = {C(V,W) : (V,W) ∈ TM⊕ TM} ⊂ TTM

que resulta una distribuci�on de subespacios en TTM, es decir un sub�brado que se

denomina �brado horizontal inducido por la conexi�on C. De hecho se trata de una

distribuci�on vectorial para las dos estructuras vectoriales de TTM, ya que

(p, v;w, ΓC(v,w)) +π (p, v;w ′, ΓC(v,w ′)) = (p, v;w+w ′, ΓC(v,w+w ′))

y

(p, v;w, ΓC(v,w)) +π∗ (p, v
′;w, ΓC(v ′, w)) = (p, v+ v ′;w, ΓC(v+ v ′, w))

por ser ΓC bilineal. Un hecho fundamental de este �brado horizontal es el siguiente:

es un suplemento para el �brado vertical en TTM.

Lema 6.3.1. Sea C una conexi�on en M y VTM ⊂ TTM el �brado vertical. En-

tonces

HC ⊕ VTM = TTM y HC ⊕∗ VTM∗ = TTM

como suma de Whitney sobre TM. En coordenadas, si Z = (x, v;u,w) ∈ TTM,

entonces tomando

ZV = (x, v; 0,w− ΓC(v, u)) ∈ VTM∗

y

ZH = (x, v;u, ΓC(v, u)) ∈ HC

se tiene Z = ZV +π∗ ZH y una descomposici�on similar se tiene para la otra

estructura de �brado sobre TM.

Demostraci�on. De�nimos ZV = Z−π∗ZH = Z−π∗C(V,U), con V = (x, v),U = (x, u)

en TM. Que ZV ∈ VTM∗ se desprende de la Observaci�on 5.1.1. Para ver que la suma

es directa, si

Z = (x, v; 0,w) = (x, v;u, ΓC(v, u)),

entonces u = 0 con lo cual ΓC(v, u) = 0 por la bilinealidad, y esto nos dice que w = 0.

Es decir Z = 0(x,v) que es lo que quer��amos probar.

Rec��procamente (Ejercicio 6.iv), es f�acil ver que dada una distribuci�on H de sub-

�brados de TTM que suplementen VTM, esta descomposici�on induce una conexi�on

af��n (y por ende un spray cuadr�atico) en M.
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Observaci�on 6.3.2. En presencia de una conexi�on CM en M, es posible dotar al

�brado de aceleraciones en M de una estructura de �brado vectorial que lo hace

isomorfo a TM⊕ TM, v��a la identi�caci�on

α ′′ ↔ (α ′, pr2(α
′′
V)),

es decir en coordenadas

(α, _α; _α, �α)↔ ((α, _α); (α, �α− ΓC( _α, _α)).

Si N es otra variedad diferenciable, que tiene una conexi�on CN, entonces se puede

repetir el procedimiento. Una condici�on su�ciente para que, dada f :M→ N de clase

suave, la aplicaci�on T2f : TTM→ TTN, restringida al �brado de aceleraciones con sus

correspondientes estructuras de �brado vectorial, sea una aplicaci�on lineal, est�a dada

por

∇N ◦ T2f = Tf ◦ ∇M

con ∇ las correspondientese derivadas covariantes inducidas (ver la pr�oxima secci�on).

En este caso se dice que las conexiones est�an f-relacionadas. Es decir, con esta con-

dici�on, si α es una curva en M, entonces la aplicaci�on

[α ′′]p 7→ [(f ◦ α) ′′]f(p)

es una aplicaci�on lineal para las estructuras inducidas por las conexiones. Los detalles

pueden verse en un trabajo [34] de Dodson et. al.

6.4. Conexión de Koszul

Toda conexi�on af��n induce naturalmente una derivada covariante. Recordemos

brevemente la de�nici�on de derivada covariante (tambi�en conocida como conexi�on

de Koszul : es una forma R-bilineal de campos en campos, ∇ : χ(M)× χ(X)→ χ(M)

que veri�ca

∇fX(Y) = f∇XY, ∇X(fY) = X(f)Y + f∇XY

para todo par X, Y ∈ χ(M), y toda f ∈ C1(M). Tambi�en vamos a pedir que ∇XY −

∇YX = [Y, X], aunque alguna de�nici�on m�as general no lo pone como requisito, y de

hecho

T(X, Y) = ∇XY −∇YX− [Y, X]

es la torsi�on de la derivada covariante. Es decir, nos restringimos a derivadas cova-

riantes sin torsi�on.
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Observaci�on 6.4.1. Si T es la torsi�on, entonces es f�acil ver usando las propiedades de

∇ y del corchete de Lie que T(fX, Y) = fT(X, Y) = T(X, fY) para toda funci�on suave

f. Si de�nimos

∇XY = ∇XY − 1/2T(X, Y) = 1/2 (∇XY +∇YX+ [Y, X]) (6.1)

podemos probar usando la propiedad mencionada que ∇ es una derivada covariante,

y que T = 0, es decir que podemos obtener siempre una derivada covariante con

torsi�on nula a partir de una dada. Dejamos como ejercicio para el lector probar que

esta nueva conexi�on tiene las mismas geod�esicas que la original.

Si tenemos una conexi�on af��n Γ , de�nimos localmente

∇XY = DY(X) − Γ(X, Y).

Es decir, en coordenadas,

∇XY(p) = DYp(Xp) − Γp(Xp, Yp).

La de�nici�on intr��nseca es como sigue: dado que Y, X : M → TM son campos, consi-

deramos Y∗X = Y∗ ◦ X : M → TTM y X ⊕ Y : M → TM ⊕ TM. Es f�acil ver que, para

cada p ∈M,

Y∗X−π Γ(X⊕ Y)|p ∈ VTM = kerπ∗

pues π∗ ◦ Y∗ = idTM y π∗ ◦ Γ = pr1. Entonces si V : TM ⊕ TM → VTM indica el

isomor�mo vertical, se tiene

∇XY(p) = pr2 ◦ V−1(Y∗X−π Γ(X⊕ Y))(p) ∈ TpM.

No es dif��cil ver que ∇ es una derivada covariante: ciertamente es lineal para

funciones en la primer variable, y en la segunda

∇X(fY) = D(fY)(X) − fΓ(X, Y) = Df(X)Y + fDY(X) − fΓ(X, Y)

= X(f)Y + f∇XY.

Rec��procamente, dada una derivada covariante enM, podemos de�nir localmente

Γ∇(X, Y) = Y ′X−∇XY,

y es m�as o menos evidente que si ∇ era la derivada inducida por un spray F, enton-

ces Γ∇(X,X) = F(X), es decir se recupera el spray. Pero atenci�on: queremos de�nir

Γ∇ para vectores tangentes, no s�olo para campos. Es necesario ver que el valor de

Γ∇(X, Y) s�olo depende del valor de los campos Y, X en el punto p ∈M, y para ello

es necesaria cierta condici�on de pegado que por ejemplo, se satisface si E es un Hil-

bert o si E tiene dimensi�on �nita. Los detalles de esta construcci�on est�an en [58, p�ag.
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197]. Esencialmente se requiere que la variedad M admita particiones de la unidad

de clase C2 y para ello, en el caso particular en que M sea paracompacta, alcanza

con que el espacio de Banach E que modela M sea separable y C2-normal, es decir,

que para todo abierto U ⊂ E exista una funci�on ψ : E→ [0, 1] de clase C2 de manera

que U = {v ∈ E : ψ(v) > 0}. En particular si E es separable y su norma es de clase

C2 en E− {0}, entonces E es C2-normal. Los detalles y pruebas de estas a�rmaciones

pueden verse en [60, III.§6].

6.5. Sprays canónicos

En general, el nombre can�onico aplicado a sprays es vago y depende mucho del

contexto. En l��neas generales, podemos decir que son sprays que se construyen con la

estructura dada de la variedad, sin agregar elementos novedosos o elecciones particu-

lares. Por ejemplo, a partir de diferenciales de campos. Seamos precisos, pero primero

hagamos una observaci�on.

Observaci�on 6.5.1. Si X(p) = (p, Xp), Y(p) = (p, Yp) son campos en M, calculamos

Y∗ : TM → TTM en coordenadas: denotemos con [α] ∈ TM la clase de las curvas con

α(0) = p ∈M, _α(0) = v ∈ TpM, entonces Y∗([α]) = [Y ◦ α], es decir, poniendo

Y ◦ α = (α, Yα)

y derivando Yα(t) en t = 0 obtenemos

Y∗p(v) = Y∗(p, v) = (p, Yp; v,DYpv) ∈ TY(p)TM.

Obviamente, π∗◦Y∗ = idTM por construcci�on (aqu�� π : TM→M denota la proyecci�on

can�onica como antes), derivando π ◦ Y = idM. Entonces

Y ′(X)(p) = Y∗(p, Xp) = (p, Yp;Xp, DYpXp)

Dado X :M→ TM un campo, tenemos X∗ : TM→ TTM en coordenadas:

X∗p(v) = X∗(p, v) = (p, Xp; v,DXpv) ∈ TX(p)TM.

Para v = Xp,

X∗p(Xp) = X∗(p, Xp) = (p, Xp;Xp, DXp(Xp)) ∈ TX(p)TM,

lo que nos dice lo siguiente: es razonable suponer que hay alg�un spray en M de

manera que la forma cuadr�atica asociada sea Qp(Xp) = DXp(Xp) para cualquier

campo X : M → TM de clase Ck con k ≥ 1. La forma bilineal asociada en este caso

ser��a

2Γp(Xp, Yp) = DXp(Yp) +DYp(Xp),
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para cualquier par de campos X, Y : M → TM. La derivada covariante asociada en

este caso ser��a

∇XY = Y ′X− Γ(X, Y) = 1/2(Y
′X− X ′Y) = 1/2[X, Y],

El problema es que no est�a claro si la de�nici�on que dimos es buena en el sentido

de que s�olo razonamos sobre campos, pero tenemos que decir como act�ua el spray

en cualquier V ∈ TM. Sin embargo si M = G es un grupo de Lie-Banach, se puede

de�nir correctamente F. No lo haremos con esta generalidad, nos vamos a contentar

con hacerlo para el grupo de inversibles de un �algebra de Banach, en la Secci�on 7.6

(Ejemplo 7.6.3).

6.6. La derivada covariante: derivar y proyectar

Veamos el sentido geom�etrico de la idea de conexi�on, que era el prop�osito del Lema

6.3.1. SiM ⊂ F es una subvariedad de un espacio de Banach F, ya discutimos que VTM

es en realidad una manera abstracta (intr��nseca) de presentar los espacios tangentes a

M como subespacios de un espacio m�as gordo. En presencia de un �brado horizontal,

lo que tenemos es, para cada punto Z = (p, z) ∈ TM, un subespacio HZ ⊂ F que

suplementa VZTM, es decir

TZTM = VZTM⊕HZ,

y la asignaci�on V 7→ HV es suave. Esta noci�on deriva de la siguiente idea geom�etrica:

supongamos que para cada p ∈ M ⊂ F existe un suplemento Hp ⊂ F que var��a en

forma suave con p. Es decir, que para todo p ∈M,

F = TpM⊕Hp.

Sea Ep ∈ B(F) el proyector asociado tal que ran(Ep) = TpM, ker(Ep) = ran(1 −

Ep) = Hp. Estamos suponiendo que p 7→ Ep es un mapa suave E :M → P(F) de M
en los idempotentes de F. Notemos que, como E∗ : TM → TB(F) = B(F), entonces
para p ∈ M, v ∈ TpM, E∗p,v es un operador lineal de F en F, que depende tambi�en

linealmente de v ∈ TpM. Esta familia nos permite introducir un spray en M de la

siguiente manera.

Teorema 6.6.1. Dado (p, v) ∈ TM, sea F(p, v) = (p, v; v, E∗p,vv). Entonces F es un

spray cuadr�atico en M cuyas geod�esicas son las curvas de aceleraci�on normal

Eα(α
′′) = 0.

La conexi�on asociada Γ : TM⊕ TM→ TTM est�a dada por la forma bilineal

Γp(v,w) = E∗p,vw = E∗p,wv.
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Demostraci�on. Para α ⊂ M con α ′(0) = (p, v) ∈ TM, sea Et = Eα(t). A partir de

E _α = _α deducimos, derivando en t = 0 que _E _α+ E�α = �α. Luego

E∗p,vv = _E0 _α(0) = (1− Ep)�α(0).

Veamos usando esta �ultima expresi�on que F(p, v) ∈ TTM. Sea

β(t) = (α(t), _α− tEt(�α)) ∈ TM.

Entonces β(0) = (p, v), y por otra parte

β ′(0) = (p, v; v, �α(0) − Ep�α(0) − 0) = F(V).

Evidentemente, F es un spray cuadr�atico, y como

F(α, _α) = (α, _α; _α, (1− E)�α)

las geod�esicas de este spray son las curvas con aceleraci�on normal. Respecto de Γ , lo

que el teorema a�rma es que para v,w ∈ TpM, E∗p(v)w = E∗p(w)v. Para probarlo,

consideramos cualquier curva α(s, t) ∈M dos veces diferenciable como aplicaci�on de

R2 en M, tal que α(0, 0) = p, α ′(0, 0) = v, _α(0, 0) = w donde ′ denota d/ds y _

denota d/dt. Entonces de Eαα
′ = α ′, derivando respecto de t conseguimos

E∗α, _αα
′ + Eα

(
d

dt
α ′
)

=
d

dt
α ′.

Evaluando en s = t = 0 obtenemos

E∗p,wv = (1− Ep) _α
′(0, 0),

y como _α ′ = d2

dtds
α = d2

dsdt
α, se sigue que v,w son intercambiables si uno repite el

argumento comenzando con la relaci�on Eα _α = _α.

Observaci�on 6.6.2. En general, el operador bilineal Γp : TpM× F→ F dado por

Γp(v,w) = E∗p,vw

es sim�etrico s�olo cuando w ∈ TpM (ver los ejemplos).

Observaci�on 6.6.3. Si ∇ es la derivada covariante asociada al spray F, entonces para

cualquier par de campos X, Y :M→ TM recordemos que

∇XY = Y ′X− Γ(X, Y)

es como se obtiene ∇ a partir del spray. Entonces, si α ⊂M es cualquier curva suave

tal que α(0) = p, _α(0) = Xp, derivando en t = 0 la relaci�on Et(Yα) = Yα (donde

Et = Eα(t) como antes), deducimos que

E∗p,XpYp + Ep(DYpXp) = DYpXp,
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lo que nos dice que

∇XY(p) = DYpXp − Γp(Xp, Yp) = DYpXp − E∗p,XpYp = Ep(Y
′X(p)),

es decir ∇XY = E(Y ′X), luego la derivada covariante es simplemente derivar en el

ambiente y proyectar al espacio tangente.

Observaci�on 6.6.4. En el caso de una subvariedad de Rm, si consideramos los su-

plementos dados por el producto interno, se tiene la conexi�on de Levi-Civita. Si la

subvariedad tiene dimensi�on n, podemos tomar una base {ei}i=1...n ortonormal en

cada espacio tangente. Denotemos con Xi a los campos de�nidos localmente por estos

vectores: se tiene que ∇XiXj es nuevamente un elemento en el espacio tangente y por

ende lo podemos escribir como combinaci�on lineal de los elementos de la base:

X ′iXj − Γ(Xi, Xj) = ∇XiXj =
n∑
k=1

−ΓkijXk,

con −Γkij n�umeros reales. Si α ⊂ M es una geod�esica, entonces escribimos _α en la

base de los Xk:

_α =

n∑
k=1

_αkXk

y como ∇ _γ _γ = Dα _α = 0, tenemos

�αk =
∑
i,j

Γkij _αi _αj.

Estos coe�cientes son conocidos como s��mbolos de Christo�el de la conexi�on.

6.7. Derivada covariante y transporte paralelo

En general, se puede de�nir la derivada covariante de una curva cualquiera

γ ⊂M de la siguiente manera: se engorda la curva a un campo de�nido en un entorno

abierto U de γ en M, que llamaremos _γ : U → TU, que veri�que _γ(γ(t)) = _γ(t). Se

de�ne

Dγ(t) := ∇ _γ _γ(γ(t)),

donde ∇ es la derivada covariante del spray. No es dif��cil probar que esta de�nici�on

es buena pues depende solamente de los valores del campo a lo largo de γ. Expl��cita-

mente, en t�erminos del spray, se tiene

Dγ = �γ− Γ( _γ, _γ).

Entonces las geod�esicas son las curvas que tienen derivada covariante nula. La

ecuaci�on

Dγ = �γ− Γ( _γ, _γ) = 0

se conoce como ecuaci�on de Euler del spray.
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6.7.1. Derivada covariante de levantadas

Una manera m�as concreta usando Γ de de�nir la derivada covariante es la siguiente:

dada α : J →M una curva de clase Ck con k ≥ 2, de�nimos Lev(α) como el espacio

de todas las levantadas de α de clase C1, es decir curvas β ⊂ TM tales que πβ = α,

donde π : TM→M es la proyecci�on al punto base. Este conjunto es no vac��o ya que

(por lo menos) β = α ′ ∈ Lev(α). Adem�as Lev(α) es un espacio lineal y un m�odulo

sobre las funciones f : J→ R con las operaciones usuales del �brado,

(α, µ) + (α, τ) = (α, µ+ τ), f(α, µ) = (α, fµ).

Lema 6.7.1. Si β = (α, µ) ∈ Lev(α), la aplicaci�on Dα ′ : Lev(α) → Lev(α) dada

en una carta por

Dα ′β = (α, _µ− Γα( _α, µ)) (6.2)

es lineal, veri�ca Dfα ′β = fDα ′β para toda funci�on suave f (donde fα ′ est�a dado

en una carta por (α, f _α), y adem�as es una derivaci�on en el sentido siguiente:

Dα ′(fβ) = f
′β+ fDα ′β

para toda f : J → R. Adem�as si Y :M → TM es un campo tal que Y(α(t)) = β(t)

para todo t ∈ J, y X :M→ TM es otro campo tal que α ′(c) = X(α(c)) para alg�un

c ∈ J, entonces
Dα ′β(c) = ∇XY(α(c)).

Demostraci�on. La prueba de que la de�nici�on no depende de la carta queda como

ejercicio; que es lineal y una derivaci�on es obvio. La �ultima a�rmaci�on es consecuencia

de la relaci�on ∇XY = Y ′X− Γ(X, Y) y de

_µ =
d

dt
Yα(t) = DYαα

′ = Y ′X.

Diremos que β ∈ Lev(α) es α-paralelo si Dα ′β ≡ 0, es decir si

_µ = Γα( _α, µ). (6.3)

Al conjunto de levantadas α-paralelas lo denotamos con Par(α). Observemos que si

β = α ′ = (α, _α), se tiene

Dα ′α
′ = (α, �α− Γα( _α, _α)).

Luego α ′ es α-paralela si y s�olo solo si α es una geod�esica del spray, es decir si veri�ca

la ecuaci�on de Euler. Por eso se suele decir que las geod�esicas son las �unicas curvas

auto-paralelas.

Observaci�on 6.7.2. Es habitual denotar la derivada covariante a lo largo de α como

Dt a secas, cuando se desprende del contexto cu�al es la curva a lo largo de la cual se

deriva. As��, por ejemplo, un geod�esica se caracteriza con la ecuaci�on Dtα
′ = 0.
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6.7.2. Transporte paralelo

El siguiente teorema contiene los ingredientes necesarios para de�nir el transporte

paralelo en M. Suponemos como antes que α : J→M es por lo menos C2.

Teorema 6.7.3. Sea a ∈ J. Dado v ∈ Tα(a)M existe una �unica βv = (α, µv) ∈
Par(α) tal que µv(a) = v. Si b ∈ J y P = Pba(α) : Tα(a)M → Tα(b)M denota la

aplicaci�on v 7→ µv(b), entonces P es un isomor�smo de espacios de Banach,

que denominamos transporte paralelo a lo largo de α. Adem�as, para todo c ∈ J,
Pbc ◦ Pca = Pba.

Demostraci�on. Consideramos la ecuaci�on (6.3), que es esencialmente una ecuaci�on

del tipo _µ(t) = A(t)µ(t) con el operador

A(t) = Γα(t)( _α(t), ·)

lineal para cada t ∈ J �jo. Por el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones

ordinarias, la curva soluci�on µv con µv(a) = v es �unica y nos da la curva βv requerida,

que est�a de�nida en todo J porque la ecuaci�on es lineal, con lo cual es globalmente

Lipschitz. Considerando que el ujo de la ecuaci�on diferencial est�a de�nido en J,

entonces Pba = Pbc ◦ Pca para todo a, b, c ∈ J por propiedades generales del ujo.

En particular, la aplicaci�on Pba(α) es biyectiva entre los tangentes porque tiene una

inversa que se construye de manera an�aloga (intercambiando a con b). Las relaciones

P(λv) = λP(v), P(v+w) = P(v) + P(w)

se deducen de la unicidad de la soluci�on reemplazando en la ecuaci�on diferencial

lineal.

Observaci�on 6.7.4. Si α(t) = expp(tv), entonces es f�acil ver que el transporte pa-

ralelo a lo largo de α del vector v ∈ TpM est�a dado sencillamente por _α(t), pues

esta levantada veri�ca la ecuaci�on diferencial del transporte con la condici�on inicial

requerida.

Observaci�on 6.7.5. En el caso de una subvariedad M ⊂ F y una familia de suple-

mentos Hp ⊕ TpM = F dada por proyectores Ep, la ecuaci�on _µ− Γα( _α, µ) se traduce

en

_µ− E∗α, _αµ

donde se sobreentiende que µ ∈ TαM = ran(Eα). Luego β = (α, µ) es α-paralela si

y s�olo si _µ = E∗α, _αµ y la ecuaci�on de transporte paralelo desde α(0) hasta α(t) es,

para v ∈ Tα(0)M, {
_µ = E∗α, _αµ

µ(0) = v
. (6.4)
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Para cerrar este cap��tulo, veamos que podemos recuperar la conexi�on y la derivada

covariante a partir del transporte paralelo, como muestra el siguiente lema:

Lema 6.7.6. Sean X, Y campos en M, sea γ : I→M curva C1 con γ0 = p,γ
′(0) =

Xp. Entonces

1. ∇XY(p) = d
ds

∣∣
s=0
P0s(γ)(Y ◦ γ)(s).

2. Si η ∈ Lev(γ) entonces

∇γ ′η(γt) = Dtη(t) = Pt0(γ)
d

dt
P0t (γ)η(t)

y en general Dktηt = P
t
0(γ)

dk

dtk
P0t (γ)ηt para todo k ∈ N.

Demostraci�on. Sea µ : I × TpM → TγsM la colecci�on de transformaciones lineales

µs(v) = P
s
0(γ)v para v ∈ TpM; notemos que µ0 = idTpM y que µ ′s(v) = Γγs(γ

′
s, µs(v))

por la ecuaci�on de transporte. Sea f : I → TpM dada por f(s) = P0s(γ)ηs, donde

η(s) = Y(γ(s)). Notemos que por propiedad del transporte paralelo

η(s) = Ps0(γ)f(s) = µs(f(s)).

Luego derivando en s = 0 tenemos

η ′0 = µ
′
0(f0) +D2(µ0)f0f

′(0).

Ahora bien, f0 = η0 y por otro lado D2µ0 = idTpM y entonces

f ′(0) = η ′0 − Γγ0(γ
′
0, η0) = DYp(Xp) − Γp(Xp, Yp) = ∇XY(p).

Esto prueba la primer a�rmaci�on. Para probar la segunda tomamos c(s) = γ(s + t)

y µ(s) = η(s + t) que es un campo a lo largo de c. Notamos que c(0) = γt, y que

c ′(0) = γ ′t. Consideramos g(s) = P0s(c)µs, y por lo reci�en probado obtenemos

d

ds

∣∣
s=0
g(s) = µ ′0 − Γc0(c

′
0, µ0) = η

′
t − Γγt(γ

′
t, ηt) = Dtη(t).

Por otro lado es f�acil ver de la ecuaci�on de transporte que P0s(c) = Pts+t(γ) =

Pt0(γ)P
0
s+t(γ). Luego

Dtη(t) =
d

ds

∣∣
s=0
Pt0(γ)P

0
s+t(γ)η(s+ t)

= Pt0(γ)
d

ds

∣∣
s=0
P0s+t(γ)η(s+ t)

= Pt0(γ)
d

dt
P0t (γ)η(t).

La �ultima a�rmaci�on es inmediata de la segunda, iterando la identidad.
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6.A. Problemas

6.I. Sea M una variedad diferenciable de clase Ck, con k ≥ 2. Si F :M → TM es un

spray (jF = F), probar que las siguientes condiciones son equivalentes:

F es un spray cuadr�atico en M.

Si V : TM→ TTM es el campo vectorial can�onico (Observaci�on 5.3.2), entonces

[V, F] = F.

6.II. Sea J : TTM → TTM el endomor�smo can�onico (Observaci�on 5.1.2), sean X, Y :

TM→ TTM campos. Probar que

ker(J) = ran(J) = VTM∗

[V, J] = −J

J[X, Y] = J[JX, Y] + J[X, JY].

6.III. Sea (M,F) una variedad con spray. Probar que el dominio de la exponencial es

un abierto en TM que contiene a la secci�on nula.

6.IV. Probar que dada una distribuci�on H de sub�brados de TTM que suplementen

VTM, esta descomposici�on induce una conexi�on af��n (y por ende un spray cuadr�atico)

en M.

6.V. Probar que dada una conexi�on ∇ en M, la torsi�on T de�nida en la Observaci�on

6.4.1 es C∞(M)-lineal. Probar asimismo que la f�ormula de ∇ dada en (6.1) de�ne una

conexi�on, que esta conexi�on tiene torsi�on nula, y que las geod�esicas de ∇ coinciden

con las de ∇.

6.VI. * >El transporte paralelo de las dos conexiones del ejercicio anterior, es el mismo?

>Y la curvatura?

6.VII. Si α : J →M es una geod�esica, probar que el transporte paralelo de _α(0) a lo

largo de α coincide con _α(t).
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Cap��tulo 7
El tensor de curvatura y sus invariantes

En el mundo no hay nada excepto espacio

vac��o curvado. Materia, carga,

electromagnetismo y otros campos son

simplemente manifestaciones de la

curvatura del espacio.

John Wheeler

E stablecimos en el cap��tulo anterior la interdependencia entre spray, conexio-

nes y transporte paralelo, que son nociones de primer orden en la variedad

M. El objetivo de este cap��tulo es presentar la noci�on central de segundo

orden, la curvatura, y estudiar las interrelaciones con las dem�as nociones, incluyen-

do el estudio de mapas que preserven las conexiones denominados automor�smos o

transformaciones a�nes. Como veremos, la curvatura y sus derivadas covariantes son

objetos de�nidos a partir de campos y sus derivadas, pero a diferencia de la derivada

covariante, la curvatura es un tensor que depende �unicamente del valor de los campos

en cada punto. Es un objeto de naturaleza local que permite estudiar ecuaciones de

movimiento desplazando estos tensores a lo largo de curvas, obteniendo ecuaciones

diferenciales que caracterizan a los objetos con los que se relaciona. De central impor-

tancia en este cap��tulo ser�an los campos de Jacobi a lo largo de geod�esicas, as�� como

los automor�smos que preservan la derivada covariante, la curvatura o el transporte

paralelo.

169
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7.1. El tensor de curvatura R

Sean X, Y, Z : M → TM campos dos veces diferenciables. Si ∇ es la derivada

covariante inducida por el spray, de�nimos el tensor de curvatura

R(X, Y, Z) = ∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X,Y]Z,

donde [X, Y] = LXY denota la derivada de Lie de Y en la direcci�on de X. Observemos

que la expresi�on R(X, Y, Z) es un campo en M. La transformaci�on de curvatura

R(X, Y) : X (M)→ X (M) est�a dada por

R(X, Y)Z = R(X, Y, Z).

Se tienen dos identidades de f�acil veri�caci�on:

R(X, Y) = −R(Y, X)

R(X, Y, Z) + R(Y, Z, X) + R(Z,X, Y) = 0.

Esta �ultima es conocida como identidad algebraica de Bianchi.

Un c�alculo en coordenadas que dejamos como ejercicio (Ejercicio 7.i) nos devuelve

R(X, Y, Z)(p) = Γp(Xp, Γp(Yp, Zp)) − Γp(Yp, Γp(Xp, Zp))

−Γ∗p,Xp(Yp, Zp) + Γ∗p,Yp(Xp, Zp),

donde los �ultimos t�erminos involucran la derivada de la forma Γ respecto del punto

base. Esta expresi�on nos dice que R s�olo depende del valor de los campos en el punto

p. Luego se puede pensar a R como una aplicaci�on trilineal en TM × TM × TM. Es

decir, dados x, y, z ∈ TpM, de�nimos

Rp(x, y, z) = Rp(x, y)z = Γp(x, Γp(y, z)) − Γp(y, Γp(x, z))

−Γ∗p,x(y, z) + Γ∗p,y(x, z), (7.1)

Aunque est�a dada en coordenadas locales, la de�nici�on intr��nseca es tomar tres cam-

pos X, Y, Z en M tales que Xp = x, Yp = y, Zp = z y entonces Rp(x, y, z) =

R(X, Y, Z)(p) ∈ TpM. Tambi�en podemos pensar, para x, y ∈ TpM, en el operador

lineal Rp(x, y) ∈ B(TpM). Por estas consideraciones abandonaremos la distinci�on

entre R y R y denotaremos indistintamente

R(X, Y)Z(p) = R(X, Y, Z)(p) = Rp(Xp, Yp, Zp) = Rp(Xp, Yp)Zp.

http://en.wikipedia.org/wiki/Luigi_Bianchi
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Definición 7.1.1 (Tensores y su derivada covariante). Dado el �brado vectorial

π : TM→M sobreM, tenemos su trivializaci�on local TU ' U×E dada por una carta

(U,ϕ) deM y la carta del �brado (TU,ϕ∗) dada porϕ∗(p, v) = (ϕ(p), DϕpV). Vamos

a considerar los �brados de operadores multilineales sobre M dados por Bk(M) =

B(TMk; TM), que se trivializan localmente como

TBk(U) = TU× B(Ek;E)

donde B(Ek;E) denota los operadores k-multilineales de E en E.

Una secci�on Ω del �brado p : Bk(M) → M se denomina tensor de orden k.

En presencia de una derivada covariante ∇ en M, podemos extender la misma a

los tensores de forma multilineal, de la siguiente manera. Si V,X1, · · · , Xk ∈ X(M),

tenemos la f�ormula local

(∇VΩ)(X1, · · · , Xk) = Ω∗V(X1, · · · , Xk) − Γ(V,Ω(X1, · · · , Xk))

+

k∑
i=1

Ω(X1, · · · , Γ(V,Xi), · · · , Xk).

En particular observamos que ∇VΩ(X1, · · · , Xk)(p) s�olo depende de los valores de

Xi, V en el punto p. Notemos que por la regla de Leibnitz para la diferencial usual

(Ω(X1, · · · , Xk))∗V = Ω∗V(X1, · · · , Xk) +
k∑
i=1

Ω(X1, · · · , DXi(V), · · · , Xk).

Luego la derivada covariante ∇VΩ admite la expresi�on intr��nseca

(∇VΩ)(X1, · · · , Xk) = ∇V(Ω(X1, · · · , Xk)) −
k∑
i=1

Ω(X1, · · · ,∇VXi, · · · , Xk),

y esto muestra la buena de�nici�on del tensor multilineal ∇VΩ.

Observaci�on 7.1.2 (La curvatura como tensor y su derivada covariante). Por lo ob-

servado en p�arrafos anteriores, la curvatura R es un tensor sobreM de orden 3. Luego

(∇VR)(X, Y, Z) = ∇V R(X, Y, Z) − R(∇VX, Y, Z) − R(X,∇VY, Z) − R(X, Y,∇VZ).

7.1.1. Subvariedades de un espacio de Banach

Hay que tener alg�un cuidado porque en principio Γ s�olo est�a de�nida en TpM ×
TpM, pero en la expresi�on en coordenadas al distribuir quedaron expresiones del tipo

Γ(v, z) con v ∈ TpM pero z /∈ TpM. Para el caso de subvariedades, la Observaci�on

6.6.2 salva esta ambig�uedad: hay que usar la extensi�on para que el c�alculo tenga

sentido.
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Observaci�on 7.1.3. En este caso de subvariedades con la conexi�on inducida por los

proyectores, los t�erminos que involucran la derivada de Γ respecto del punto base se

cancelan, es decir

−Γ∗p,x(y, z) + Γ∗p,y(x, y) = 0.

En efecto, si Ep (p ∈ M ⊂ F) es la familia de proyectores con rango TpM, co-

mo Γp(y, z) = E∗p,yz, tomando p = pt tal que p0 = p y _p0 = x, se deduce que

Γ∗p,x(y, z) = D2Ep(x, y)z y con un argumento similar, Γ∗p,y(x, z) = D2Ep(y, x)z.

Asumiendo que todas las aplicaciones son dos veces diferenciables, se tiene la conclu-

si�on.

Entonces las f�ormulas de la curvatura para subvariedades de un espacio de Banach

son:

Rp(x, y, z) = Γp(x, Γp(y, z)) − Γp(y, Γp(x, z))

= [E∗p,xE∗p,y − E∗p,yE∗p,x] z. (7.2)

7.2. Campos de Jacobi

Dada α ⊂M una geod�esica, diremos que η ∈ Lev(α) es una levantada de Jacobi

o campo de Jacobi si veri�ca la ecuaci�on diferencial

D2_αγ = R( _α, η) _α.

En coordenadas locales, Dtη = _η− Γα( _α, η), luego derivando respecto de t tenemos

d

dt
Dtη = �η− Γ∗α, _α( _α, η) − Γα(�α, η) − Γα( _α, _η).

Entonces de Dt(Dtη) = (Dtη)
· − Γ( _α,Dtη) obtenemos (omitiendo el punto de eva-

luaci�on de Γ , que es α)

D2tη = �η− Γ∗α, _γ( _α, η) − Γ(�α, η) − 2Γ( _α, _η) + Γ( _α, Γα( _α, η).

Por otro lado de la expresi�on de la curvatura en coordenadas locales (7.1) tenemos

R( _α, η) _α = Γ( _α, Γ(η, _α)) − Γ(η, Γ( _α, _α)) − Γ∗α, _α(η, _α) + Γ∗α,η( _α, _α).

Entonces, recordando que �α = Γ( _α, _α) puesto que α es una geod�esica, la ecuaci�on de

Jacobi en coordenadas locales es

�η = Γ∗α,η( _α, _α) + 2Γα( _α, _η). (7.3)

Esta es una ecuaci�on de segundo orden lineal, luego para cada V = (p, v),W = (p,w)

con v,w ∈ TpM existe una �unica levantada de Jacobi γ = γV,W tal que

γv,w(0) = V, Dα ′γv,w(0) =W.
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Observaci�on 7.2.1. En el caso particular en el que v = 0, denotaremos ηw = η0,w.

Entonces las condiciones iniciales se reescriben as��

ηw(0) = 0, _ηw(0) = w.

Mayormente usaremos estos campos de Jacobi con v = 0. Si adem�as w = _α(0),

entonces es f�acil ver usando (7.3) que ηw(t) = t _α(t).

Dada α : [a, b] → M una curva dos veces derivable, una variaci�on de α es una

funci�on ν : J × [a, b] → M dos veces diferenciable con 0 ∈ J ⊂ R, de manera que

ν(0, t) = α(t) para todo t ∈ [a, b]. Es usual denotar αs(t) = ν(s, t) para pensar en

la familia de curvas {αs}s∈J de�nidas en [a, b] con α0 = α. Si αs son geod�esicas para

todo s ∈ J, diremos que ν es una variaci�on por geod�esicas. Si αs(a) = α(a) y

αs(b) = α(b) para todo s ∈ J, diremos que ν es una variaci�on de extremos �jos.

La relevancia de los campos de Jacobi es evidente a partir del pr�oximo teorema, que

establece que todo campo de Jacobi se obtiene derivando una variaci�on por geod�esicas

y viceversa.

Teorema 7.2.2. Sea α : [a, b]→M una geod�esica.

1. Si ν : J× [a, b]→M es una variaci�on por geod�esicas de α en M, entonces

η : [a, b]→ TM dada por

η(t) =
d

ds
ν(0, t) =

d

ds

∣∣∣∣
s=0

αs(t)

es un campo de Jacobi a lo largo de α.

2. Si α est�a parametrizada por longitud de arco y η es un campo de Jacobi a

lo largo de α, entonces existe ε > 0 y una variaci�on de α por geod�esicas

ν : (−ε, ε)× [a, b]→M tal que

η(t) =
d

ds
ν(0, t).

Demostraci�on. Supongamos que ν = ν(s, t) es una variaci�on de geod�esicas, y como

siempre denotemos con ′ a la derivaci�on d/ds, y con _ a la derivaci�on d/dt. Pongamos

η = ν ′. Luego _η = _ν ′, con lo cual

D _νη = _ν ′ − Γ( _ν, ν ′),

y entonces evaluando en s = 0, tenemos D _αη = _η− Γ( _α, η). Por otro lado

�η = �ν ′ =
d

ds

∣∣
s=0
Γν( _ν, _ν) = Γ∗α,η( _α, _α) + 2Γα( _η, _α),
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pues para cada s �jo, t 7→ ν(s, t) es una geod�esica. Entonces de acuerdo a la ecuaci�on

(7.3), hemos probado que η es un campo de Jacobi a lo largo de α.

Rec��procamente, si η es un campo de Jacobi a lo largo de la geod�esica α, ponemos

p = α(0), v = _α(0), w = Dα ′η(0). Sea β = β(s) la �unica geod�esica del spray con

β(0) = p, β ′(0) = η(0). Tomamos

ξ(s) = Ps0(β)(v+ sw).

Luego ξ(0) = v y w = Dβ ′ξ = ξ ′ − Γβ(β
′, ξ). Como ξ(s) ∈ Tβ(s)M, entonces

αs(t) = ν(s, t) = expβ(s)(tξ(s))

es una variaci�on de geod�esicas, y adem�as α0(t) = expp(tv) = α(t), luego αs es una

variaci�on de α. Por el ��tem previo,

µ(t) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

αs(t)

es un campo de Jacobi a lo largo de α. Resta ver que coincide con η, y por unicidad

alcanza ver que veri�ca las mismas condiciones iniciales. Claramente µ(0) = β ′(0) =

η(0). Por otra parte como

_αs(0) = (expβ(s))∗0(ξ(s)) = ξ(s),

entonces

Dα ′µ(0) = _µ(0) − Γp(η(0), v) = ξ
′(0) − Γp(η(0), v) = w = Dα ′η(0).

7.2.1. Campos de Jacobi versus exponencial

La relaci�on entre campos de Jacobi y la exponencial se hace expl��cita en el siguiente

teorema:

Teorema 7.2.3. Sean p ∈M, w ∈ TpM y α(t) = expp(tv). Sea ηw el �unico campo

de Jacobi a lo largo de α tal que η(0) = 0, _η(0) = Dα ′η(0) = w. Entonces para

todo t > 0 en el dominio de α, se tiene

1/t η(t) = (expp)∗tvw.

En particular, w ∈ ker(expp)∗tv si y s�olo si η(t) = 0.

Demostraci�on. Para s su�cientemente peque~no, el mapa exponencial est�a de�nido

en un entorno uniformemente normal de p (Secci�on 6.2.1), y podemos considerar la

variaci�on de α por geod�esicas dada por

ν(s, t) = expp(t(v+ sw)).
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Sea µ = α ′0 el campo de Jacobi inducido; a�rmamos que µ = η. Nuevamente por

unicidad s�olo hay que chequear las condiciones iniciales: se tiene

µ(t) = (expp)∗tv(tw),

f�ormula que prueba todas las a�rmaciones pues µ(0) = 0 y adem�as

_µ(0) = l��m
t→0+ µ(t)/t = w.

§ Eligiendo v = w en el teorema anterior, es claro que ηt = t _γt es el campo de Jacobi

a lo largo de la geod�esica γ, con η0 = 0, Dtη(0) = _η0 = v = γ
′
0.

7.3. Automorfismos de la geometŕıa y campos de Killing

En esta secci�on presentamos la noci�on de campo de Killing junto con una serie de

equivalencias �utiles para reconocerlos. Los campos de Killing son versiones globales

de los campos de Jacobi, y en general existen en variedades riemannianas que presen-

tan muchas simetr��as (es decir, muchas isometr��as para la m�etrica) como los espacios

homog�eneos. Nuestra presentaci�on de automor�smos (llamados tambi�en transforma-

ciones a�nes de (M,∇) donde ∇ es la derivada covariante que proviene de un spray

dado en M) es ligeramente distinta de la cl�asica, ya que estudiaremos primero los

automor�mos que preservan la conexi�on (y puede haber distintas m�etricas con la

misma conexi�on), y luego presentamos en el cap��tulo de m�etricas riemannianas los

automor�smos m�etricos, que son un subconjunto de los primeros.

Observaci�on 7.3.1. Recordemos que para una funci�on suave e inyectiva f : U → V

con U,V ⊂M, dado un campo X ∈ X(U) podemos de�nir un campo f∗X ∈ (V) como

f∗X(f(p)) = Dfp(Xp), y que este tiene la propiedad funtorial con el corchete de Lie

[f∗X, f∗Y] = f∗[X, Y] (Lema 2.6.4).

Definición 7.3.2 (Automor�smos de la derivada covariante). Sea (M,F) variedad

diferenciable con spray, ∇ la derivada covariante del spray. Sea ρ : U → V con

U,V ⊂ M abiertos y ρ difeomor�smo. Diremos que ρ es un automor�smo de la

conexi�on si para cualquier par de campos X, Y en M se veri�ca

∇ρ∗Xρ∗Y = ρ∗(∇XY)

en el abierto V = ρ(U). Denotamos a los automor�smos de la conexi�on con

Aut(M,∇).

Esta de�nici�on se puede extender a mapas entre variedades con spray, conocidas

como transformaciones a�nes:
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Definición 7.3.3 (Transformaciones a�nes). Sean M,M variedades con spray, sean

∇,∇ las respectivas conexiones. Si ρ : M → M es difeomor�smo local, diremos

que ρ es una transformaci�on af��n de las conexiones si para cada U ⊂ M donde

ρ|U : U→ ρ(U) es difeomor�smo, y todo par de campos X, Y ∈ (U), se veri�ca

∇ρ∗Xρ∗Y = ρ∗(∇XY).

Observaci�on 7.3.4 (Invariancia del transporte paralelo por automor�smos). Si f ∈
Aut(M,∇), entonces transforma geod�esicas de M en geod�esicas de M. Adem�as, si

γ ⊂M, p = γ(a), y µ(t) = P(γ)tav es el transporte paralelo de v ∈ TpD a lo largo de

γ, entonces

η = Dfγµ

es el transporte paralelo de Dfpv a lo largo de f ◦ γ. Estas observaciones surgen de

∇(f◦γ) ′η = ∇f∗γ ′f∗µ = f∗(∇γ ′µ) = f∗0 = 0.

Observaci�on 7.3.5 (Invariancia de la curvatura por automor�smos). Como

R(X, Y)Z = ∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X,Y]Z,

por la Observaci�on 7.3.1 y la de�nici�on de automor�smo, es claro que si f ∈
Aut(M,∇) entonces

f∗R(X, Y)Z = R(f∗X, f∗Y)f∗Z.

De hecho, esta misma a�rmaci�on es v�alida para cualquier tensor enM, y tambi�en para

su derivada covariante (De�nici�on 7.1.1): si Ω es tensor k-lineal en M y V ∈ X(M),

entonces examinando la expresi�on en coordenadas locales de la derivada covariante

del tensor se tiene

f∗∇VΩ(X1, ·, Xk) = ∇f∗VΩ(f∗X1, · · · , f∗Xk).

Sea X ∈ X(M) un campo (todos los campos son dos veces diferenciables como

es habitual en este texto). Recordemos (Secci�on 2.5) que el ujo de X, denotado

ρ(t, p) = ρt(p) veri�ca ρ
′
t(p) = X(ρt(p)) para todo (t, p) en el dominio de de�nici�on

del ujo (que es un entorno abierto de {0} ×M en R ×M), y adem�as ρ0(p) = p,

ρ ′0(p) = X(p). Tambi�en recordemos que el ujo es un grupo a un par�ametro,

ρt+s(p) = ρt(ρs(p)) = ρs(ρt(p))

donde est�en de�nidos.
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Definición 7.3.6 (Pull-back de campos). Sean U,V abiertos en M, sea f : U → V

difeomor�smo de clase C1, sea X campo en U, de�nimos

f∗X(p) = Df−1p X(f(p)),

que es un nuevo campo en V denotado f∗X.

De la de�nici�on es inmediato que g∗f∗ = (fg)∗. Un ejercicio de manipulaci�on de

los objetos nos permite reescribir la condici�on de ser automor�smo de la conexi�on en

t�erminos del pull-back, que resulta m�as conveniente para otras consideraciones que

seguir�an:

Teorema 7.3.7. Sea f : U → V difeomor�smo de clase C2, entonces (f−1)∗Y =

f∗Y en V para todo campo Y en U. Luego

∇f∗Y(f∗Z) = ∇(f−1)∗Y(f
−1)∗Z

en V para todo par de campos en U. En particular f es automor�smo de la

conexi�on ∇ de la variedad riemanniana (M,∇) si y s�olo si f es difeomor�smo

local y para todo par de campos Y, Z en U se tiene

∇f∗Y(f∗Z) = f∗(∇YZ).

Demostraci�on. Notemos primero que de la de�nici�on f∗Z(f(p)) = Dfp(Zp) podemos

reescribir f∗Z(q) = Dff−1(q)(Zf−1(q)) si q = f(p) ∈ im(f). Por otro lado

(f−1)∗Z(q) = Dff−1(q)Z ◦ f−1(q) = Dff−1(q)Zf−1(q),

lo que muestra que vale la primera a�rmaci�on. El resto de las a�rmaciones es conse-

cuencia inmediata de esta.

As�� como el transporte paralelo permite calcular la derivada covariante de un

campo (Lema 6.7.6), para calcular la derivada de Lie podemos usar el pull-back:

Lema 7.3.8 (El pull-back vs. el corchete de Lie). Si X, Y son campos en M, y ϕt
es el ujo de X, entonces para todo t en el dominio del ujo

1. [X, Y] = d
dt

∣∣
t=0
ρ∗tY

2. d
dt
ρ∗tY = ρ∗t [X, Y]

3. ρ∗tX = X

4. ρ∗t [X, Y] = [X, ρ∗tY]
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Demostraci�on. Pasando a coordenadas locales, operaremos en el espacio de Banach

E que modela M. Como ρ−t = ρ
−1
t , entonces D(ρ−1t )ρt(p) = (Dpρt)

−1. Luego

ρ∗tY(p) = (Dpρt)
−1Yρt(p) = At(p)vt(p),

donde At(p) = (Dpρt)
−1 es un operador lineal inversible de E en E, mientras que

vt(p) = Yρt(p) es un vector de E. Recordemos que la inversi�on es suave y que si Tt
es una curva de operadores inversibles, entonces (T−1t ) ′ = −T−1t T ′tT

−1
t . Notemos que

A0 = IdE ya que ρ0 = idM y que v0 = Y. Entonces

A ′0 =
d

dt
|t=0(Dpρt)

−1 = −A0
d

dt
|t=0(Dpρt)A0 = −

d

dt
|t=0Dpρt.

Por otro lado, como ρt es el ujo de X, tenemos que ρ ′t(p) = X(ρt(p)), luego

d

dt
Dpρt = Dp

d

dt
ρt = Dp(Xρt(p)) = DXρt(p)Dpρt

y evaluendo en t = 0 vemos que A ′0 = − d
dt

|t=0Dpρt = −DXp, puesto que ρ0 = idM.

Ahora bien,

d

dt
|t=0At(p)vt(p) = A

′
0(p)v0(p) +A0(p)v

′
0(p) = −DXpYp +DYpXp = [X, Y](p),

puesto que ρt es el ujo de X, y esto prueba la primera identidad enunciada. Para

probar la segunda identidad, usamos la propidedad del ujo ρt+s = ρt ◦ ρs para

reescribir

d

dt
ρ∗tY =

d

ds

∣∣∣∣
s=0

ρ∗t+sY =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

Dρ−tDρ−sY ◦ ρs ◦ ρt

= ρ∗t

{
d

ds

∣∣
s=0
Dρ−sY ◦ ρs

}
= ρ∗t

d

ds

∣∣
s=0

ρ∗sY = ρ∗t [X, Y]

donde en la ultima igualdad usamos lo probado anteriormente. La tercer identidad

se deduce tomando X = Y de manera que la derivada en el segundo item es nula.

Esto prueba que ρ∗tX debe ser constante y como ρ0 = id tenemos la conclusi�on. Por

�ultimo,

ρ∗t [X, Y](p) = Dρ−t
d

ds

∣∣
s=0
ρ∗sY(ρt(p)) =

d

ds

∣∣
s=0
Dρ−sDρ−tY ◦ ρt ◦ ρs(p)

=
d

ds

∣∣
s=0
Dρ−sρ

∗
tY(ρs(p)) = [X, ρ∗tY](p)

donde en la �ultima igualdad usamos lo probado en la primer identidad, pero ahora

aplicado al campo ρ∗tY.
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Recordemos que si ∇ denota la derivada covariante del spray F en la variedad

M, denotamos con Γ el operador bilineal de la conexi�on, ∇XY = Y ′X− Γ(X, Y). Para

una funci�on ρ : M → M, con Dpρ denotamos la diferencial de ρ en p ∈ M y con

D2pρ denotaremos el Hessiano de dicha funci�on ρ : Rd → Rd (su diferencial segunda);

ambas expresiones dadas en coordenadas locales.

Teorema 7.3.9 (Campos de Killing). Sea X ∈ X(M), sea ρt el ujo de X. Son

equivalentes:

1. ρt es automor�smo de la conexi�on para todo t

2. Para para todo t y todo p ∈M, v ∈ TpM,

Fρt(p)(Dpρtv) = D
2
pρt(v, v) +Dpρt(Fp(v)). (7.4)

3. Para toda geod�esica γ ⊂M, el campo X es Jacobi a lo largo de γ.

4. Para todo par de campos Y, Z se tiene

[X,∇YZ] = ∇[X,Y]Z+∇Y [X,Z]. (7.5)

Un campo X que veri�ca estas condiciones es un campo de Killing en (M,g), y

denotamos Kill(M,∇) al conjunto de todos los campos de Killing.

Demostraci�on. Supongamos que ρt es automor�smo de la conexi�on para todo t,

tomemos la geod�esica γ que pasa por p con velocidad inical v y consideremos νt(s) =

ρt(γ(s)). Denotemos d
ds

= ′, luego ν ′ = (ρt)∗γ
′. Entonces si calculamos, con t �jo, la

derivada covariante a lo largo de νt, tenemos

Dν ′ν
′ = ∇(ρt)∗γ ′(ρt)∗γ

′ = (ρt)∗Dγ ′γ
′ = (ρt)∗(0) = 0

puesto que γ es una geod�esica y ρt es un automor�smo de la conexi�on. Entonces νt es

una geod�esica para cada t �jo, y la identidad del segundo ��tem se obtiene escribiendo

expl��citamente la ecuaci�on de Euler de las derivadas ν ′′t = Fνt(ν
′
t) y evaluando luego

en s = 0. Si vale la segunda identidad, y γ es una geod�esica, tomamos de nuevo la

variaci�on νt = ρt ◦ γ y observamos que para cada s �jo,

d

dt
|t=0νt(s) =

dρ

dt
|t=0(γ(s)) = X(γ(s))

ya que ρt es el ujo de X. Poniendo p = γ(s), v = γ ′(s) en la identidad arribamos

a la ecuaci�on de Euler ν ′′t (s) = Fνt(s)(ν
′
t(s)). Esto prueba que νt es una goed�esica

para todo t, y entonces X es un campo de Jacobi a lo largo de γ por el Teorema 7.2.2,
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lo que prueba que vale la tercer a�rmaci�on. Supongamos ahora que X es campo de

Jacobi a lo largo de cualquier geod�esica γ. Entonces

D2γ ′(X ◦ γ) = R(X ◦ γ, γ ′)γ ′,

que en t�erminos de Γ se escribe

(X ◦ γ) ′′ = Γ∗γ,X◦γ(γ ′, γ ′) + 2Γ((X ◦ γ) ′, γ ′)

por la ecuaci�on (7.3). Como (X ◦ Γ) ′ = DXγ(γ
′), derivando nuevamente tenemos

(X ◦ γ) ′′ = D2γX(γ
′, γ ′) + DXγ(γ

′′). Dado un campo Y tomamos γ geod�esica que

pasa por p y tal que γ ′(0) = Yp, entonces notando que como γ es geod�esica se tiene

γ ′′ = Fγ(γ
′), la ecuaci�on de Jacobi se escribo (omitiendo el punto gen�erico p de

evaluaci�on)

D2X(Y, Y) +DX(F(Y)) = Γ∗X(Y, Y) + 2Γ(DX(Y), Y).

Estamos suponiendo que todas las funciones son de clase C2 luegoD2X es un operador

bilineal sim�etrico; cambiando Y por Y + Z polarizamos esta identidad para obtener

D2X(Y, Z) +DX(Γ(Y, Z)) = Γ∗X(Y, Z) + Γ(DX(Y), Z) + Γ(DX(Z), Y). (7.6)

Por otro lado calculamos

[X,∇YZ] = D(∇YZ)(X) −DX(∇YZ) = D2Z(X, Y) +DZ(DY(X)) + Γ∗X(Y, Z)
− Γ(DY(X), Z) + Γ(Y,DZ(X)) −DX(DZ(Y)) +DX(Γ(Y, Z))

= D2Z(X, Y) +DZ(DY(X)) + Γ(DY(X), Z) + Γ(Y,DZ(X))

+ X(DZ(Y)) − Γ(DX(Y), Z) − Γ(DX(Z), Y) +D2X(Y, Z)

donde en la �ultima igualdad utilizamos la identidad (7.6) que proviene de la hip�otesis

de que X es Jacobi a lo largo de cualquier geod�esica. Ahora calculamos

∇Y [X,Z] = D2Z(X, Y) −D2X(Y, Z) +DZ(DX(Y)) −DX(DZ(Y))
− Γ(Y,DZ(X)) + Γ(Y,DX(Z))

y tambi�en

∇[X,Y]Z = DZ(DY(X)) −DZ(DX(Y)) + Γ(Z,DX(Y)) − Γ(Z,DY(X)).

Sumando estas dos �ultimas obtenemos [X,∇YZ] y esto prueba la igualdad de la cuarta

a�rmaci�on del teorema. Ahora supongamos que vale esta �ultima igualdad, �jamos

p ∈M y sea

β(t) = Dρt∇ρ∗tYρ
∗
tZ(ρ−t(p)) = ρ

∗
−tWt(p) ∈ TpM.
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dondeWt = ∇ρ∗tYρ
∗
tZ. Notamos queWt+s(p) =Wt(p)+sW

′
t(p)+o(s

2) (Observaci�on

1.4.4), y entonces

β ′(t) =
d

ds

∣∣
s=0
ρ∗−t−sWt+s(p) = ρ

∗
−t

d

ds

∣∣
s=0
ρ∗−sWt+s(p)

= ρ∗−t
d

ds

∣∣
s=0

{ρ∗−sWt + sρ
∗
−sW

′
t + o(s

2)}(p)

= ρ∗−t{−[X,Wt] + ρ
∗
0W

′
t + 0}(p) = ρ

∗
−t{−[X,Wt] +W

′
t}(p),

por la primera identidad del Lema 7.3.8. Para derivar Wt notamos que como ∇YZ es

un operador R-bilineal en Y, Z, tenemos

W ′t = ∇(ρ∗tY)
′ρ∗tZ+∇ρ∗tY(ρ

∗
tZ)

′ = ∇[X,ρ∗tY]
ρ∗tZ+∇ρ∗tY [X, ρ

∗
tZ],

nuevamente por el Lema 7.3.8. Como estamos asumiendo la propiedad de derivaci�on

(4) del enunciado, tenemos

W ′t = [X,Wt]

y con esto β ′(t) = 0 lo que nos dice que debe ser constante e igual a β(0), es decir

ρ∗−tWt(p) = W0(p) = ∇YZ(p). Como esto es cierto para todo p ∈ M, tenemos

ρ−tWt = ∇YZ como campos y entonces

∇ρ∗tY(ρ
∗
tZ) = ρ

∗
t(∇YZ).

Esto nos dice que ρt es un automor�smo de ∇ para todo t.

Observaci�on 7.3.10 (Automor�smos del spray F). Si F : TM → TTM denota al

spray recordemos para una funci�on suave ρ : M → M denotamos ρ∗ : TM → TM

a la diferencial global ρ∗(p, v) = (ρ(p), Dρp(v)). Luego podemos de�nir ρ∗∗ =

(ρ∗)∗ : TTM → TTM a su diferencial global, que estar�a dada por ρ∗∗(p, v; _p, _v) =

(ρ∗(p, v), D(ρ∗)(p,v)( _p, _v)). Para calcular esta �ultima expresi�on tomamos una curva

(pt, vt) ⊂ TM y encontramos que

D(ρ∗)(p,v)( _d, _v) =
d

dt

∣∣
t=0
ρ∗(pt, vt) =

d

dt

∣∣
t=0

(ρ(pt), Dρptvt)

= (Dρpv,D
2
pρ( _p, v) +Dρp( _v)).

En particular

ρ∗∗(p, v, v, Fp(v)) = (ρ(p), Dρpv,Dρpv,Dpρ
2(v, v) +Dρp(Fp(v)).

Esto nos dice que la segunda condici�on del teorema de campos de Xilling puede

reescribirse como

F((ρt)∗V) = (ρt)∗∗F(V)
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para todo t y todo V ∈ TM. Por este motivo podemos decir tambi�en que un campo X

es de Killing para el spray si su ujo es un automor�smo del spray F, en el sentido

reci�en enunciado. Notemos que la prueba del teorema anterior nos dice que

Aut(M,F) = Aut(M,∇)

si ∇ es la derivada covariante del spray F (o viceversa). Notemos que polarizando la

identidad (7.4), si ρ ∈ Aut(M,F) obtenemos

Γρ(p)(Dρpv,Dρpw) = D
2ρp(v,w) +DρpΓp(v,w) (7.7)

para todo v,w ∈ TpM.

El siguiente lema de Neeb [72] extiende los resultados de Lang [59, Ch. XIII]:

Lema 7.3.11 (Los automor�smos est�an determinados a orden 1). Sea (M,F) conexa

y f, g : M → M dos automor�smos del spray F. Si existe p ∈ M tal que f(p) =

g(p), Dfp = Dgp, entonces f = g en M.

Demostraci�on. De f∗∗F(V) = F(f∗V) para todo V ∈ TM es claro que f pre-

serva geod�esicas y su dominio, luego f∗ preserva el dominio de la exponencial

exp : D ⊂ TM → M de la conexion. Adem�as como β(t) = f(expx(tv)) es una

geod�esica con β(0) = f(x) y β ′(0) = Dfxv, es claro que f ◦ exp = exp ◦f∗ en el

dominio de la exponencial. Esto dice que si U ∈ TxM es un abierto tal que expx |U
es un difeomor�smo con su imagen V = expx(U), entonces si y = expx(v) pode-

mos escribir f(y) = expf(x)(Dfxv), lo que prueba que los valores de f en un entorno

de x est�an �univocamente determinados por f(x), Dfx. Las mismas consideraciones

aplican para g, luego si f(x) = g(x) y Dfx = Dgx entonces f y g coinciden en

alg�un entorno de x. Ahora sea N ⊂ M el conjunto de puntos x tales que f y g

coinciden en un entorno de x, diferenciando obtenemos tambi�en Dfx = Dgx. Luego

N = {x ∈ M : f(x) = g(x), Dfx = Dgx}, y esto muestra que N es cerrado. Como

p ∈ N por hip�otesis y M es conexa, debe ser N =M o sea f = g.

Lema 7.3.12 (Los campos de Killing est�an determinados a orden 1). Sea (M,F)

conexa sean X, Y campos de Killing en M. Si existe p ∈M tal que X(p) = Y(p),

DXp = DYp, entonces X = Y.

Demostraci�on. Si X es Killing su ujo ρt es un automor�smo para todo t, en par-

ticular si z = expq(v) est�a en un entorno normal de q ∈ M entonces ρt(z) =

ρt(expq(v)) = expρt(q)((Dρt)qv). Escribimos exp(q,w) = expq(w), derivando res-

pecto de t en t = 0 obtenemos

X(z) = ∂1 exp(q,v) X(q) + ∂2 exp(q,v)DXqv
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Si τt es el ujo de Y obtenemos de manera similar

Y(z) = ∂1 exp(q,v) Y(q) + ∂2 exp(q,v)DYqv.

Esto muestra que si X, Y y sus diferenciales coinciden en q entonces X, Y coinciden

en un entorno de q. En particular el conjunto N ⊂ M de puntos q tales que X, Y

coinciden en un entorno q es abierto. Adem�as es claro que si Xq = Yq y DXq = DYq
entonces X, Y coinciden en un entorno de q, y si X, Y coinciden en un entorno de q

entonces diferenciando tambi�en tenemos DXq = DYq. Resumiendo, podemos a�rmar

que

N = {q ∈M : Xq = Yq, DXq = DYq}

con lo cual N resulta tambi�en cerrado. Como es no vaci�o por hip�otesis yM es conexa,

debe ser X = Y.

Observaci�on 7.3.13 (Campos de Killing en t�erminos del tensor de curvatura). La

condici�on (4) del teorema anterior puede rescribirse usando el hecho de que la cone-

xi�on no tiene torsi�on, con lo cual ∇VW − ∇WV = [V,W] para todo par de campos

V,W en M. Con esto la condici�on de Killing para X es equivalente a

R(X, Y)Z = ∇∇YZX−∇Y∇ZX

para todo par de campos Y, Z en M.

Teorema 7.3.14 (Campos de Killing como �algebra de Lie). Los campos de Killing

Kill(M,∇) forman una sub�algebra de Lie real del conjunto de todos los campos

X(M).

Demostraci�on. Supongamos que X,X son campos de Killing en M. De la condi-

ci�on (4) del teorema anterior es evidente que cualquier combinaci�on lineal de X,X

es tambi�en un campo de Killing. Para probar que es cerrado por el corchete de Lie,

calculamos usando la identidad de Jacobi

[[X,X],∇YZ] = [[X,∇YZ], X] + [X, [X,∇YZ]].

Ahora usamos la identidad (4) para X y para X, luego de una nueva aplicaci�on de

Jacobi obtenemos

∇[[X,X],Y]Z+∇Y [[X,X], Z],

de donde concluimos nuevamente por la identidad (4) que [X,X] tambi�en es de Killing.
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Definición 7.3.15. Dado p ∈ M y X ∈ X(M), denotamos ∇X(p) ∈ B(TpM) al

endomor�smo ∇X(p)v = DXp(v) − Γp(Xp, v). Consideremos los subespacios

kp = {Y ∈ Kill(M) : Yp = 0}; mp = {X ∈ Kill(M) : ∇X(p) = 0}.

Notemos que si Y ∈ X(M) entonces ∇X(p)Yp = DXp(Yp) = Γp(Xp, Yp), luego

mp = {X ∈ Kill(M) : ∇YX(p) = 0 ∀ Y ∈ X(M)}.

Observaci�on 7.3.16. Si X ∈ Kill(M), Xp = 0, ∇X(p) = 0, entonces DXp(v) =

Γp(Xp, v) = 0 luego por el Lema 7.3.12 debe ser X = 0. Esto prueba que estos

subespacios est�an en suma directa. Por otro lado, podemos considerar la aplicaci�on

I : Kill(M)→ TpM×B(TpM) dada por I(X) = (Xp,∇X(p)); por lo reci�en observado,

esta aplicaci�on es inyectiva.

En particular si M tiene dimensi�on �nita, tanto TpM como B(TpM) tienen di-

mensi�on �nita y entonces el �algebra de Lie Kill(M) es tambi�en de dimensi�on �nita.

Proposición 7.3.17 (El �algebra de Cartan de los campos de Killing). Dado p ∈M,

tenemos

1. mp ⊕ kp ⊂ Kill(M) es sub�algebra de Lie, y adem�as

2. [kp, kp] ⊂ kp, [mp,mp] ⊂ kp, [kp,mp] ⊂ mp,

3. Para todo X, Y, Z ∈ mp se tiene

R(Xp, Yp)Zp = [Z, [X, Y]](p) = −[[X, Y], Z](p).

Demostraci�on. Que est�an en suma directa lo sabemos por la observaci�on previa,

veamos que valen las relaciones del segundo ��tem y en particular esta suma ser�a

sub�algebra de Lie de Kill(M). Comencemos por X, Y ∈ kp, entonces de

[X, Y](p) = DXp(Yp) −DYp(Xp)

es inmediato que [X, Y](p) = 0 pues Xp = Yp = 0. Ahora tomemos X, Y ∈ mp, entonces

[X, Y](p) = DXp(Yp) −DYp(Xp) = Γp(Xp, Yp) − Γp(Yp, Xp) = 0

luego [X, Y] ∈ kp tambi�en. Por �ultimo, si Y ∈ mp, X ∈ kp por la ecuaci�on (7.5), para

cualquier campo Z tenemos

∇Z[X, Y](p) = [X,∇ZY](p) −∇[X,Z]Y(p)

= (D∇ZY)p(Xp) − Γp(Xp,∇ZY(p)) − 0
= 0− 0− 0 = 0
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y entonces [X, Y] ∈ mp. Para probar la identidad del tensor R, notemos primero que

por la Observaci�on 7.3.13,

R(X, Y)Z(p) = ∇∇YZX(p) −∇Y∇ZX(p) = −∇Y∇ZX(p)

pues X ∈ mp. Por otro lado, usando que ∇ tiene torsi�on nula podemos escribir

∇Y(∇ZX)(p) = ∇∇ZXY(p) − [Y,∇ZX](p) = −[Y,∇ZX](p).

Por �ultimos, usamos la identidad (7.5) para escribir

[Y,∇ZX](p) = ∇[Y,X]Z(p) − [Z, [Y, X]](p) = −[Z, [Y, X]](p).

7.4. La curvatura y las transformacions afines

Dada una derivada covariante ∇ sin torsi�on ∇ enM (equivalentemente, un spray

cuadr�atico F en M), vimos que a partir de all�� deducimos las nociones de transporte

paralelo y de curvatura. Rec��procamente, la derivada covariante permite recuperar la

conexi�on ∇ como muestra el Lema 6.7.6. En esta secci�on veremos c�omo es posible, a

partir de informaci�on del tensor de curvatura R, recuperar en ciertos casos la conexi�on

∇ de la que proviene (y por ende el transporte paralelo). Esto ser�a especialmente �util

cuando abordemos los espacios sim�etricos y localmente sim�etricos en la siguiente

secci�on, donde la curvatura es invariante por el transporte paralelo.

Estos resultados que probaremos aqu�� se enmarcan en lo que se conoce como

Teorema de Ambrose-Cartan, y la presentaci�on que damos sigue los lineamientos

para espacios de Banach dados por Wilkins en [88]. Cabe mencionar que como en

nuestro texto nos enfocamos en las conexiones sin torsi�on, lo mismo ocurrir�a en esta

secci�on, pero que sin embargo estos resultados se extienden a conexiones con torsi�on

como puede verse en el citado trabajo de Wilkins.

Empezaremos discutiendo el objeto local R∗ dado en un entorno normal de p ∈M
por el transporte paralelo del tensor de curvatura.

Definición 7.4.1 (El tensor local R∗). Sea (M,F) variedad con spray, sea p ∈ M
y U ⊂ M entorno normal sim�etico, U = expp(B) con B bola del tangente TpM.

Dado q ∈ U existe un �unico z ∈ TpM tal que q = expp(z) y denotamos γq a

la �unica geod�esica que une p con q, esto es γq(t) = expp(tz). Observemos que

Pt0(γq) : TpM → TγtM y en particular P10 es un isomor�smo entre TpM y TqM.

Consideremos la funci�on R∗ : U→ B(TpM2; TpM) dada por

R∗qq(x, y, z) = P
0
1(γq)Rq(P

1
0(γq)x, P

1
0(γq)y, P

1
0(γq)z)

donde Rq es el tensor de curvatura de ∇ y x, y, z ∈ TpM.
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Ahora introducimos la notaci�on de dos clases de campos que utilizaremos en esta

secci�on, as�� como del operador lineal que los relaciona:

Definición 7.4.2. Dado x ∈ TpM, sea ηx ∈ X(U) dado por

ηx(q) =
d

ds

∣∣
s=0

expp(z+ sx) = (expp)∗zx

para q = expp(z) ∈ U. Sea X : U × TpM → TM dada por X(q, v) = P10(γq)v, sea

Xv ∈ X(U) dado por Xv(q) = X(q, v), denominamos a estos campos paralelos. Consi-

deramos el operador lineal inversibleAq : TpM→ TpM dado porAqx = P
0
1(γq)η

x(q);

esto es

Aq = P01(γq) exp∗ exp−1
p (q) .

Denotamos A : U → B(TpM) a la funci�on suave que parametriza esta familia de

operadores lineales, notamos que son inversibles y que Ap = idTpM.

Observaci�on 7.4.3. Algunas observaciones �utiles a partir de las de�niciones: tenemos

DXvq = ∂1X(q,v)(−, 0) y los campos ηv, Xv se vinculan por A v��a

ηv(q) = X(q,Aqv) = X
Aqv(q).

Fijado q, si γ = γq entonces Aγtx = P
0
t (γ)η

x(γt). Adem�as [ηx, ηy] = (expp)∗[x, y] =

0 pues los campos x, y son constantes en TpM.

Lema 7.4.4 (R∗ caracteriza A). La funci�on suave A : U → GL(TpM) dada por

Aqv = P
0
1(γq)(expp)∗zv (donde γq(t) = expp(tz)) est�a un��vocamente determinada

por la funci�on R∗ : U→ B(TpM
3; TpM) v��a la ecuaci�on diferencial lineal

(tAγtv)
′′ = R∗γt(z, tAγtv, z).

Demostraci�on. Dado q ∈ U sea γq la geod�esica que une p, q con velocidad inicial

z ∈ TpM, y dado v ∈ TpM sea V(t) = tηv(γt) =
d
ds

∣∣
s=0

expp(t(z + sv)), luego V es

campo de Jacobi a lo largo de γ. Como P0t (γ)V(t) = tAγtv, entonces el Lema 6.7.6

nos dice que

Pt0(γ)(tAγtv)
′′ = D2tV(t) = Rγt(γ

′
t, Vt)γ

′
t = P

t
0(γ)R

∗
γt
(γ ′0, tAγtv)γ

′
0,

y esto nos da la ecuaci�on diferencial enunciada. Sea x(t) = tAγtv, entonces x0 = 0 y

x ′0 = Apv = v luego la soluci�on est�a un��vocamente determinada por la funci�on R∗, y

los datos iniciales z, v. En particular evaluando en t = 1 obtenemos Aqv un��vocamente

determinado por R∗, y los vectores v, z. Como q = expp(z), en realidad el �unico dato

inicial es q y por ende A est�a un��vocamente determinado por R∗.
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Veamos ahora c�omo R∗ caracteriza la derivada covariante de los campos paralelos

Xv, v ∈ TpM de�nidos m�as arriba.

Definición 7.4.5. Dados v,w ∈ TpM sean Xv, Xw ∈ X(U), sea B : U →
B(TpM

2; TpM) dada por la forma bilineal

Bq(v,w) = P
0
1(γq)∇XvXw(q),

Lema 7.4.6 (R∗ caracteriza B). Dados v,w ∈ TpM, si q = γ(1) = expp(z) entonces

Bq(v,w) =

∫1
0

R∗γ(z, tAγtA
−1
q v,w)dt,

en particular la funci�on B est�a un��vocamente determinada por R∗.

Demostraci�on. Sea G ∈ X(U) dado por G(r) = ηu(r) = (expp)∗uu si r = expp(u),

notamos que G(γr(t)) = exp∗tu tu = tγ ′r(t). Por otro lado, dado v ∈ TpM, tomamos

T ∈ B(TpM) tal que v = Tγ ′0 (= Tz), y sea V ∈ X(U) dado por V(r) = ηTu(r) =

exp∗u Tu para r = expp(u); notamos que V(γt) = (expp)∗tztTz = tηv(γt). Luego

P0t (γ)V(γt) = tAγtv. Como G,V est�an expp relacionados con los campos id y T id

de TpM respectivamente, y estos conmutan, entonces [G,V] = 0 en U. Por otro lado,

dado w ∈ TpM

∇GXw(r) = ∇GXw(γr(1)) = ∇γ ′rX
w(γr(1)) = P

1
0(γr)

d

dt

∣∣
t=1
P0t (γr)X

w(γr(t))

= P10(γr)
d

dt

∣∣
t=1
P0t (γr)P

t
0(γr)w = P10(γr)

d

dt

∣∣
t=1
w = 0,

es decir ∇GXw = 0 en U. De la de�nici�on de la curvatura R y las observaciones

previas obtenemos

R(G,V)Xw(γt) = ∇G∇VXw(γt) −∇V∇GXw(γt) −∇[G,V]X
w(Γt) = ∇G∇VXw(γt).

Calculamos por separado ambos t�erminos. Comenzamos por el lado derecho: tenemos

V(γt) = P
t
0(γ)tAγtv = tX(γt, Aγtv = tX

Aqv(γt). Como la derivada covariante ∇XY
s�olo depende del valor de X en el punto, entonces

∇VXw(γt) = t∇XAqvX
w(γt) = tP

t
0(γ)Bγt(Aγtv,w) = P

t
0(γ)bt

donde bt = Bγt(tAγtv,w) por la misma de�nici�on de B. Entonces

∇G∇VXw(γt) = t∇γ ′Pt0(γ)bt = tPt0(γ)b ′t

por el Lema 6.7.6. Por otro lado, de la de�nici�on de R∗ obtenemos.

R(G,V)Xw(γt) = Rγt(tP
t
0(γ)z, tP

t
0(γ)Aγtv, P

t
0(γ)w) = tP

t
0(γ)R

∗
γt
(z, tAγtv,w),

y entonces b ′t = R
∗
γt
(z, tAγtv,w). Como b0 = 0, integrando en [0, 1] y reemplazando

v por A−1
q v obtenemos el resultado enunciado.
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En principio este �ultimo resultado nos dice que R∗ caracteriza la derivada cova-

riante, pero s�olo para los campos paralelos Xw. Para extender esta caracterizaci�on a

todos los campos tenemos el siguiente lema:

Lema 7.4.7. Sean v ∈ TpM, Y ∈ X(U). Sea y : U → TpM dada por y(q) =

P01(γq)Yq. Si wq = Dyq(X
v(q)) + Bq(v, y(q)) entonces

∇XvY(q) = X(q,wq) = Xwq(q) = P10(γq)wq.

Demostraci�on. Observamos que Yq = P10(γq)y(q) = X(q, y(q)), luego para cada

u ∈ TqM tenemos

DYq(u) = DX(q,y(q))(u,Dyq(u)) = DX(q,y(q))(0,Dyq(u)) +DX(q,y(q))(u, 0)

=
d

dt

∣∣
t=0
X(q, y(expq(tX

v(q))) + ∂1X(q,y(q))(u)

= P10(γq)Dyq(X
v(q)) + (DXy(q)))qu

donde la �ultima igualdad es por el Lema 6.7.6. En particular para u = Xv(q) obtene-

mos

(∇XvY)q = DYq(X
v(q)) − Γq(y(q), X

v(q))

= P10(γq)Dyq(X
v(q)) + (DXy(q))q(X

v(q)) − Γq(y(q), X
v(q))

= P10(γq)Dyq(X
v(q)) + (∇XvXy(q))(q)

= P10(γq) (Dyq(X
v(q)) + Bq(v, y(q))) = P

1
0(γq)wq.

Como anunciamos al principio de esta secci�on podemos enunciar y probar ahora

un teorema local que permite vincular la curvatura con las transformaciones a�nes:

Teorema 7.4.8 (Teorema de Ambrose-Cartan local). Sean M,M variedades con

spray, sean ∇,∇ las respectivas conexiones. Sea L : TpM → TpM isomor�smo

lineal, y sea ρ : U → U el difeomor�smo de�nido en entornomos normales

convenientes como

ρ(expp(v)) = expp(Lv).

Notamos que Dρq = L, denotamos q = ρ(q), y R, P para la curvatura y el trans-

porte paralelo de ∇. Son equivalentes

1. LR∗q(x, y, z) = R
∗
q(Lx, Ly, Lz) para todo q ∈ U.

2. ρ es transformaci�on af��n: ρ∗(∇XY) = ∇ρ∗X(ρ∗Y) para todo X, Y ∈ X(U).

En tal caso Dρq = P
1

0(γq)DρpP
1
0(γ)q para todo q ∈ U.
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Demostraci�on. Supongamos que ρ es transformaci�on af��n entreM yM, veamos que

la condici�on sobre L = Dρq es necesaria. Abreviando P = P10(γ) y similarmente P =

P
1

0(~γ), sabemos que ρ∗ preserva las curvaturas y el transporte paralelo (Observaciones

7.3.5 y 7.3.4); en particular ρ∗Px = PDρpx = PLx. Entonces

ρ∗R
∗
q(x, y, z) = ρ∗P

−1Rq(Px, Py, Pz) = P
−1
Rq(ρ∗Px, ρ∗Py, ρ∗Pz)

= P
−1
Rq(PLx, PLy, PLz) = R

∗
q(Lx, Ly, Lz).

Supongamos ahora que vale la hip�otesis sobre L = Dρq, y veamos que ρ es trans-

formaci�on af��n. Sea A : U :→ B(TpM) el mapa que relaciona en M los campos η

y X (Observaci�on 7.4.3 y la de�nici�on anterior). Esto es, si X(q, v) = P
1

0(γq)v y

ηv(q) = (expp)∗Lzv (donde por la de�nici�on de ρ, γq(t) = ργq(t) = expp(tLz) si

γq(t) = expp(tz)), entonces

ηv(q) = X
Aqv(q). (7.8)

Observamos que para todo v ∈ TpM, los campos ηv y ηLv est�an ρ-relacionados por

la misma de�nici�on de ρ:

Dρqη
v(q) = Dρq(expp)∗zv = (expp)∗LzLv = η

Lv(q). (7.9)

Por otro lado, por el Lema 7.4.4 del lado de M tenemos, �jando Lv ∈ TpM,

(tAγtLv)
′′ = R

∗
γt
(Lz, tAγtLv, Lz) = LR

∗
γt
(z, tL−1AγtLv, z)

donde usamos la hip�otesis que vincula L y R. Multiplicando por L−1 a la izquierda,

notamos que tL−1AγtLv veri�ca la misma ecuaci�on diferencial que tAγtv (y con las

mismas condiciones iniciales), luego ambas funciones deben ser iguales. En particular

tomando t = 1 obtenemos L−1AqL = Aq. Luego a partir de esto y de las ecuaciones

(7.8) y (7.9) obtenemos

X
LAqv

(q) = X
AqLv(q) = ηLv(q) = Dρqη

v(q) = DρqX
Aqv(q).

Esto es, los campos X
LAqv

y XAqv est�an ρ-relacionados; como Aq es un isomor�smo

deducimos que los campos Xv y X
Lv

est�an ρ-relacionados para todo v ∈ TpM. En

otros t�erminos tambi�en tenemos

DρqP
1
0(γq)v = DρqX

v(q) = X
Lv
(q) = P

1

0(γq)Lv,

luego

P
0

1(γq)DρqP
1
0(γq) = L. (7.10)
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Ahora a�rmamos que LBq(v,w) = Bq(Lv, Lw) para todo v,w ∈ TpM: para probarlo

sea como antes bt(v,w) = tBγt(v,w) y sea bt(Lv, Lw) la correspondiente funci�on del

lado deM. Por el Lema 7.4.6, la hip�otesis y lo reci�en probado L−1AqL = Aq tenemos

b
′
t(Lv, Lv) = R

∗
γt
(Lz, tAγtLv, Lw) = LR

∗
γt
(z, tL−1AγtLv,w)

= LR∗γt(z, tAγtv,w),

luego L−1bt(Lv, Lw) tiene la misma derivada que bt(v,w); como ambas funciones son

nulas en t = 0, evaluando en t = 1 tenemos la a�rmaci�on

Bq(Lv, Lw) = LBq(v,w). (7.11)

En s��ntesis, A y B est�an un��vocamente determinadas por R∗ y la hip�otesis nos di-

ce c�omo determinar sus correspondientes del lado de M, que son esencialmente los

mismos conjugando con L. Con esto podemos probar que ρ es automor�smo de la

conexi�on: basta probar que ρ∗∇XY = ∇ρ∗Xρ∗Y para un campo paralelo X = Xv, ya

que la derivada covariante s�olo depende del valor de X en q. Usando el lema anterior

y el hecho de que Xz, X
Lz

est�an ρ-relacionados tenemos por un lado

ρ∗(∇XvY)(q) = Dρq(∇XvY)(q) = DρqXwq = X
Lwq

(q), (7.12)

con wq = Dyq(X
v(q))+Bq(v, yq) seg�un la notaci�on de ese lema (y(q) = P01(γq)Yq).

Por otro lado, y por el mismo lema

(∇ρ∗Xvρ∗Y)(ρ(q)) = (∇
X
LvY)(q) = X

wq(q), (7.13)

donde Y(q) = ρ∗Y(q) = DρqYq. Luego

y(q) = P
0

1(γq)Yq = P
0

1(γq)DρqP
1
0(γq)P

0
1(γq)Yq = Ly(q)

por la ecuaci�on (7.10). As�� Dyq = LDyq, y entonces

DyqX
Lv
(q) = DyqDρqX

v(q) = LDyqX
v(q).

Si combinamos esto con la ecuaci�on (7.11) obtenemos

wq = Dyq(X
Lv
(q)) + Bq(Lv, yq) = LDyq(X

v(q)) + LBq(v, y(q)) = Lwq,

lo que prueba la igualdad de las ecuaciones (7.12) y (7.13), concluyendo la prueba de

que ρ es automor�smo de la conexi�on. La aseveraci�on �nal enunciada en el teorema

es inmediata de la ecuaci�on (7.10) que probamos m�as arriba.

Observaci�on 7.4.9. Si ambas variedadesM,M son completas y simplemente conexas,

mediante el transporte paralelo a lo largo de geod�esicas a trozos, puede probarse con

las hip�otesis del Teorema 7.4.8 que el mapa af��n ρ se extiende a un difeomor�smo

global af��n. La prueba puede verse en [88, Teorema 2.2].
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Aplicando el teorema de Ambrose a la transformaci�on lineal L = id, obtenemos

un criterio para ver cuando dos conexiones coinciden en M:

Corolario 7.4.10. Si F, F son dos sprays en M, entonces R∗ = R
∗
en alg�un

entonrno normal de p ∈M si y s�olo si F y F coinciden all��.

Observaci�on 7.4.11. Cabe destacar que si conocemos la curvatura R de M en un

entorno de p, y el transporte paralelo radial emanando desde p ∈ M, entonces

conocemos R∗ en un entorno de p, y el teorema de Ambrose nos dice que podemos

recuperar la conexi�on ∇ en todo este entorno. Por supuesto que si tuvi�eramos co-

nocimiento del transporte paralelo en todas las direcciones en un entorno de p,

podr��amos recuperar la conexi�on sin recurrir a la curvatura.

7.5. Espacios simétricos

En esta secci�on estudiamos los espacios sim�etricos seg�un Loos [61], aunque nuestra

presentaci�on le debe mucho a Neeb [72] y Lang [59].

Definición 7.5.1 (Espacio sim�etrico). Sea M variedad, µ : M ×M → M suave,

denotamos µ(x, y) = x · y = Sx(y). Decimos que (M,µ) es un espacio sim�etrico si se

satisfacen los axiomas para todo x, y, z ∈M:

(S1) x · x = x

(S2) x · (x · y) = y

(S3) x · (y · z) = (x · y) · (x · z)

(S4) Para todo x ∈ M existe un entorno U tal que para todo y ∈ U, si x · y = y

entonces x = y.

Observaci�on 7.5.2. Notemos que para cada p ∈M, Sp :M→M es un difeomor�smo

por (S2), ya que es equivalente a S2p = idM. El primer axioma nos dice que p es punto

�jo de Sp y el �ultimo axioma nos dice que p es un punto �jo aislado de Sp. Estos

mapas Sp se conocen como simetr��as del espacio (M,µ).

Definición 7.5.3 (Automor�smos del espacio sim�etrico). Sea (M,µ) espacio sim�etri-

co. Diremos que f : M → M difeomor�smo local es automor�smo de (M,µ) si

f(µ(x), µ(y)) = µ(f(x), f(y)) para todo x, y ∈ M. Denotamos este conjunto como

Aut(M,µ). Es inmediato del axioma (S3) que todas las simetr��as Sp (p ∈ M) son

automor�smos del espacio sim�etrico.

Lema 7.5.4. Si (M,µ) es un espacio sim�etrico entonces para todo p ∈ M se

tiene (Sp)∗p = −idTpM.
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Demostraci�on. De la propiedad (S2) tenemos que S2p = idM luego (Sp)
2
∗p = idTpM.

Componiendo con una carta (U,ϕ) alrededor de p, con ϕ(p) = 0, ϕ(U) = V ⊂ E con

E el espacio que modela M. Podemos suponer que Sp(U) ⊂ U y que p es el �unico

punto �jo de Sp en U. Consideramos f = ϕ◦Sp ◦ϕ−1 : V → E, que es una involuci�on

f2 = idV y adem�as 0 es el �unico punto �jo de f en V. Sea T = Df0, entonces T
2 = idE,

luego E = E+⊕E+ donde E+ = ker(T −1), E− = ker(T +1). A�rmamos que E+ = {0},

para probarlo consideramos g(x, y) = f(x, y)−(x, y) con respecto a la descomposici�on

de E, y calculamos

∂g

∂x
(0, 0) = T |E+

− idE+
= 0,

∂g

∂y
(0, 0) = T |E−

− idE−
= −2idE−

.

Por el teorema de la funci�on impl��cita existe un entorno W de 0 en E+ y una funci�on

suave ψ : W → E− tal que g(x,ψ(x)) = 0 para todo x ∈ W, y esto es equivalente

a f(x,ψ(x)) = (x,ψ(x)) o sea (x,ψ(x)) son todos puntos �jos de f. Esto nos dice

que debe ser W = E+ = {0}. Entonces E = ker(T + 1) o equivalentemente T = −id.

Notando que T es la expresi�on local de (Sp)∗p se tiene la conclusi�on.

Lema 7.5.5. Sea (M,µ) espacio sim�etrico. Para V,W ∈ TM el producto V ·W =

µ∗(V,W) de�ne una estructura de espacio sim�etrico en TM, y si v,w ∈ TpM
entonces V ·W = 2V −W. Adem�as si f ∈ Aut(M,µ) entonces f∗ ∈ Aut(M,µ∗).

Demostraci�on. La demostraci�on de las primeras tres propiedades (S1−3) es formal,

se deduce de las propiedades funtoriales de la diferencial, y queda como ejercio. Ahora

notamos que si π : TM → M es la proyecci�on al punto base del �brado entonces

π ◦ µ∗ = µ ◦ (π × π), y en particular TpM · TpM ⊂ TpM. Si V = (p, v), W = (p,w)

entonces en primer lugar de x · x = x escribimos µ(pt, pt) = pt y derivando respecto

de t, suponiendo que la velocidad es _pt = v, obtenemos µ∗(p,p)(v, v) = v. Tambi�en

tenemos

µ∗(p,p)(0, v) =
d

dt
|t=0µ(p, pt) =

d

dt
|t=0Sp(pt) = (Sp)∗pv = −v

por el Lema 7.5.4. Entonces

µ∗(p,p)(v, 0) = µ∗(p,p)(v, v) − µ∗(p,p)(0, v) = v− (−v) = 2v,

con lo cual

v ·w = µ∗(p,p)(v,w) = µ∗(p,p)(v, 0) + µ∗(p,p)(0,w) = 2v−w.

Con esto podemos tambi�en veri�car (S4), para eso sea V = (p, v) ∈ TM y tomamos

un entorno U de p tal que Sp es el �unico punto �jo de Sp en U; si W ∈ π−1U ⊂ TM
veri�ca V ·W =W entonces en particular Sp(π(w)) = µ(π(v), π(w)) = π(w). Por la
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unicidad debe ser π(w) = p, con lo cual tambi�en w = 2v −w y de aqu�� se concluye

que w = v luego V = W. Por �ultimo, si f ∈ Aut(M,F), de fµ(p, q) = µ(f(p), f(q)),

derivando obtenemos

f∗µ∗(p,q)( _p, _q) = µ∗(f(p),f(q))(Dfp _p,Dfp _q)

y esto prueba que f∗ es automor�smo de (TM,µ∗).

Para V = (p, v) ∈ TM, sea ΣV : TM → TM dada por ΣV(W) = µ∗(V,W), m�as

precisamente

Σ(p,v)(q,W) = µ∗(p,q)(v,w).

Denotaremos con Z :M→ TM la secci�on nula, Z(q) = (q, 0) para q ∈M.

Teorema 7.5.6 (La conexi�on de un espacio sim�etrico). Sea (M,µ) espacio sim�etrico

conexo. Si V = (p, v) ∈ TM, ΣV ◦Z :M→ TM y (ΣV ◦Z)∗ : TM→ TTM. Entonces

1. F(V) = −(ΣV/2 ◦ Z)∗V es un spray cuadr�atico en M.

2. Aut(M,F) = Aut(M,µ).

3. F es el �unico spray cuadr�atico en M invariante por todas las simetr��as Sp,

y de hecho Fp(v) =
1
2
(D2Sp)p(v, v) para todo v ∈ TpM.

Demostraci�on. La primera a�rmaci�on queda a cargo del lector, hay que veri�car que

F es cuadr�atico y que es una secci�on tanto para πTM como para (πM)∗. Para probar

la segunda, supongamos primero que ρ ∈ Aut(M,µ), entonces ρ ∈ Aut(TM,µ∗) y en

particular para todo V = (p, v) ∈ TM

ρ∗ΣV/2 ◦ Z(q) = ρ∗µ∗(p,q)(v/2, 0) = µ∗(ρ(p),ρ(q))(DρpV/2, 0)
= Σρ∗V/2 ◦ Z ◦ ρ(q).

Diferenciando respecto de q en (p, v), obtenemos ρ∗∗(−F(V)) = −F(ρ∗V), y esto

prueba que ρ ∈ Aut(M,F) = Aut(M,∇). En particular, todas las sim�etrias Sx,

x ∈ M, resultan automor�smos de ∇. Para probar la inclusi�on opuesta, dado ρ ∈
Aut(M,∇), y p ∈ M, consideremos f = ρ ◦ Sp, g = Sρ(p) ◦ ρ, que son entonces

ambos automor�smos de ∇. Notemos que f(p) = ρ(Sp(p)) = ρ(p) y que g(p) =

Sρ(p)(ρ(p)) = ρ(p) luego f y g coinciden en p. Por otro lado

Dfp = DρSp(p)(DSp)p = −Dρp

por el Lema 7.5.4. Ahora calculamos

Dgp = (DSρ(p))ρ(p)Dρp = −Dρp
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por el mismo lema. Como f, g coinciden a orden uno en el punto p ∈ M, el Lema

7.3.11 nos dice que debe ser f = g en M. Luego para todo q ∈M,

ρ(µ(p, q)) = ρ(Sp(q)) = f(q) = g(q) = Sρ(p)ρ(q) = µ(ρ(p), ρ(q)),

y esto prueba que ρ ∈ Aut(M,µ). Por lo reci�en probado, como Sp son automor�smos

de µ, es claro que F es invariante por todas las simetr��as. Por otro lado, si F es un

spray invariante por las simetr��as Sp, de la ecuaci�on (7.7) y el Lema 7.5.4 obtenemos

Fp(v) = FSp(p)((DSp)pv) = (D2Sp)p(v, v) + (DSp)pFp(v)

= (D2Sp)p(v, v) − Fp(v).

Luego 2Fp(v) = (DS2p)p(v, v) as�� que las simetr��as determinan un��vocamente al spray.

Veamos que las sim�etr��as del espacio son efecto simetr��as geod�esicas:

Lema 7.5.7 (Simetr��as). Sea γ geod�esica de (M,F). Entonces Sγa◦γ(s) = γ(2a−s)
en el dominio de γ, y adem�as

(DSγa)γb = −P2a−bb (γ).

Demostraci�on. Como Sγa es automor�smo, β = Sγa ◦ γ es geod�esica de (M,F).

Tenemos β(a) = Sγaγa = γa y adem�as β ′(a) = (DSγa)γaγ
′
a = −γ ′a por el Lema

7.5.4. Como s 7→ γ(2a−s) tambi�en es god�esica con las mismas condiciones iniciales en

s = a, se tienen la primer a�rmaci�on del lema. Ahora bien, como Sγa es automor�smo

de la conexi�on, manda transporte paralelo en transporte paralelo (Observaci�on 7.3.4),

en particular para todo w ∈ TγaM tenemos

(DSγa)γbP
b
a(γ)w = Pba(Sγa ◦ γ)(DSγa)γaw = −Pba(Sγa ◦ γ)w.

Sea µ(s) = Psa(Sγa ◦ γ)w, notemos que µ(a) = w y por otro lado

µ ′(s) = Γγ(2a−s)(−γ
′(2a− s), µ(s))

por la ecuaci�on de transporte paralelo. Sea η(x) = µ(2a−x), entonces η(a) = µ(a) =

w y adem�as

η ′(x) = −µ ′(2a− x) = Γγ(x)(γ
′(x), η(x)),

luego η(x) = Pxa(γ)η(a) = Pxa(γ)w. Por consiguiente µ(s) = η(2a − s) = P2a−sa (γ)w

y con esto

(DSγa)γbP
b
a(γ)w = −Pba(Sγa ◦ γ)w = −µ(b)

= −P2a−ba (γ)w = −P2a−bb (γ) ◦ Pba(γ)w

por propiedad del transporte paralelo. Como Pba(γ) es un isomor�smo, obtenemos la

conclusi�on.
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Con estas herramientas a mano, podemos probar un teorema central de la geo-

metr��a de los espacios sim�etricos:

Teorema 7.5.8. Sea (M,µ) espacio sim�etrico y F el spray cuadr�atico inducido.

Entonces

1. (M,F) es geod�esicamente completa.

2. Si γ es geod�esica de M, entonces τt = Sγ(t/2)◦Sγ0 ∈ Aut(M,F) es un grupo

a un par�ametro, que veri�ca τt(γs) = γt+s y

(Dτt)γs = P
t+s
s (γ).

3. Para cada v ∈ TpM sea Xv el campo Xv(p) = d
dt

|t=0τt(p), esto es, τt es el

ujo de Xv. Entonces Xv es Killing, Xv(p) = v y Xv ∈ mp.

4. Fijado p ∈ M la asignaci�on evaluar en p, Kill(M) 3 X → X(p) ∈ TpM
produce una sucesi�on exacta corta cuya secci�on es el mapa v 7→ Xv del

��tem anterior

0→ kp → Kill(M) = kp ⊕mp → TpM→ 0.

5. ∇R = 0. Esto es, para todo campo V en M, se tiene ∇VR = 0 (Observaci�on

7.1.2).

Demostraci�on. Tomemos geod�esica por p, notemos que por el lema anterior se tiene

Sp◦γ(t) = γ(−t). En particular el dominio de γ es sim�etrico alrededor de t = 0. Ahora

supongamos que Dom(γ) = (−δ, δ) con δ > 0, y tomando c ∈ (0, δ), sea q = γc.

Tomamos la geod�esica λ(s) = Sq ◦γ(c−s) que a priori est�a de�nida en (−δ+c, c+δ),

y veri�ca λ0 = Sqγc = Sq(q) = γc. Tambi�en λ ′0 = (DSq)q(−γ
′
c) = γ ′c; por la

unicidad debe ser λ(s) = γ(c + s) o equivalentemente γ(t) = λ(t − c). Notemos que

si δ ≤ t < δ + 2c entonces t − c ∈ Dom(λ), pero esto nos dice que γ est�a de�nida

en (al menos) [0, δ+ 2c), una contradicci�on con la maximalidad asumida del dominio

original. Luego debe ser Dom(γ) = R y esto muestra que (M,F) es completa. Un

razonamiento muy parecido al anterior (de hecho, similar al del lema previo) usando

la unicidad de las geod�esicas prueba que τt(γ(s)) = γ(t+s). Para probar la a�rmaci�on

sobre transporte paralelo usamos la regla de la cadena y el lema previo dos veces

(Dτt)γs = (DSγ(t/2))Spγs(DSp)γs

= (DSγ(t/2))γ−s
(−P−ss (γ))

= P
2(t/2)−(−s)
−s (γ) ◦ P−ss (γ)

= Pt+s−s (γ) ◦ P−ss (γ) = Pt+ss (γ),
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donde la �ultima igualdad es consecuencia de las propiedades del transporte paralelo.

Veamos ahora que τt es un grupo a un par�ametro; sean f = τs+t, g = τs ◦ τt,
ambos son automor�smos de la conexi�on. Evaluando en p = γ0 obtenemos f(p) =

g(p) = γ(s+ t). Por otro lado

Dfp = (Dτs+t)γ0 = Ps+t0 (γ)

por lo reci�en probado, y tambi�en

Dgp = (Dτs)γt(Dτt)γ0 = Ps+ts (γ) ◦ (Pt0) = Pt+s0 (γ)

por propiedades del transporte paralelo. Entonces, por el Lema 7.3.11, f = g en M

y esto prueba que τt es un grupo a un par�ametro de automor�smos. Si de�nimos

Xv(p) = _τ0(p), es inmediato que Xv es Killing y que τt es su ujo. Notemos que

como Xv(γt) = Xv(τt(γ0)) = _τt(γ0) = γ ′t, en particular Xv(p) = γ ′0 = v. Por otro

lado (Dτt)pw = Pt0(γ)w = ηw(t) para todo w ∈ TpM tambi�en por el ��tem previo,

luego derivando en t = 0 obtenemos

DXvpw = _ηw(0) = Γp(γ
′
0, ηw(0)) = Γp(v,w),

esto es DXvp = Γp(v, ·). Esto prueba que ∇Xv(p) = 0 luego Xv ∈ mp. Que kp y mp
est�an en suma directa lo probamos en la Proposici�on 7.3.17, veamos que todo campo

de Killing est�a en esta suma directa. Para ello, dado Z ∈ Kill(M), sea v = Z(p) y

sea Xv ∈ mp el campo de Killing obtenido en la discusi�on previa. Entonces podemos

escribir Z = Z−Xv+Xv, y como (Z−Xv)(p) = Zp−X
v
p = v− v = 0, hemos probado

que Z ∈ kp ⊕mp.

Por �ultimo, veamos la a�rmaci�on sobre el paralelismo del tensor de curvatura.

Para abreviar, llamamos S = Sp, que es un automor�smo de la conexi�on. Por la

Observaci�on 7.3.5, como S(p) = p y S∗p = −id, tenemos

−(∇VR)(X, Y, Z)(p) = S∗p{(∇VR)(X, Y, Z)(p)} = S∗{(∇VR)(X, Y, Z)}(S(p))
= ∇S∗VR(S∗X, S∗Y, S∗Z)(p)
= (∇S∗VR)p(S∗pX, S∗pY, S∗pZ)
= −(∇S∗VR)p(Xp, Yp, Zp),

puesto que tanto R como ∇VR son tensores y entonces su valor en p s�olo depende de

los valores de los campos en p. Es m�as, como observamos en la De�nici�on 7.1.1, la

derivada covariante en la direcci�on de S∗V s�olo depende del valor de S∗V en p, esto

es S∗V(S(p)) = S∗pVp = −Vp, y esto nos dice que (∇S∗VR)p = −(∇VR)p. Luego
−∇VR = ∇VR y esto prueba que ∇VR = 0 para todo V.

En principio para obtener Γ (la forma bilineal del operador cuadr�atico F) habr��a

que polarizar pero el siguiente lema nos muestra que su expresi�on es m�as simple:
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Lema 7.5.9. Si V,W ∈ TM entonces

Γp(V,W) = −
1

2
(ΣV ◦ Z)∗pW = −

1

2
(ΣW ◦ Z)∗pV

es el operador bilineal del spray.

Demostraci�on. Dados V = (p, v) ∈ TM, W = (p,w) ∈ TM, sean X, Y los campos de

Killing tales que Xp = v, Yp = w y sean ρt, τs sus respectivos ujos. Sea

f(s, t) = µ(τs(p), ρt(p)) = ρtµ(ρ−tτs(p), p),

donde utilizamos que ρt es automor�smo de µ. Procederemos a calcular

d

dt

d

ds
f
∣∣
t=s=0

=
d

ds

d

dt
f
∣∣
t=s=0

,

la primera con la primer expresi�on de f y la segunda con la segunda expresi�on de f.

En primer lugar

d

ds

∣∣
s=0
µ(τs(p), ρt(p)) = µ∗(p,ρt(p))(τ

′
0(p), 0) = (ΣW ◦ Z)(ρt(p))

puesto que τ ′0(p) = Yp = w. Derivando ahora respecto de t en t = 0 obtenemos

(f ′)·(0, 0) = (ΣW ◦ Z)∗pV,

puesto que _ρ0(p) = Xp = v. Ahora derivamos la segunda expresi�on respecto de t en

t = 0 para obtener

_f(0, s) = X(µ(τs(p), p)) − µ∗(τs(p),p)(X(τs(p)), 0)

= X(µ(τs(p), p)) −A(s). (7.14)

Mediante el Lema 7.3.8, escribimos τ∗sX(p) = Xp + s[Y, X](p) + o(s2). Por otro lado,

como τs es automor�smo de (M,µ), por el Lema 7.5.5 (τs)∗ es automor�smo de

(TM,µ∗). Esto nos permite escribir

A(s) = (τs)∗(τ−s)∗A(s) = (τs)∗µ∗(p,τ−s(p))(τ
∗
sX(p), 0)

= (τs)∗{µ∗(p,τ−s(p))(X(p), 0) + sµ∗(p,τ−s(p))([Y, X](p), 0) + o(s
2)}

= (τs)∗Ws,

y de all�� A ′(0) = (τ ′0)∗W0 + τ0W
′0 = DYpW0 +W

′
0. Como µ∗(p,τ−s(p))(Xp, 0) =

(ΣV ◦ Z)(τ−s(p)), observemos que

W0 = µ∗(p,p)(Xp, 0) = 2Xp
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y que

W ′0 = −(ΣV ◦ Z)∗pW + µ∗(p,p)([Y, X](p), 0) + 0+ 0 = −(ΣV ◦ Z)∗pW + 2[Y, X](p).

En ambos c�alculos usamos la relaci�on µ∗(p,p)(z, 0) = 2z obtenida en el Lema 7.5.5.

Luego, derivando (7.14) en s = 0 obtenemos

_f ′(0, 0) = DXpµ∗(p,p)(Yp, 0) −A
′(0)

= 2DXp(Yp) −DYpW0 −W
′
0

= 2DXp(Yp) − 2DYp(Xp) + (ΣV ◦ Z)∗pW − 2[Y, X](p)

= 2[Y, X](p) + (ΣV ◦ Z)∗pW − 2[Y, X](p)

= (ΣV ◦ Z)∗pW.

Con este lema podemos ver que, al igual que la conexi�on de una subvariedad de

un espacio vectorial con una familia de proyectores (Secci�on 7.1.1), la expresi�on local

para la curvatura R de un espacio sim�etrico s�olo tiene t�erminos con Γ (y no aparecen

sus derivadas):

Corolario 7.5.10 (La curvatura de un espacio sim�etrico). Sea (M,µ) espacio

sim�etrico, F el spray inducido y R el tensor de curvatura de la conexi�on. Enton-

ces en coordenadas locales

R(u, v)w = Γ(u, Γ(v,w)) − Γ(v, Γ(u,w)),

y en particular

R(u, v) =
−1

4
{(ΣU ◦ Z)∗(ΣV ◦ Z)∗ − (ΣV ◦ Z)∗(ΣU ◦ Z)∗}.

Demostraci�on. De la de�nici�on de curvatura en coordenadas locales (7.1), lo que

a�rmamos es que los t�erminos con Γ∗ se cancelan, esto es Γ∗v(u,w) = Γ∗u(v,w). Para

verlo, notemos que como −2Γp(v,w) = (ΣW ◦ Z)∗pV por el lema previo, entonces

derivando en _p = u tenemos

−2Γ∗p,u(v,w) = D
2(ΣW ◦ Z)p(u, v) = D2(ΣW ◦ Z)p(v, u)

pues todas las funciones son C2. Por otro lado, de la identidad −4Γp(u,w) = (ΣW ◦
Z)∗pU, derivando en _p = v tambi�en obtenemos

−2Γ∗p,v(u,w) = D
2(ΣW ◦ Z)p(v, u)

y esto prueba la primer a�rmaci�on. La segunda es simplemente reescribir la primera

utilizando la expresi�on de Γ del lema previo.
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Observaci�on 7.5.11. Tambi�en sabemos, por el Teorema 7.5.8 y la Proposici�on 7.3.17,

que dados x, y, z ∈ TpM existe �unicos campos de Killing X, Y, Z ∈ mp tales que

Rp(x, y)z = −[[X, Y], Z](p).

7.5.1. Espacios localmente simétricos

La �ultima a�rmaci�on del Teorema 7.5.8 la resumimos denotando ∇R = 0. Esta

propiedad nos dice que en un espacio sim�etrico, el tensor de curvatura se comporta

bien con el transporte paralelo, como puede verse en el siguiente teorema:

Teorema 7.5.12 (El paralelismo del tensor de curvatura). Sea (M,F) variedad con

spray, sea R su tensor de curvatura. Son equivalentes:

1. ∇R = 0.

2. Para toda curva γ ⊂M, si P = Pba(γ) : TγaM→ TγbM denota el transporte

paralelo, entonces para todo x, y, z ∈ TγaM se tiene

PR(x, y, z) = R(Px, Py, Pz)

En ese caso diremos que (M,F) es un espacio localmente sim�etrico.

Demostraci�on. Tomamos µx(t) = Pta(γ)x y similarmente con y, z y consideramos

η(t) = Rγt(µx(t), µy(t), µz(t)) que veri�ca η(a) = R(x, y, z). Por la f�ormula (7.1.2)

tenemos

Dtη = (∇γ ′R)(µx, µy, µz) + R(Dtµx, µy, µz)
+ R(µx, Dtµy, µz) + R(µx, µy, Dtµz)

= (∇γ ′R)(µx, µy, µz).

Supngamos que ∇R = 0, entonces Dtη = 0 y η es el transporte paralelo de η(a), y

en particular (tomando t = b) se tiene la relaci�on enunciada en el lema. Rec��proca-

mente, tomamos γ tal que γ0 = p, γ ′0 = V(p), tomamos x = Xp, etc. y de�nimos

η como antes. Si vale la relaci�on del segundo ��tem, tenemos Dtη = 0, y entonces

(∇VR)(X, Y, Z)(p) = 0, luego ∇R = 0.

Observaci�on 7.5.13. Notemos que por el �ultimo item del Teorema 7.5.8, todo espacio

sim�etrico es localmente sim�etrico. Adem�as, es claro que �jado p ∈ M y un entorno

normal U de p, en un espacio localmente sim�etrico el tensor local de curvatura R∗ es

constante e igual a Rp (De�nici�on 7.4.1).
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Observaci�on 7.5.14. Veamos c�omo se relaciona la de�nici�on con las simetr��as geod�esi-

cas. Dado p ∈M, tenemos una sim�etria geod�esica Sp de�nida en un entorno normal

de p, dada por

Sp(expp(v)) = expp(−v).

Es claro que Sp(p) = p y que S2p = id. La idea es que en un espacio localmente

sim�etrico, estas simetr��as le dan al entorno normal una estructura local de espacio

sim�etrico, en el sentido de que valen los axiomas (S1), (S2), (S4), mientras que el

axioma (S3) (que nos dice que las simetr��as son automor�smos del espacio sim�etrico)

vale con las restricciones apropiadas del dominio de cada simetr��a. De hecho (con una

demostraci�on id�entica a la del Teorema 7.5.6) Sp es automor�smo de la conexi�on si

y s�olo si es automor�smo de la estructura sim�etrica de�nida en el entorno normal U

de p en M; esto es si y s�olo si

Sp(Sq(x)) = Spµ(q, x) = µ(Sp(q), Sp(x)) = SSp(q)(Sp(x)) ∀q, x ∈ U.

A continuaci�on probaremos que al igual que en el Lema 7.5.7 de espacios sim�etri-

cos, en un espacio localmente sim�etrico la diferencial de las simetr��as nos da el trans-

porte paralelo, y esto ser�a su�ciente para probar que Sp es un automo�smo de la

conexi�on gracias al Teorema de Ambrose-Cartan. Tambi�en recuperamos el spray a

partir de la diferencial segunda de la simetr��a, y esto nos dice que las simetr��as

geod�esicas caracterizan la conexi�on de un espacio localmente sim�etrico.

Teorema 7.5.15 (Las simetr��as geod�esicas como automor�smos). Sea (M,F) varie-

dad con spray. Entonces M es localmente sim�etrico si y s�olo si cada simetr��a

geod�esica Sp es automor�smo de la conexi�on. En ese caso si γ(t) = expp(tv),

entonces (DSp)γt = −P−tt (γ), y adem�as (D2Sp)p(v,w) = 2Γp(v,w) para todo

v,w ∈ TpM.

Demostraci�on. Supongamos que M es localmente sim�etrico, entonces por las ob-

servaciones anteriores el tensor local R∗ es constante e igual a Rp. Fijado p ∈ M y

un entorno normal de p, sea Sp la simetr��a geod�esica y L : TpM → TpM dada por

L = DSp = −id, es claro que Rp(Lx, Ly, Lz) = LRp(x, y, z). Luego por el Teorema

de Ambrose (Teorema 7.4.8) Sp es transformaci�on af��n entre (M,∇) y ella misma, es

decir es un automor�smo de ∇. Rec��procamente si Sp es automor�smo de la conexi�on

entonces razonando como en la prueba del �ultimo ��tem del Teorema 7.5.8 obtenemos

el paralelismo del tensor de curvatura R. Suponiendo entonces que M es localmen-

te sim�etrico, el mismo teorema reci�en citado nos dice que (DSp)q = −P−11 (γ) para

q = γ(1) = expp(v), y cambiando v por tv se tiene la a�rmaci�on sobre DSp. Por

�ultimo,

DSγt _γ(t) = −P−tt _γ(t) = − _γ(−t).
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Derivando en t = 0 obtenemos

(D2Sp)p(v, v) + (DSp)p�γ(0) = �γ(0),

luego (DS2p)p(v, v) = 2�γ(0) = Fp(v). Polarizando se obtiene la a�rmaci�on que rela-

ciona Γp con D2Sp.

Corolario 7.5.16 (Espacios localmente sim�etricos). Sea (M,F) variedad con spray.

Entonces ∇R = 0 si y s�olo si R es invariante por el transporte paralelo, si y

s�olo si las simetr��as geod�esicas son automor�smos de la conexi�on. En tal caso

Fp(v) = (D2Sp)p(v, v) para todo p ∈M, v ∈ TpM.

Observaci�on 7.5.17. Esta caracterizaci�on puede globalizarse para espacios conexos,

completos y simplemente conexos: en tal caso siM es localmente sim�etrico la simetr��a

geod�esica Sp se extiende a un difeomor�smo de todo M que es automor�smo de la

conexi�on (�unico por el Lema 7.3.11). La prueba es a partir del transporte paralelo a

lo largo de geod�esicas a trozos, y puede verse en [88, Teorema 2.2].

Observaci�on 7.5.18 (Campos de Killing y curvatura en espacios localmente sim�etri-

cos). Como cada entorno normal de p ∈ M tiene una estructura local de espacio

sim�etrico, valen todos los resultados del Teorema 7.5.8 con la misma demostraci�on,

con una excepci�on: la completitud geod�esica no est�a garantizada por las simetr��as

porque las simetr��as s�olo est�an de�nidas localmente. Tenemos la descomposici�on

Kill(M,∇) = mo ⊕ ko y el isomor�smo s : ToM → m0 dado por v 7→ Xv donde

Xv(q) = d
dt

∣∣
t=0
τt(q) (recordar que τt = Sγt/2 ◦ Sγ0 es el ujo de Xv para la geod�esi-

ca que pasa por o ∈M con velocidad inicial v).

En particular la transformaci�on de curvatura Ro(v,w) est�a descripta por los cam-

pos de Killing, por la Proposici�on 7.3.17

Ro(v,w)z = −ad[Xv,Xw]X
z(o)

Como la curvatura es invariante por transporte paralelo, en realidad esto nos da una

descripci�on completa del tensor de curvatura R en M.

Notemos que en general [mo,mo] ⊂ ko; diremos queM es irreducible si Kill(M,∇)
es un �algebra de Lie semisimple y [mo,mo] = ko (ver la Observaci�on 7.5.26). En ese

caso todos los operadores de curvatura son de la forma adV con V ∈ ko; como el

�algebra es semisimple podemos identi�car adko con ko. Luego la curvatura deM est�a

descripta esencialmente por la acci�on irreducible de ko en mo.



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 202 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	

202 El tensor de curvatura y sus invariantes

7.5.2. Espacios simétricos de Cartan

Definición 7.5.19. Dado un grupo de Lie G, con un automor�smo σ : G → G,

decimos que (G,σ) es un grupo de Lie sim�etrico si σ2 = idG. Sea

Gσ = {g ∈ G : σ(g) = g},

subgrupo cerrado de puntos �jos de σ en G. Dado K ⊂ Gσ subgrupo abierto, el

espacio M = G/K es un espacio sim�etrico de Cartan.

Denotamos q : G→M al mapa cociente, denotamos tambi�en o = q(1) y g·o = gK

a los elementos del cociente, y

π(g, h · o) = πh·o(g) = `g(h · o) = (gh) · o

a la acci�on de G en M.

Proposición 7.5.20. Si σ∗ : Lie(G) → Lie(G) denota la diferencial de σ en la

identidad de G, entonces σ2∗ = 1, luego Lie(G) = m⊕ k donde

m = {x ∈ Lie(G) : σ∗x = −x}, k = {y ∈ Lie(G) : σ∗y = y}.

Adem�as

1. g = m⊕ k es una descomposici�on de Cartan, esto es

[k, k] ⊂ k, [k,m] ⊂ m, [m,m] ⊂ k.

2. K es subgrupo de Lie embebido de G, y Lie(K) = k.

3. M tiene una estructura diferenciable que hace de q un mapa cociente suave,

q∗1 : m→ ToM es un isomor�smo y kerq∗1 = k. Una carta de M alrededor

de o est�a dada por la inversa de Exp : m → M restringida a un entorno

adecuado de 0 ∈ m.

Demostraci�on. La involuci�on σ∗, que es adem�as mor�smo de �algebras de Lie, nos

da la suma directa enunciada Lie(G) = m ⊕ g junto con las propiedades de �algebra

de Cartan. Por otro lado es claro que Gσ es subgrupo cerrado de G, y del ��tem

previo es inmediato que k es sub�algebra de Lie de g. Tomando la carta exponencial y

restringi�endola a U∩ k, donde U es un entorno abierto de 0 ∈ g donde la exponencial

es un difeomor�smo, tenemos exp(k ∩ U) ⊂ Gσ ∩ exp(U) de manera autom�atica.

Reduciendo U, podemos suponer que σ∗(U) ⊂ U. Por otro lado, si g = ev ∈ Gσ ∩
exp(U), en particular ev = g = σ(g) = eσ∗v y entonces v = σ∗v lo que nos dice

que v ∈ k, luego Gσ ∩ exp(U) = exp(U ∩ k) y esto prueba que Gσ es subgrupo de Lie
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embebido de G, cuya �algebra de Lie es k (Teorema 3.2.4). Claramente esto mismo ser�a

v�alido para cualquier subgrupo abierto K ⊂ Kσ, que tendr�a la misma �algebra de Lie.

Le damos el cociente la estructura de espacio topol�ogico cociente por medio de q, y

apelamos al Teorema 3.5.6 para la estructura diferenciable, y la identidad kerq∗1 = k

se sigue del Lema 3.5.5 ya que G act�ua en el cociente M = G/K de manera suave, y

la isotrop��a de esta acci�on es exactamente

{g ∈ G : g · q(1) = q(1)} = {g ∈ G : gK = K} = K.

La �ultima a�rmaci�on sobre la carta exponencial se deduce de que (x, y) 7→ exey

cubre un entorno de 1 ∈ G, y los detalles son similares a los de la prueba del Lema

3.5.10.

Observaci�on 7.5.21 (La estructura de espacio sim�etrico del cociente). EnM = G/K,

de�nimos

µ(g · o, h · o) = gσ(g)−1σ(h) · o.

Es f�acil ver que µ est�a bien de�nida y que (M,µ) cumple los tres primeros axiomas de

espacio sim�etrico, dejamos esa veri�caci�on para el lector; en particular por el axioma

(S3) tenemos que G act�ua en M por automor�smos de µ:

`gµ(p, q) = µ(`gp, `gq).

Para ver que todo p ∈ M es punto �jo aislado de Sp = µ(p, ·), veamos que esto es

cierto primero para p = o. Para ello tomamos (la mitad de) el entorno exponencial

de o dado por x 7→ ex · o con x ∈ m chico, y observamos que si So(q) = q = ex · o
entonces como σ(ex) = e−x tenemos

e−x · o = σ(o, ex · o) = So(q) = q = ex · o,

luego e2x·o = o y por la inyectividad de la carta obtenemos 2x = 0 o equivalentemente

q = o. El caso general es inmediato de la acci�on transitiva de `g por automor�smos.

Observaci�on 7.5.22 (Spray del espacio sim�etrico de Cartan). En lo que sigue dota-

mos a M del spray F compatible con la estructura µ, seg�un el Teorema 7.5.6. De la

de�nici�on de µ, si tomamos x ∈ m y v = q∗g(gx) ∈ Tg·oM entonces

γt = ge
txσ(g)−1σ(h) · o = getx/2σ(getx/2)−1σ(h) · o = µ(getx/2 · o, h · o).

Derivando en t = 0 tenemos

(Σv/2 ◦ Z)(h · o) = µ∗(g·o,h·o)(v/2, 0) = q∗gσ(g)−1σ(h)(gxσ(g)−1σ(h)).
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Ahora escribimos hs = ge
sy con y ∈ m, sea entonces w = q∗g(gy) ∈ Tg·oM. Notemos

que σ(hs) = σ(g)e−sy; recordando la f�ormula de Γ dada en (7.5.9) y usando las

relaciones de la acci�on (3.13), obtenemos

(Σv/2 ◦ Z)(gesy · o) = (`ge−syg−1)∗g·oq∗g(ge
sadyx).

Derivando en s = 0 tenemos

−Γg·o(v,w) =
d

ds

∣∣
s=0

(`e−sAdgy)∗g·oq∗g(gx) + q∗g(g[y, x]).

Pero como x, y ∈ m entonces [y, x] ∈ k = kerq∗1 as�� g[y, x] ∈ kerq∗g. Obtenemos

entonces la f�ormula para el spray del espacio sim�etrico, en t�erminos de las operaciones

del grupo de Lie:

−Γg·o(v,w) =
d

ds

∣∣
s=0

(`esAdgy)∗g·o(v)

= (`g)∗o
d

ds

∣∣
s=0

(`e−sy)∗o(q∗1x)

=
d2

dsdt

∣∣∣∣
s=t=0

q(ge−syetx), (7.15)

provided v = q∗g(gx), w = q∗g(gy).

Teorema 7.5.23 (Geod�esicas, transporte paralelo y campos de Killing). Sea M =

G/K conexa con (G,σ) grupo involutivo y K ⊂ Gσ abierto. Sea (M,F) el spray

dado por la estructura sim�etrica µ de la observaci�on anterior. Entonces

1. Si x ∈ m entonces ρt(q) = etx · q es el ujo del �unico campo de Killing

X ∈ mo con X(o) = q∗1x.

2. Dado p = g · o ∈M y v = q∗1x ∈ ToM con x ∈ m. La �unica geod�esica γ de

(M,F) con γ0 = p, γ
′
0 = (`g)∗1v = q∗gx est�a dada por γ(t) = getx · o.

3. Las traslaciones τt a lo largo de γ est�an dadas por

τt(p) = ge
txg−1 · p.

4. El transporte paralelo a lo largo de γ est�a dado por

Pt0(γ)w = (Dτt)γ0w = (`etAdgx)∗g·ow.
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Demostraci�on. Suopngamos primero que g = 1 luego p = o, v = q∗1x con x ∈ m,

sea γ dicha geod�esica y τt la traslaci�on a lo largo de ella, notemos que de la de�nici�on

es inmediato que γ(t) = τt(o). Por el Teorema 7.5.8, tenemos que τt(p) es el ujo

del campo de Killing X = Xv dado por X(p) = d
dt

|t=0τt(p), que veri�ca

Xo =
d

dt
|t=0γt = v = q∗1x = v.

Adem�as (Dτt)ow = Pt0(γ)w = ηw(t) para todo w ∈ ToM por el mismo teorema,

luego derivando en t = 0 obtenemos

DXow = _ηw(0) = Γo(γ
′
0, ηw(0)) = Γo(v,w),

esto es DXo = Γo(v, ·) (en otro t�erminos, X ∈ mo seg�un vimos en dicho teorema).

Ahora consideramos ρt(p) = etx · p que es un grupo a un par�ametro, luego es el

ujo de un campo vectorial Y(p) = d
dt

|t=0ρt(p). Se veri�ca f�acilmente que ρt es un

automor�smo de µ para todo t, esto es µ(ρt(p), ρt(q)) = ρtµ(p, q). Pero entonces y

por el mismo teorema reci�en citado, ρt ∈ Aut(M,F) y esto nos dice que Y tambi�en

es un campo de Killing en M. Es claro que

Yo =
d

dt
|t=0ρt(o) =

d

dt
|t=0q(e

tx) = q∗1x = v.

Por otro lado, si w = q∗1y con y ∈ m, notamos que σ(etx) = etσ∗x = e−tx (y lo

mismo con y). Podemos entonces escribir

ρs(e
ty · o) = esxety · o = µ(esx/2 · o, e−ty · o) = µ(q(esx/2), q(e−ty)).

Derivando respecto de s en s = 0 obtenemos

Y(q(ety)) = Y(ety · o) = µ∗(o,q(e−ty))(q∗1(x)/2, 0) = ΣV/2 ◦ Z(q(e−ty))

donde V = (o, v) ∈ TM. Luego derivando con respecto a t en t = 0 obtenemos

DY0w = DYoq∗1y = (ΣV/2 ◦ Z)∗oq∗1(−y) = −(ΣV/2 ◦ Z)∗ow = Γo(v,w)

donde la �ultima igualdad es debida al Lema 7.5.9. Pero entonces X, Y son campos de

Killing en X que coinciden a primer orden en el punto o, y deben ser id�enticos por el

Lema 7.3.12. Esto nos dice que tienen exactamente el mismo ujo y en particular

γ(t) = τt(o) = ρt(o) = e
tx · o.

Por la Observaci�on 7.5.21, `g ∈ Aut(M,µ) = Aut(M,F) para todo g ∈ G, luego
la a�rmaci�on para la geod�esica gen�erica se sigue aplicando este automor�smo a la

geod�esica obtenida por o. Los items segundo y tercero del teorema son consecuencias

inmediatas del primero, y del Teorema 7.5.8.
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Proposición 7.5.24 (Curvatura). Dados x, y, z ∈ m, si X = q∗g(gx) ∈ Tg·oM etc,

la curvatura en p = g · o ∈M tiene la expresi�on

Rp(X, Y)Z = −q∗g(g[[x, y], z]) = −(`g)∗oq∗1([[x, y], z]).

Demostraci�on. Supongamos primero que p = o, luego X = q∗1x ∈ ToM, etc; sean

ρt(q) = e
tx · q, �ρs(q) = esy · q, ��ρl(q) = elz · q. Por el teorerma anterior estos son los

ujos de los respectivos campos de Killing U,V,W ∈ mo tales que U(o) = X,V(o) =

Y,W(o) = Z. Consideramos

f(s, t, l) = ��ρ−lρ−t�ρsρt��ρl(o).

Derivamos en s = 0 para obtener

f ′(0, t, l) = D��ρ−lDρ−tV(ρt��ρl(o)) = ��ρ∗lρ
∗
tV(o)

pues �ρ ′0 = V. Derivamos ahora respecto de t en t = 0 y mediante el Lema 7.3.8

obtenemos
_f ′(0, 0, l) = ��ρ∗l [U,V](o)

pues ρ ′0 = U. Derivando en l = 0 entonces obtenemos

d3f

dl dt ds
f
∣∣
(0,0,0)

= [W, [U,V]](o) = Ro(X, Y)Z

por la Observaci�on 7.5.11. Ahora bien, expl��citamente

f(s, t, l) = q(exp(se−ladze−tadxy)),

luego derivando en s = 0 obtenemos q∗1(e
−ladze−tadxy). Derivando entonces en

t = 0 y en l = 0 obtenemos

Ro(X, Y)Z = q∗1(−adz ◦−adx(y)) = q∗1([z, [x, y]]) = −q∗1([[x, y], z]).

Ahora supongamos que p = g · o = ec · o con c ∈ m, y dados X, Y, Z ∈ TpM son

de la forma X = q∗g(gx) = (`g)∗oq∗1x para x ∈ m, etc. Por lo reci�en probado,

el teorema anterior y la propiedad de invariancia de la curvatura por el transporte

paralelo (Teorema 7.5.12), si γ(t) = etc · o que conecta o con p, tenemos

−q∗g(g[[x, y], z]) = −(`g)∗oq∗1([[x, y], z]) = (`ec)∗oRo(q∗1x, q∗1y)q∗1z

= Rp((`ec)∗oq∗1x, (`ec)∗oq∗1y, (`ec)∗oq∗1z)

= Rp(X, Y)Z.

Por �ultimo, como M es conexa existen c1, . . . , ck ∈ m tales que p = g1 . . . gk · o =

ec1 . . . eck · o, y repitiendo el razonamiento anterior tenemos la conclusi�on.
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Definición 7.5.25 (Espacios sim�etricos euclideos). Un espacio sim�etrico es euclideo

si m es abeliana. Notamos que entonces la variedadM es plana, es decir tiene curvatu-

ra nula. Luego localmente hay un isomor�smo af��n entreM y su espacio tangente via

la exponencial; si M es simplemente conexa, M es a�nmente difeomorfa a su espacio

tangente en cualquier punto (Teorema 7.4.8 y observaci�on siguiente).

Definición 7.5.26 (Espacios sim�etricos irreducibles). Decimos queM es irreducible

si Lie(G) = g = m ⊕ k es irreducible como par de Cartan: esto es, g es semisimple y

adem�as [m,m] = k. Todo espacio sim�etrico simplemente conexo y de dimensi�on �nita

(riemanniano) puede descomponerse de manera �unica (salvo el orden de los factores)

en producto de espacios sim�etricos irreducibles, mediante la descomposici�on de de

Rham (ver [82, Chapter III.6]).

En el caso no riemanniano, no hay un teorema de descomposici�on en factores

irreducibles (espacios sim�etricos irreducibles), pero puede probarse que un espacio

irreducible es euclideo o bien g es semisimple, y M. Berger obtuvo una clasifcaci�on

completa de estos en [18]. Veremos en el cap��tulo de geometr��a riemanniana que

los espacios sim�etricos que no son euclideos se clasi�can en dos grandes grupos, los

compactos y los no compactos, esencialmente separados por curvatura seccional no

negativa y no positiva respectivamente.

Definición 7.5.27 (Rango de un espacio sim�etrico). Sea a ⊂ m una sub�algebra abe-

liana maximal. La dimensi�on de una tal sub�algebra es el rango del espacio sim�etrico

M = G/K. Notemos que exponenciando a y pas�andola al cociente obtenemos una

subvariedad de curvatura nula en M por la proposici�on previa. Una tal subvariedad

es un toro maximal en M. Cuando el rango es 1, los �unicos toros maximales son las

geod�esicas, que est�an generadas por grupos a un par�ametro.

Observaci�on 7.5.28 (Rango del espacio sim�etrico y rango del �algebra del Lie). Si el

espacio sim�etrico es irreducible, y si g es un �algebra compleja, hay relaciones entre

las sub�algebras abelianas maximales de m y las sub�algebra de Cartan de g. En ese

contexto y para �algebras de dimensi�on �nita, todas las sub�algebras de Cartan son

conjugadas por un automor�smo adjunto, a ′ = Adga para alg�un g ∈ K0 (la com-

ponente conexa de la identidad de K), y m = ∪g∈K0Adga para una sub�algebra de

Cartan dada. Luego puede verse que todos los toros maximales son conjugados en

M, y la dimensi�on de una sub�algebra de Cartan est�a relacionada entonces con rango

del espacio sim�etrico M = G/K. Por ejemplo, si el �algebra g es compacta, entonces

un �algebra de Cartan es lo mismo que un �algebra abeliana maximal en g.

Considerando s�olo �algebras simples g, podemos primero clasi�carlas en compactas

o no compactas, de acuerdo a si la forma de Killing es de�nida positiva o negativa.

Se dice entonces que el espacio sim�etrico M = G/K es compacto o no-compacto de
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acuerdo a esta clasi�caci�on de su �algebra de Lie (veremos luego que esto se corresponde

con tener curvatura seccional positiva o negativa).

7.5.2.1. De espacios simétricos a espacios de Cartan

Dado un espacio sim�etrico conexo (M,µ), podemos considerar el grupo G =

Aut(M,µ) con la topolog��a dada por los abiertos

C(K,U) = {f ∈ G : f(K) ⊂ U}

para U abierto enM y K cerrado en el dominio de una carta (V,ϕ) tal que ϕ(V) ⊂ E es
un conjunto acotado (siM tiene dimensi�on �nita K es compacto y esta es la topolog��a

compacto abierta en G). Fijado un punto o ∈ M tenemos el mor�smo σ : G → G

dado por

σ(g) = So ◦ g ◦ So, (7.16)

que resulta automor�smo involutivo de G. Tenemos la acci�on A : G×M→M dada

por la evaluaci�on A(f, p) = f(p) y �jando o ∈M tenemos el mapa cociente q : G→M

dado por f 7→ f(o) que es sobreyectivo. Luego M ' G/K.
Si g ∈ kerq = K entonces σ(g)(o) = So(gSo(o)) = So(g(o)) = So(o) = o, y

adem�as como

σ(g)(h) = So ◦ g ◦ So(h),

derivando en h = o obtenemos σ(g)∗o = (So)∗og∗o(So)∗o = g∗o. Luego σ(g) = g por

el Lema 7.3.11, esto es g ∈ Kσ. Hemos probado que K ⊂ Gσ, el subgrupo de puntos

�jos de σ. Por otra parte si g ∈ K y f ∈ Gσ est�a cerca de g en la topolog��a compacto

abierta, entonces f(o) est�a cerca de g(o) = o pues la evaluaci�on es continua. Entonces

de σ(f) = f evaluando en o obtenemos So(f(o)) = f(o) y como los puntos �jos de

So son aislados (axioma S4), resulta f(o) = o, esto es f ∈ K. Esto nos dice que en

realidad, K ⊂ Gσ es abierto (y cerrado).

Supongamos que G es localmente compacto con esta topolog��a, y act�ua en M

variedad diferenciable. Entonces un teorema de Montgormery y Zippin [67, pag. 208]

nos dice que G es un grupo de Lie y que la acci�on A : G×M→M es suave.

Proposición 7.5.29. Sea (M,µ) espacio sim�etrico conexo. Supongamos que G =

Aut0(M,∇) tiene estructrura de grupo de Lie que hace de la acci�on (g, p) = g(p)

un mapa suave, sea σ de�nido como en (7.16). Entonces

1. Lie(G) = Kill(M,∇).

2. Kσ es subgrupo de Lie embebido con �algebra de Lie

k = {X ∈ Kill(M,∇) : S∗oX = X} = {X ∈ Kill(M,∇) : Xo = 0}.
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3. Si K = kerq = {g ∈ G : g(o) = o} entonces K ⊂ Kσ es subgrupo de Lie

abierto y M ' G/K como espacios sim�etricos.

Demostraci�on. La estructura de grupo de Lie est�a determinada por la estructura de

la componente conexa de la identidad de G. Y usando el mapa exponenial de G es

sencillo ver que

Lie(G) = T1G = {v = ρ ′o : ρ : I→ G grupo a un par�ametro suave }.

Si ρ : I → Auto(M,∇) es un grupo a un par�ametro de automor�smos, entonces ρ ′0
es un campo vectorial enM, y adem�as el Teorema 7.3.9 nos dice que es un campo de

Killing. Rec��procamente, todo campo de Killing induce un grupo a un par�ametro en

G que es su ujo. En s��ntesis si Aut(M,∇) tiene estructura suave, entonces Lie(G) =
Kill(M,∇). Observemos tambi�en que como la acci�on es suave el automor�smo σ

de�nido m�as arriba resulta suave. Con la misma demostraci�on que en la Proposici�on

7.5.20, Gσ ⊂ G es subgrupo de Lie embebido, como ya observamos que K ⊂ Gσ es

abierto y cerrado, tambi�en K es grupo de Lie embebido, con la misma �algebra de Lie.

Derivando σ(ρt)(h) = ρt(h) en t = 0 obtenemos que el �algebra de Lie de Gσ es

k = {X ∈ Kill(M,∇) : (So)∗So(p)XSo(p) = Xp∀p ∈M}.

Es claro que si X ∈ k entonces evaluando en p = o debe ser Xo = 0, pero por otro lado,

derivando q(ρt) = ρt ·o = o en t = 0 obtenemos k ⊂ {X : Xo = 0} = Lie(K); como K es

abierto en Gσ estas �algebras de Lie deben coincidir. En estas condiciones, el Teorema

7.5.8 nos dice que la descomposici�on Kill(M) = ko ⊕ mo es la descomposici�on de

Cartan del �algebra de Lie del grupo de automor�smos, y entonces M es un espacio

sim�etrico de Cartan por la acci�on del par (Aut0(M,∇), σ) donde σ est�a dada por

(7.16). ClaramenteM ' G/K porque la acci�on es transitiva ya queM es conexa. Resta

ver que las estructuras sim�etricas coinciden en M. Para verlo, usamos la de�nici�on

de la Observaci�on 7.5.21, y como g ∈ Aut(M,µ) calculamos

~µ(g(o), h(o)) = ~µ(g · o, h · o) = gσ(g)−1σ(h) · o
= gSog

−1SoSohSo(o) = gSog
−1h(o)

= gµ(o, g−1h(o)) = µ(g(o), h(o)).

§ Si suponemos adem�as que So tiene s�olo a o como punto �jo, y g ∈ Gσ entonces

So ◦ g(h) = g ◦ So(h) y evaluando en h = o obtenemos So(g(o)) = g(o) y aqu�� debe

ser g(o) = o, esto es g ∈ K. Luego en este caso especial

K = {f ∈ G : f(o) = o} = kerq = {f ∈ G : σ(f) = f} = Gσ.
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7.6. Ejemplos de conexiones en variedades

En esta secci�on estudiamos algunos ejemplos relevantes de grupos y espacios ho-

mog�eneos de grupos lineales. En cada uno de ellos introducimos un spray y calculamos

todos los invariantes vinculados. Veremos que todos ellos son en realidad, ejemplos

de espacios sim�etricos.

7.6.1. Espacios lineales

Si M = E es un espacio de Banach, entonces TTE = E4 y podemos poner el spray

trivial F = 0 (es decir, en la notaci�on de la Observaci�on 6.1.4, estamos eligiendo

f2 = 0). Como mencionamos antes, �jados v ∈ E = M, z ∈ TvE = E, tenemos una

�unica soluci�on al problema α ′′(t) = 0, α(0) = v, _α(0) = z, que es el segmento

α(t) = v+ tz.

Observemos que est�a de�nido en todo R. La derivada covariante es simplemente

∇XY = Y ′X. La conexi�on asociada es la conexi�on nula, y el transporte paralelo a

lo largo de una curva α ⊂ E se obtiene de la ecuaci�on (6.3), _µ = 0 de donde se

desprende que para v ∈ Tα(a)E = E, se tiene Pba(α)v = v. Es decir que Pv se obtiene

de v movi�endolo en forma paralela a su estado inicial a lo largo de la curva α. Para

algunos, esto explica el nombre. Los formas de curvatura R, R son id�enticamente

nulas.

7.6.2. La esfera de un espacio de Hilbert

Si M = S, con S = {x ∈ H : ‖x‖2 = 〈x, x〉 = 1}, la esfera unitaria de un espacio de

Hilbert H, podemos tomar, para p ∈ S, v ∈ TpS = span(p)⊥ el spray

Fp(v) = F(p, v) = −‖v‖2p.

Esta es una forma cuadr�atica que proviene de la forma bilineal sim�etrica

Γp(v,w) = −Re〈v,w〉p.

A�rmamos que este spray es el que se obtiene al derivar y proyectar (Teorema 6.6.1)

usando los suplementos naturales de TpS dados por el producto interno de H, es decir
la descomposici�on

H = TpS⊕ span(p),

donde nos quedamos con la estructura de espacio con producto interno real de H.
Para verlo, notemos que para p ∈ S, Ep ∈ B(H) dado por Ep(w) = w−Re〈w,p〉p

es el proyector ortogonal sobre TpS. Tomando pt ∈ S y derivando en t = 0 obtenemos

Γp(v,w) = E∗p,vw = −Re〈w, v〉p− Re〈w,p〉v (7.17)
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que para v = w ∈ TpS = span(p)⊥ coincide con el spray que introdujimos. Las

soluciones son las geod�esicas usuales de la esfera, es decir, c��rculos m�aximos. Con

mayor precisi�on, sea p ∈ S y tomemos cualquier q ∈ S tal que q ⊥ p. Para k ∈ R,
consideremos

γ(t) = cos(kt)p+ sen(kt)q, (7.18)

que es una curva suave en S con γ(0) = p. Entonces

_γ(t) = [− sen(kt)p+ cos(kt)q]k,

con lo cual ‖ _γ(t)‖ = cte = |k|, y por otra parte

�γ(t) = [cos(kt)p+ sen(kt)q](−k2) = −k2γ(t),

con lo cual γ veri�ca Fγ( _γ) = �γ. Si v ∈ TpS = span(p)⊥, poniendo q = v/‖v‖ y

k = ‖v‖, la exponencial de la variedad expp : TpS → S est�a dada entonces por γ(1),

es decir

expp(v) = cos(k)p+
sen(k)

k
v

La derivada covariante de este spray es

∇XY(p) = Y ′X(p) + 〈Xp, Yp〉p,

es decir en curvas β ∈ Lev(α),

Dα ′β = _β+ 〈β, _α〉α.

La conexi�on af��n asociada est�a dada por la forma bilineal Γ , y su rango es span(p)

que en efecto es un suplemento para TpS. El transporte paralelo a lo largo de α ⊂ S
se construye con la ecuaci�on

_µ = −〈 _α, µ〉α, µ(0) = v ∈ Tα(0)S. (7.19)

En general no es f�acil dar una expresi�on expl��cita del transporte paralelo. Sin embargo,

si γ ⊂ S es una geod�esica, dada por (7.18), entonces hay una manera geom�etrica

de presentarlo: el transporte a lo largo de γ est�a dado por una rotaci�on del plano

Π = span(p, q) que �ja el resto del espacio. Veamos los detalles: descomponemos el

espacio de Hilbert como

H = span(p)⊕ span(q)⊕ (span(p)⊕ span(q))⊥. (7.20)

Para v,w ∈ H, denotamos v⊗w ∈ B(H) al tensor elemental dado por

v⊗w(z) = Re〈w, z〉v
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para z ∈ H, que resulta un operador de rango uno. Observemos que

(v⊗w)(w⊗ z) = ‖w‖2v⊗ z

para todo v,w, z ∈ H. Sea P ∈ P(B(H)) el proyector al subespacio (span(p) ⊕
span(q))⊥. Entonces P = (p⊗ p+ q⊗ q)⊥ y

p⊗ p+ q⊗ q+ P = 1,

con cada proyector P, p⊗p, q⊗q disjunto respecto del otro (es decir que los productos

son nulos). Sea

Ut = cos(kt)(p⊗ p+ q⊗ q) + sen(kt)(q⊗ p− p⊗ q) + P.

Entonces es f�acil ver que Ut ∈ U(H), de hecho, en la representaci�on matricial corres-

pondiente a la descomposici�on (7.20), se escribe as��:

Ut =

 cos(kt) − sen(kt) 0

sen(kt) cos(kt) 0

0 0 1


y es en efecto una rotaci�on del plano Π = span(p, q) que �ja el ortogonal. Si v ∈
TpS = Tγ(0)S, entonces

Pt0(γ)v = Utv = Re〈v, q〉(− sen(kt)p+ cos(kt)q) + Pv

veri�ca la ecuaci�on diferencial (7.19).

De acuerdo a la ecuaci�on del proyector (7.17) y la ecuaci�on general de la curvatura

para subvariedades (7.2), obtenemos

Rp(x, y)z = Re〈y, z〉x− Re〈x, z〉y.

para p ∈ S, x, y, z ∈ TpS = span(p)⊥.

Para simpli�car las cuentas, supongamos que la geod�esica α est�a parametrizada

por longitud de arco. Entonces es f�acil ver que el �unico campo de Jacobi η = ηv,w a

lo largo de α y tal que

η(0) = v, D ′αη(0) = _η(0) + 〈 _α(0), η(0)〉p = w

con v,w ∈ TpS, est�a dado por

η(t) = v cos(t) + (w− Re〈v, q〉p) sen(t).
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7.6.2.1. La esfera como espacio simétrico

Es claro que podemos presentar a la esfera como el cociente del grupo unitario U
del espacio de Hilbert H, por la acci�on U ·p = U(p) sobre un punto dado de la esfera

(que podemos suponer que es el polo norte en dimensi�on �nita).

Como espacio sim�etrico es de tipo compacto ya que el grupo unitario tiene (en

dimensi�on �nita) como �algebra de Lie un, que es compacta porque su forma de Killing

es semide�nida negativa.

El grupo de isotrop��a K de la acci�on son los operadore que �jan p, que se represanta

como matrices unitarias por bloques como

K =

{(
u 0

0 1

)}
donde u es unitaria y act�ua en H ′ = {p}⊥ (con la precauci�on de que el ortogonal es

respecto de la estructura de espacio con producto interno real).

Para esta descomposici�on en bloques, consideramos la involuci�on

σ :

(
u v

w z

)
7→ (

u −v

−w z

)
,

donde v,w son vectores �la/columna, mientras que z ∈ C. Puede el lector veri�car

que se trata de un mor�smo de grupos σ : U → U . El subgrupo de puntos �jos de σ

es exactamente K, y as�� la esfera se identi�ca con el cociente S ' U/K, mediante la

biyecci�on

j : UK 7→ U(p).

La estructura de espacio sim�etrico est�a dada por la f�ormula de la Observaci�on 7.5.21,

µ(UK,WK) = Uσ(U)∗σ(W) · K,

y podemos de�nir una estructura de espacio sim�etrico en la esfera S de manera na-

tural, haciendo que sea compatible con el mapa j:

j ◦ µ(UK,WK) = j(UK) · j(WK).

Puede el lector veri�car que esta estructura en la esfera es la dada por

µ(p, q) = Sp(q) = −q+ 2Re〈q, p〉p,

que corresponde en las coordendas dadas por la descomposici�on H ′⊕ {p} a la simetr��a

(v, z) 7→ (−v, z),

y dicha simetr��a invierte el sentido de los arcos m�aximos (geod�esicas) que pasan por

p.
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En la descomposici�on por bloques del �algebra de Lie de U , el espacio modelo de

la esfera es

TpS ' m =

{(
0 v

−vt 0

)}
ya que el �algebra de Lie son los operadores anti-hermitianos. Ahora bien, si x, y ∈
m son matrices identi�cadas con los vectores v,w respectivamente, puede el lector

veri�car muy f�acilmente que [x, y] = 0 si y solo si |

w

|

 · (− vt− ) =
 |

v

|

 · (− wt− ) . (7.21)

Un argumento usando inducci�on muestra que esto s�olo es posible si v = λw, y as��

x = λy. Entonces el rango de la esfera como espacio sim�etrico es 1, porque un �algebra

maximal abeliana en m tiene dimensi�on 1 (De�nici�on 7.5.27).

7.6.3. El grupo de inversibles de un álgebra de Banach

Si B es un �algebra de Banach (real o compleja), y G = GB es el grupo de elementos

inversibles de B, con su estructura de variedad como abierto en B, podemos considerar

el spray can�onico

F(gv) = gv2

para g ∈ GB, v ∈ B, gv ∈ TgG. Las geod�esicas del spray son los grupos a un par�ametro

γ(t) = getv.

Si llamamos w = gv ∈ TgG, entonces v = g−1w y este spray se describe como

Fg(w) = wg
−1w.

Observemos que enga~nosa que es la notaci�on en coordenadas. Si elegimos la carta

local alrededor de g ∈ G dada por φ(h) = exp−1(g−1h) -de�nida en un entorno

conveniente de g-, entonces φ ◦ γ(t) = tv. Luego en coordenadas γ ′(t) = (tv, v) y

con esto γ ′′(t) = (tv, v; v, 0). Con lo cual el spray can�onico en estas coordenadas es

F(x, v) = (x, v; v, 0).

Observaci�on 7.6.1 (Grupos de Lie como espacios sim�etricos). Todo grupo de Lie

tiene una estructura de espacio sim�etrico can�onica dada por µ(g, h) = gh−1g. Si

consideremos H = G×G con el automor�smo involutivo del ip σ(g1, g2) = (g2, g1),

obtenemos un grupo sim�etrico (H,σ) cuyo subgrupo de puntos �jos es la diagonal

K = Hσ = ∇G = {(g, g) : g ∈ G}. Dejamos como ejercicio para el lector (Problema

7.ii) probar que H/K se identi�ca naturalmente con G, y que la estructura sim�etrica
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obtenida en el cociente coincide con el µ reci�en dado. Tambi�en dejamos como ejercicio

para el lector probar que el spray de esta estructura sim�etrica (Teorema 7.5.6) es el

spray can�onico mencionado m�as arriba.

La conexi�on af��n est�a dada por

Γg(v,w) = 1/2(vg
−1w+wg−1v)

para g ∈ G, v,w ∈ TgG = gB. En particular

Γ1(v,w) = 1/2(vw+wv).

La derivada covariante del spray est�a dada por

∇XY(g) = Y ′X(g) − 1/2(Xgg
−1Yg + Ygg

−1Xg). (7.22)

Es f�acil veri�car que las geod�esicas de esta conexi�on son las curvas dadas por trasla-

ciones a izquierda de los grupos a un par�ametro, α(t) = getv. Para una tal geod�esica,

si β es un campo a lo largo de ella, entonces se tiene

Dα ′β = _β− 1/2[βv+ gvg
−1β].

Teniendo en cuenta la Observaci�on 7.6.1, la simetr��a geod�esica est�a dada por Sg(h) =

µ(g, h) = gh−1g y es claro que

Sg(α(t)) = gα(t)
−1g = ge−tvg−1g = ge−tv = α(−t).

Si X, Y son los campos invariantes a izquierda X(g) = gv, Y(g) = gw para g ∈ G,
v,w ∈ g = B, entonces derivando Y(getv) = getvw en t = 0 obtenemos

Y ′X(g) = Y∗g(X(g)) = Y∗g(gv) = gvw.

Luego

∇XY(g) = gvw− 1/2(gvw+ gwv) = 1/2g[v,w] = 1/2[X, Y](g).

El transporte paralelo a lo largo de α ⊂ GB est�a dado por la ecuaci�on

_µ = 1/2[µα
−1 _α+ _αα−1µ],

y si α(t) = getv es una geod�esica del spray, entonces si R, L denotan los operadores

multiplicar a derecha e izquierda respectivamente,

_µ = 1/2[µv+ gvg
−1µ] = 1/2[Rv + Lgvg−1 ]µ = Aµ.

Luego µ(t) = etAµ0, y como L, R conmutan entonces

µ(t) = eRtv/2eLgtvg−1/2µ0 = e
gtvg−1/2µ0e

tv/2.
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Operando con gg−1 en µ0, obtenemos

Pge
v

g (α)z = ge
v/2g−1ze

v/2 ∈ TgevG (7.23)

para z ∈ TgG = gB. En particular, para g = 1,

Pe
v

1 (α)z = e
v/2ze

v/2 ∈ TevG

para z ∈ g = B.
Si x, y, z ∈ TgG, entonces el tensor de curvatura se calcula directamente usando

la forma bilineal Γ y su expresi�on local (7.1), obteni�endose

g−1Rg(x, y, z) = −1/4[[g
−1x, g−1y], g−1z].

llamando x = gx0, etc. para x0, y0, z0 ∈ g = B, se tiene

g−1Rg(x, y, z) = −1/4[[x0, y0], z0]. (7.24)

Ahora tomemos la geod�esica α(t) = geg
−1tv = expg(tv). Dados z,w ∈ TgG, tomamos

β(s) = gesg
−1z = expg(sz) y consideramos el transporte paralelo

ξ(s) = Ps0(β)(v+ sw) = ge
s
2
g−1zg−1(v+ sw)e

s
2
g−1z.

De acuerdo a la construcci�on del Teorema 7.2.2, a partir de la variaci�on de α dada

por

αs(t) = expβ(s)(tξ(s))

construimos el �unico campo de Jacobi η a lo largo de α tal que η(0) = z,Dα ′η(0) = w.

Este es η(t) = d
ds

∣∣
s=0
αs(t), dado por

η(t) = zetg
−1v + tg exp∗tg−1v

(
g−1w+ 1/2[g

−1vg−1z− g−1zg−1v]
)
.

Si llamamos V = g−1v,W = g−1w,Z = g−1z, se tiene

g−1η(t) = ZetV + t exp∗tV (W + 1/2[V,Z]) (7.25)

= ZetV + t exp∗tV(W) + 1/2 exp∗tV ad tV(Z).

Si recordamos la f�ormula de la diferencial de la exponencial (Lema 3.1.14), como

F(λ)λ = 1− e−λ, se simpli�can los t�erminos ZetV . Llamando µ = α−1η se obtiene la

expresi�on

µ(t) = 1/2[Z+ e−tVZetV ] + F(ad tV)(tW).
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7.6.4. El grupo de operadores unitarios

Si A es un �algebra C∗, consideremos M = U el grupo de Lie-Banach real de

operadores unitarios en A, cuya �algebra de Lie-Banach es el espacio de operadores

antihermitianos Aah. Este puede pensarse como la super�cie de nivel (del punto

(0, 0) ∈ Ah ×Ah) de la funci�on g : A→ Ah ×Ah dada por

g(v) = (v∗v− 1, vv∗ − 1).

Entonces, para u ∈ U , y ∈ A, Dgu(y) = 2(Re(u∗y), uRe(u∗y)u∗). Por supuesto que

TuU = uT1U = uAah, pero derivando nuevamente esta expresi�on obtenemos

D2gu(x, y) = 2(Re(x
∗y), Re(xy∗)).

Comparando con la Observaci�on 5.2.1, se deduce que, para u ∈ U , x, y ∈ TuU ,
entonces

(u, x;y,w) ∈ TTM⇔ Re(u∗w) = −Re(y∗x).

poniendo x = ux0, y = uy0 con x0, y0 ∈ Aah, debe ser Re(u∗w) = Re(y0x0).
El spray can�onico se reduce al subgrupo U ⊂ GA, pues podemos poner, para

z ∈ TuU = uAah,
Fu(z) = −uz∗z = zu∗z = zu−1z,

pues z = uz0, con lo cual Fu(uz0) = uz
2
0. Por supuesto que las geod�esicas del spray

can�onico son los grupos a un par�ametro γ(t) = uetv con v∗ = −v. La derivada

covariante, el transporte paralelo y el tensor de curvatura tienen entonces en U la

misma f�ormula que en el ejemplo anterior del grupo de inversibles.

Observaci�on 7.6.2 (El grupo unitario como espacio sim�etrico). Por la Observaci�on

7.6.1, este es el spray de la estructura sim�etrica de U como grupo de Lie,

Su(w) = µ(u,w) = uw
∗u.

La presentaci�on como cociente es U = U×U/∆, donde ∆ es la copia de U dada por

el subgrupo diagonal dentro de G = U × U . Entonces en dimensi�on �nita Lie(G) =

un × un, que es un �algebra de Lie compacta (su forma de Killing es seminegativa) y

por ese motivo U como espacio sim�etrico es de tipo compacto (Observaci�on 7.5.28).

Como el espacio modelo es m = Aah, un �algebra maximal abeliana a ⊂ m es

un conjunto de matrices antihermitianas que conmutan; luego se pueden diagonalizar

simult�aneamente y as�� se puede identi�car a la sub�algebra diagonal de matrices reales

(o puramente imaginarias, para ser precisos). Esta tiene dimensi�on n en el caso que

A =Mn(C), y as�� Un(C) tiene rango n como espacio sim�etrico.
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Observemos que para cada u ∈ U , TuU = uAah tiene un suplemento natural en

A que es uAh. El �unico idempotente Eu : A→ A tal que

ran(Eu) = uAah = TuU , ker(Eu) = uAh

est�a dado por Eu(w) = 1
2
u[u∗w − w∗u]. Reemplazando u por u(t) = uetu

∗v y

derivando en t = 0 obtenemos

E∗u,vw = −1/2[vw
∗u+ uw∗v].

Si w = v = uz0 ∈ TuU , con z∗0 = −z0, entonces E∗u,uz0uz0 = uz20, y entonces el

Teorema 6.6.1 nos dice que el spray can�onico (que es el spray como espacio sim�etrico

de U) coincide con el spray dado por los suplementos naturales y sus proyectores.

7.6.5. Operadores positivos e inversibles

Sea M = G+
A, el espacio de elementos positivos invertibles de un �algebra C∗.

7.6.5.1. El spray trivial

Podemos tomar para a ∈ G+
A, v ∈ Ah = TG+A el spray trivial F = 0. Como

G+
A ⊂ Ah es un abierto convexo, las geod�esicas son los segmentos usuales

γ(t) = a+ tv,

que en este caso no est�an de�nidas para todo t ∈ R. En efecto, si a ∈ G+
A y v ∈ Ah

entonces a+tv ∈ Ah, pero adem�as como los elementos inversibles forman un abierto,

γ ⊂ G+
A para t ∈ (−t1, t2), con t1, t2 > 0 su�cientemente peque~nos.

7.6.5.2. El spray canónico

Tambi�en si M = G+
A, podemos tomar para a ∈ G+

A, v ∈ Ah = TG+
A el spray

Fa(v) = va
−1v.

La conexi�on af��n est�a dada por

Γa(v,w) = 1/2(va−1w+wa−1v). (7.26)

Sabemos que las geod�esicas del spray son las curvas a un par�ametro aetz, pero este

tiene que ser un elemento positivo, y en general no es cierto que producto de positivos

sea positivo. Sin embargo, reescribiendo adecuadamente los grupos a un par�ametro

descubrimos que no hay contradicci�on: sean a, b ∈ G+
A, entonces a

−1/2ba−1/2 ∈ G+
A,

luego tiene un �unico logaritmo anal��tico autoadjunto,

v = ln(a−1/2ba−1/2) ∈ Ah.
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Por otra parte, por el Lema A.2.2

σ(a−1b) = σ(a−1/2 a−1/2b) = σ(a−1/2ba−1/2) ⊂ (0,+∞)

pues ambos son inversibles. Entonces a−1b tambien tiene un logaritmo anal��tico (con

el mismo c�alculo funcional), s�olo que en este caso no resulta autoadjunto. Considere-

mos el grupo a un par�ametro

γa,b(t) = ae
t ln(a−1b),

entonces γa,b es una curva de inversibles que une a con b. Pero por otra parte,

γa,b(t) = a
1
2a

1
2 exp[t ln(a−1b)]a−

1
2a

1
2 = a

1
2 exp(tv)a

1
2 ,

luego γa,b ⊂ G+
A es la geod�esica del spray que une a con b en G+

A. En particular:

Las geod�esicas que comienzan en a = 1 son los grupos a un par�ametro γ(t) = etv

con v ∈ Ah.

Dados a, b ∈ G+
A existe una �unica geod�esica del spray que los une, que es la

curva γa,b.

La exponencial expa : Ah → G+
A est�a dada por

expa(v) = a
1
2 exp(a−

1
2 va−

1
2 )a

1
2 .

La derivada covariante del spray est�a dada por la expresi�on (7.22), para g = a ∈ G+
A.

El transporte paralelo a lo largo de γa,b se calcula usando (7.23) y la reescritura de

b = gev, obteni�endose

Pba(γa,b)Z = a
1
2 (a−

1
2ba−

1
2 )
1
2a−

1
2Za−

1
2 (a−

1
2ba−

1
2 )
1
2a

1
2 ,

para Z∗ = Z; en particular

Pa1 (γa,b)Z = a
1
2Za

1
2 .

El tensor de curvatura se calcula usando la expresi�on en coordendas usando Γ

(aunque tambi�en puede deducirse de la f�ormula de la Proposici�on 7.5.24 ya que como

observaremos debajo, esta conexi�on es la conexi�on de la Grassmanniana como espacio

sim�etrico de Cartan). La f�ormula es

Ra(x, y, z) = −
1

4
a
1/2[[x0, y0], z0]a

1/2,

donde x0 = a
−1/2xa

−1/2 es el transporte paralelo de x a la identidad, y lo mismo

cabe para y0, z0. Vemos que la curvatura es invariante por la acci�on del grupo de

inversibles, esto es, invariante por transporte paralelo.
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Los campos de Jacobi η ∈ Lev(γa,b) con una reescritura adecuada son los mismos

que los del grupo lineal. Expl��citamente, a partir de la ecuaci�on (7.25), usando la

expresi�on de la diferencial de la exponencial en el espacio de operadores positivos

(Teorema 4.6.1) se tiene que el �unico campo de Jacobi a lo largo de γa,b con η(0) = v,

Dtη(0) = w es

γ
− 1
2

a,b η γ
− 1
2

a,b = cosh(ad tV)Z+
senh(ad tV/2)

ad tV/2
tW,

donde en este caso Z = a−
1
2ba−

1
2 , V = a−

1
2 va−

1
2 , W = a−

1
2wa−

1
2 .

7.6.5.3. Operadores positivos como espacio simetrico

Podemos presentar esta �ultima conexi�on como la conexi�on de un espacio sim�etrico

de Cartan (Secci�on 7.5.2).

Para ello consideramos G = GA el grupo de inversibles del �algebra y el automor-

�smo involutivo σ(g) = (g∗)−1. Vemos que el conjunto de puntos �jos de σ es el

grupo unitario del �algebra

K = UA,

cuya �algebra de Lie son los operadores anti-hermitianos k = {X∗ = −X : X ∈ A}. Como

σ∗1(v) = −v, vemos que en efecto es el subespacio de puntos �jos de la diferencial de

σ en la identidad.

Por otro lado, el espacio que modela el cociente es el autoespacio de autovalor −1

de σ∗1, que no es otra cosa que

m = {X∗ = X : X ∈ A},

los operadores hermitianos en A.
Con la acci�on concreta de GA en los operadores positivos dada por (g, a) 7→ gag∗,

notamos este espacio es la �orbita de a = 1 por la acci�on, y vemos que el cociente abs-

tracto G/K se identi�ca naturalmente con el espacio de operadores positivos mediante

el mapa

j : gU 7→ gg∗,

que es de hecho una biyecci�on; notemos que se identi�can o = q(1) = U en G/K, con

1 ∈ A mediante este mapa.

El mapa de acci�on sim�etrica µ : G/K → G/K, de acuerdo a su de�nici�on (Obser-

vaci�on 7.5.21), est�a dado por

µ(gU , hU) = gσ(g)−1σ(h)U = gg∗(h∗)−1U ,

pero entonces podemos pasar este producto sim�etrico a G+
A mediante

a · b = ab−1a.
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Esta operaci�on es la que hace de j una identi�aci�on natural entre las estructuras de

espacio sim�etrico del cociente abstracto y del espacio de operadores positivos, como

en los ejemplos anteriores, y con un peque~no abuso de notaci�on, podemos llamar

µ(a, b) = a · b = ab−1a.

Recordemos las f�ormulas

ΣV(W) = µ∗(V,W) Γ(V,W) = −
1

2
(ΣV ◦ Z)∗W , V,W ∈ TG+

A ' G
+
A ⊕Ah

para el spray del espacio sim�etrico (G+
A, µ) (aqu�� Z era la secci�on nula del �brado

tangente, Z(a) = (a, 0)). Entonces dados V = (a, v), W = (b,w) con v,w ∈ Ah,
calculamos

ΣV(W) = vb−1a+ ab−1v− ab−1wb−1a

derivando atb
−1
t at, con curvas tales que (a0, _a) = (a, v) = V, y (b0, _b) = (b,w) =W.

Luego

ΣV ◦ Z(p) = vp−1a+ ap−1v.

Si tomamos una curva pt y derivamos, obtenemos

(ΣV ◦ Z)∗(p, _p) = −vp−1 _pp−1a− ap−1 _pp−1v.

En particular si (p0, _p) = (a,w) =W vemos que

Γa(v,w) = Γ(V,W) = −
1

2
(ΣV ◦ Z)∗W

= −
1

2
(ΣV ◦ Z)∗(a,w) =

1

2

{
va−1wa−1a+ aa−1wa−1v

}
=
1

2

{
va−1w+wa−1v

}
,

que no es otra cosa que la forma bilineal del spray can�onico introducido en (7.26).

De aqu�� vemos que las expresiones para las geod�esicas, el transporte paralelo y la

curvatura las podriamos deducir directamente de las f�ormulas que obtuvimos cuando

estudiamos espacios homog�eneos de Cartan. En particular las geod�esicas son de la

forma getv · o con v ∈ m = Ah. Aplicando el mapa j vemos que las geod�esicas son en

efecto de la forma t 7→ getvetv
∗
g∗ = ge2tvg∗, mientras que la simetr��a geod�esica es

Sa(b) = µ(a, b) = ab
−1b,

la cual transforma γa,b(t) en γa,b(−t).

Respecto del rango de G+
A como espacio sim�etrico (De�nici�on 7.5.27), una sub�alge-

bra de Lie conmutativa maximal

a ⊂ Ah ' m = T1G
+
A
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es lo mismo que una sub�algebra conmutativa maximal asociativa de Ah, y todo

conjunto de operadores hermitianos que conmuta se puede diagonalizar en una misma

base. Entonces toda �algebra conmutativa maximal a se asimila al �algebra diagonal de

operadores (�jando una base).

En particular si A = Mn(C) (cuya dimensi�on real es 2n × 2n), la dimensi�on de

m es la mitad de este n�umero: dim(G+
A) = 2n2. Mientras que la dimensi�on real de

las matrices diagonales reales en una base (el �algebra conmutativa maximal) es n:

entonces el rango del espacio sim�etrico GL+n(C) es n.

7.6.6. La Grassmanniana

Tomemos M = Gr(p) ⊂ Ah, la Grassmanniana de un proyector p ∈ P(A), en
una C∗-�algebra A. Consideramos g : Ah → Ah dada por g(q) = q2 − q, para pensar

a P(A) como super�cie de nivel de g = 0. Tomando α(t) = p + tx con p ∈ P(A) y
x ∈ Ah, descubrimos que

Dgp(x) = px+ xp− x,

lo que nos dice que TpP(A) = {x = xp+ px : x∗ = x} = ACh . Tomando β(t) = p+ ty

con y∗ = y descubrimos derivando en t = 0 la expresi�on Dgβ(x), que

D2gp(x, y) = xy+ yx.

Comparando con la Observaci�on 5.2.1 en la Secci�on 5.2, si w ∈ Ah entonces

(p, x;y,w) ∈ TTM⇔ x, y ∈ ACh , pw+wp−w = −(xy+ yx).

Si escribimos w = pwp+ p⊥wp⊥ + p⊥wp+ pwp⊥, tenemos pw+wp−w = pwp−

p⊥wp⊥ y entonces

pwp = −p(xy+ yx)p, p⊥wp⊥ = p⊥(xy+ yx)p⊥.

Observemos que x ∈ ACh es equivalente a x = xp+px, y entonces x2 = xpx+px2p

y tambi�en x2p = px2 = px2p con lo cual podemos considerar el spray

Fp(x) = −2εpx
2 = −2px2p+ 2xpx = −2px2p+ 2p⊥x2p⊥,

que corresponde a tomar x = y en la construcci�on del w de arriba y suponer que w

es p-diagonal. La forma bilineal asociada es

Γp(x, y) = −εp[xy+ yx]

para x, y ∈ TpP(A) = ACh . Observemos que este es el spray natural proveniente del

suplemento que tiene ACh en los operadores Hermitianos, que es el espacio ADh . En
efecto, si ponemos, para w ∈ Ah,

Ep(w) = wp+ pw− 2pwp
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entonces es f�acil veri�car que Ep es el �unico idempotente Ep : Ah → Ah con

ran(Ep) = ACh = TpP(A) y ker(Ep) = ADh .

Entonces, de acuerdo a la construcci�on del Teorema 6.6.1, calculamos

E∗p,vw =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Eα(t)(w) = wv+ vw− 2vwp− 2pwv (7.27)

= −[εpwv+ vwεp]

donde α(t) ⊂ Gr(p). En el caso en el que tambi�en w ∈ TpP(A) = ACh , operando
algebraicamente con esta expresi�on se obtiene

E∗p,vw = −[εpwv+ vwεp] = −εp[wv+ vw] = Γp(v,w), (7.28)

luego nuestro spray coincide con E∗p,vv, por lo tanto es el spray can�onico dado por

el suplemento natural de los tangentes, y como veremos en la Secci�on 10.1.1.1, se

trata del spray m�etrico de la Grassmanniana cuando a la misma le damos la m�etrica

de subespacio inducida por la norma Frobenius de los operadores, dada por ‖x‖2 =

Tr(x∗x)
1/2.

Las geod�esicas del spray deben veri�car la ecuaci�on

�α = −2εα _α
2,

y es f�acil ver que son las curvas

γ(t) = etzpe−tz = πp ◦ exp(tz) = Q(tz) (7.29)

para z ∈ ACah. Recordando que todo x = xp + px ∈ ACh = TpP(A) se levanta

a un z ∈ ACah como z = xp − px, la exponencial de la variedad est�a dada por

expp : ACh → P(A) con la expresi�on

expp(x) = e
(xp−px)pe−(xp−px).

la derivada covariante se deduce directamente de la expresi�on que dedujimos para Γ ,

obteni�endose

D _αµ = _µ+ εα( _αµ+ µ _α). (7.30)

para µ ∈ Lev(α) y α ⊂ P(A) de clase C2. En consecuencia, el transporte paralelo a

lo largo de α ⊂ P(A) est�a dado por la ecuaci�on

_µ = −εα( _αµ+ µ _α).

En particular, para una geod�esica γ como en (7.29), y un vector x ∈ TpP(A), se tiene

µt = P
t
0x = e

tzxe−tz.
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La veri�caci�on es sencilla y requiere primero comprobar que εα _α = −z y εαµ =

−µεα, lo que nos dice que µ ∈ TαP(A), y adem�as permite calcular f�acilmente

_µ = zµ− µz = −εα( _αµ+ µ _α).

El tensor de curvatura se obtiene iterando (7.27), usando la expresi�on local

Rp(x, y, z) = Γ(x, Γ(y, z)) − Γ(y, Γ(x, z))

y para x, y, z ∈ TpP(A) se tiene

Rp(x, y, z) = [[x, y], z].

Los campos de Jacobi a lo largo de geod�esicas se pueden calcular a partir de variacio-

nes usando el Teorema 7.2.2, como en el ejemplo del grupo lineal, y lo dejamos como

ejercicio.

Observaci�on 7.6.3. La variedad de involuciones ε2 = 1 en un espacio de Banach

complejo X fue estudiada por Z. Kovarik en [54]; los autores equipan a esta variedad de

una conexi�on af��n como en (7.30) y caracterizan las geod�esicas. Luego estudian el caso

particular en el que X es un espacio de Hilbert, restringi�endose a la parte autoadjunta

de la variedad de involuciones, es decir a la variedad de simetr��as ε = ε∗ = ε1.

Recordando que la asignaci�on p 7→ 2p − 1 es un isomor�smo entre las simetr��as y la

Grassmanniana de B(H), eso nos remite al ejemplo reci�en estudiado.

7.6.6.1. La Grassmanniana como espacio simétrico

Podemos presentar esta conexi�on en la Grassmaniana como la conexi�on de un

espacio sim�etrico de Cartan. Para ello consideramos G = U el grupo unitario del

�algebra, y �jado p = p2 = p∗ consideramos la simetr��a asociada εp = 2p − 1 y el

automor�smo involutivo en U dado por σ(u) = εpuεp. Vemos que el conjunto de

puntos �jos de σ es

Kp = {u ∈ U : uεp = εpu} = {u ∈ U : up = pu}

los operadores unitarios que conmutan con p, llamados p-diagonales en la Secci�on

4.7.3.

La diferencial de σ en u = 1 est�a dada por σ∗1v = εpvεp y de aqu�� obtenemos

que el �algebra de Lie de Kp (el autoespacio de autovalor −1 de σ∗1) es

ADah = {v∗ = −v : vp = pv}
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los operadores antihermitianos p-diagonales. Mientras que el autoespacio de autovalor

−1 es

ACah = {w∗ = −w : w = wp− pw},

los que anti-conmutan con p, que de acuerdo a lo discutido en la secci�on sobre espa-

cios sim�etricos de Cartan (y antes de eso, en la Secci�on 4.7.3 donde presentamos la

Grassmanniana), es el espacio que modela el cociente G/K = U/Kp.
Con la acci�on concreta de U en Gr(p) = O(p) ⊂ Ah dada por (u, q) 7→ uqu∗,

y como la Grassmaniana es exactamente la �orbita de p por esta acci�on, tenemos la

identi�caci�on

j : uKp 7→ upu∗

entre el cociente abstracto U/Kp y la �orbita O(p). En esta identi�caci�on o = q(1) ∈
G/K se identi�ca con p en la �orbita.

El mapa de acci�on sim�etrica µ : G/K → G/K, de acuerdo a su de�nici�on (Obser-

vaci�on 7.5.21), est�a dado por

µ(gKp, hKp) = gσ(g)
−1σ(h)Kp = gεpg

∗εpεphεpKp = gεpg
∗hεpKp,

puesto que g∗ = g−1 y εp = ε∗p = ε−1p .

Pero entonces podemos pasar este producto sim�etrico a la �orbita mediante

q1 · q2 = ε1ε2ε1,

donde εi = 2qi − 1 es la simetr��a asociada a qi ∈ O(p).
Esta operaci�on es la que hace de j una identi�caci�on natural entre las estructuras

de espacio sim�etrico del cociente abstracto y del espacio de operadores positivos, ya

que veri�ca:

j ◦ µ(gKp, hKp) = j(gKp) · j(hKp).

Es claro por la forma de la acci�on, que para esta presentaci�on resulta m�as conveniente

pensar a la Grassmanniana como la �orbita de la simetr��a εp por la acci�on coadjunta del

grupo unitario (ambas �orbitas est�an relacionadas por el isomor�smo af��n x 7→ 2x−1).

Entonces llamemos µ(ε, ξ) = εξε al producto de espacio sim�etrico enM = O(εp),
y nuevamente recordemos las f�ormulas

ΣV(W) = µ∗(V,W) Γ(V,W) = −
1

2
(ΣV ◦ Z)∗W , V,W ∈ TGr(p)

para el spray del espacio sim�etrico, con Z la secci�on nula del �brado tangente.

Entonces dados V = (ε, v), W = (ξ,w) con v,w ∈ Ah, calculamos

ΣV(W) = µ∗(ε,ξ)(v,w) = vξε+ εξv+ εvε,

ahora derivando εtξtεt, con curvas tales que (ε0, _ε) = (ε, v) = V, y (ξ0, _ξ) = (ξ,w) =

W. Luego

ΣV ◦ Z(ξ) = vξε+ εξv,
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as�� que tomando una curva ξt con ξ0 = ε y derivando, obtenemos

(ΣV ◦ Z)∗(ε,w) = vwε+ εwv.

De aqu�� deducimos que

Γε(v,w) = Γ(V,W) = −
1

2
(vwε+ εwv)

que no es otra cosa que la forma bilineal del spray can�onico introducido en (7.28).

Nuevamente, remarcamos que las expresiones para las geod�esicas, el transpor-

te paralelo y la curvatura las podriamos deducir directamente de las f�ormulas que

obtuvimos cuando estudiamos espacios homog�eneos de Cartan.

En particular las geod�esicas por o = q(1) son de la forma etv · o con v ∈ m =

ACah. Aplicando el mapa j vemos que las geod�esicas por p son en efecto de la forma

t 7→ etvpe−tv con v∗ = −v un operador p-codiagonal.

Como Gr(p) ' U/Kp, y en dimensi�on �nita el �algebra de Lie de U es un, que es

compacta (la forma de Killing es seminegativa), el espacio sim�etrico Gr(p) es de tipo

compacto.

Respecto del rango de Gr(p) como espacio sim�etrico (De�nici�on 7.5.27), notemos

primero que m = T1O(p) = ACah y en particular si A =Mn(C), podemos calcular su

dimensi�on, que depender�a de la dimensi�on (el rango) de p. Supongamos que rg(p) =

k, luego los operadores p-diagonales se escriben como una matriz por bloques donde el

primer bloque diagonal es de k×k, y el segundo es de tama~no (n−k)×(n−k). Eso nos
deja libre para elegir el bloque codiagonal de tama~no (n−k)×k en los codiagonales.

Como podemos poner cualquier n�umero complejo all��, esa es la dimensi�on compleja,

luego

dimRMn(C)Ch = 2k(n− k) = dim(Gr(p)),

donde k = rg(p).

Puede probarse, usando un argumento similar al que usamos para la esfera -

ecuaci�on (7.21)- que un �algebra abeliana maximal a ⊂ m tiene dimensi�on m��n(k, n−

k), y entonces ese n�umero es el rango de Gr(p) como espacio sim�etrico. En particular

el espacio proyectivo (que se obtiene considerando un proyector de rango k = 1) es

un espacio sim�etrico compacto de rango 1.

7.A. Problemas

7.I. Probar que, en coordenadas locales, se tiene la f�ormula

R(X, Y, Z)(p) = Γp(Xp, Γp(Yp, Zp)) − Γp(Yp, Γp(Xp, Zp))
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−Γ∗p,Xp(Yp, Zp) + Γ∗p,Yp(Xp, Zp),

para todo X, Y, Z :M→ TM y todo p ∈M.

7.II. Sea G grupo de Lie, H = G×G y ∇G la diagonal de H. Sea σ(g1, g2) = (g2, g1)

el ip, que es automor�smo involutivo de H con puntos �jos K = Hσ = ∇G. Probar

1. H act�ua transitivamente en G mediante (g1, g2) · g = g1gg
−1
2 , con isotrop��a

K = Gσ, luego H/K ' G.

2. El automor�smo σ induce en G la estructura de espacio sim�etrico µ(g, h) =

gh−1g.

3. El spray de dicho espacio sim�etrico es Fg(w) = vg
−1v.

7.III. Sea p ∈ M = P(A), α(t) = etzpe−tz una geod�esica en M con z∗ = −z que es

p-codiagonal. Si v,w ∈ TpP(A), hallar el �unico campo de Jacobi η a lo largo de α tal

que

η(0) = v, Dα ′η(0) = w.
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Parte II

Estructuras Métricas

E n esta segunda parte del texto, estudiaremos las variedades diferenciables

provistas de una m�etrica dada en los tangentes que permita medir curvas.

Esto, es introduciremos una norma en cada espacio tangente de manera con-

tinua, y en los casos que la variedad tenga spray, intentaremos hacerlo de manera

que el transporte paralelo a lo largo de geod�esicas sea un isometr��a. Como la mayor��a

de los ejemplos que estudiaremos provienen de �algebras de operadores, es bueno co-

nocer los fundamentos de la teor��a de normas sim�etricas en �algebras de operadores,

que optamos por incluir sobre el �nal del ap�endice de �algebras de operadores de este

texto.

En el caso Riemanniano, dada una m�etrica en una variedadM, siempre es posible

hallar un spray (conocido como spray m�etrico) compatible con la m�etrica, �unica-

mente determinado por cierta condici�on adicional de compatibilidad, su derivada

covariante asociada se conoce como derivada de Levi-Civita. En el extremo opues-

to, ya que estudiaremos problemas de minimalidad de curvas, decidimos conveniente

comenzar con el estudio del problema de curvas continuas y recti�cables que resulten

cortas o minimizantes en un espacio m�etrico (X, d) dado, ya que muchas de estas

ideas son m�as claras sin la introducci�on de objetos adicionales como los dados por la

estructura diferenciable.

229
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Cap��tulo 8
Espacios de Métrica Interior

Una geometr��a no puede ser m�as cierta

que otra; s�olo puede ser m�as conveniente.

Henri Poincare

L as nociones elementales de espacios de m�etrica interior nos permitir�an en

este cap��tulo probar el Teorema de Hopf-Rinow en este contexto: dados dos

puntos, existe una curva continua y recti�cable de longitud igual a la dis-

tancia entre los puntos, siempre que el espacio sea localmente compacto. Seguimos la

exposici�on del libro de M. Gromov [42] con algunos peque~nos desv��os.

8.1. La distancia rectificable

Sea (X, d) un espacio m�etrico. Dada una curva continua γ : [a, b] → X, y una

partici�on π : {a = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn+1 = b} del intervalo, de�nimos

`(γ, π) =

n∑
i=0

d(γ(ti), γ(ti+1)),

y a partir de all��

`(γ) = sup{`(γ, π) : π partici�on �nita}.

Diremos que γ es recti�cable si γ es continua y `(γ) < +∞. Algunas propiedades

relevantes:

1. Al re�nar la partici�on, las sumas aumentan por la desigualdad triangular.

2. `(γ) ≥ 0 y `(γ) = 0 si y s�olo si γ es constante.

231



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 232 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	

232 Espacios de Métrica Interior

3. Si γ se obtiene mediante α seguida de β, entonces `(γ) = `(α) + `(β).

Observaci�on 8.1.1. Si f : [c, d]→ [a, b] es un homeomor�smo que preserva la orienta-

ci�on, debe ser estrictamente mon�otona y entonces `(γ ◦ f) = `(γ), es decir la longitud
es invariante por reparametrizaciones. Y en realidad, la funcional ` est�a de�nida en

las clases de equivalencia de curvas.

Denotemos con C([a, b], X) al conjunto de todas las curvas continuas de�nidas en

[a, b] a valores en X. La distancia uniforme entre dos curvas est�a dada de manera

usual por

dist(α,β) = m�ax
t∈[a,b]

d(α(t), β(t)).

Es decir que le damos a C([a, b], X) la topolog��a compacto abierta. Denotaremos con

R([a, b], X) al subconjunto de las curvas recti�cables. Denotaremos

R = R([0, 1], X).

Observaci�on 8.1.2. La distancia uniforme no detecta reparametrizaciones, es decir,

si α es una reparametrizaci�on continua de β, diremos que α ≡ β. Se le puede dar al
espacio de clases (que son las que llamamos curvas) la distancia

distR(α,β) = ��nf{dist(f, g) : f ≡ α, g ≡ β, f, g ∈ R}.

De esta manera se obtiene un espacio m�etrico donde funciones con la misma imagen

se identi�can a la misma curva.

Proposición 8.1.3. Sean γk, γ ∈ C([0, 1], X) tales que γk → γ. Si γk ∈ R y

adem�as `(γk) ≤M para todo k ∈ N, entonces γ ∈ R y

`(γ) ≤ l��m inf
k→∞ `(γk),

es decir ` es semi-continua inferiormente.

Demostraci�on. Primero supongamos que `(γ) = +∞. Dado R > 0 sea

π = {0 = t0, . . . , tn+1 = 1}

una partici�on del [0, 1] tal que `(γ, π) ≥ R. Si la partici�on tiene (n + 1) puntos, sea

δ = R
4(n+1) y tomemos k0(R) tal que k ≥ k0 implique d(γk, γ) < δ. Entonces, para

cada i = 0..n, y cada k ≥ k0,

d(γ(ti), γ(ti+1)) ≤ d(γ(ti), γk(ti)) + d(γk(ti), γk(ti+1))

+d(γk(ti+1), γ(ti+1))

< d(γk(ti), γk(ti+1)) + 2δ.
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Sumando sobre i se tiene

R ≤ `(γ, π) < `(γk, π) + 2(n+ 1)δ ≤ `(γk) + R/2 ≤M+ R/2.

Luego M ≥ R/2 para todo R > 0, lo que es absurdo y prueba que γ ∈ R. Repitiendo
el argumento anterior pero ahora tomando una partici�on π tal que

`(γ, π) > `(γ) − ε/2,

y δ = ε
4(n+1) , se obtiene, para k ≥ k0(ε), `(γ) < `(γk) + ε, lo que prueba que ` es

semi-continua inferiormente.

Lema 8.1.4. Sean [a, b] ⊂ R y γ ∈ R([a, b], X). Entonces

1. La aplicaci�on x : [a, b] → [0, `(γ)] dada por x(t) = `(γ|[a,t]) es continua y

creciente. Si γ es localmente inyectiva, entonces x es estrictamente cre-

ciente.

2. Para cada x ∈ [0, `(γ)] existe t ∈ [a, b] con `(γ|[0,t]) = x. El conjunto de

tales t es un intervalo cerrado de [a, b], y γ es constante all��.

Demostraci�on. Veamos 1. Para a ≤ s < t ≤ b, tenemos

x(t) − x(s) = `(γ|[a,t]) − `(γ|[a,s]) = `(γ|[s,t]),

entonces x es creciente y si γ es localmente inyectiva, no puede ser x(t) = x(s), pues

acercando t a s y usando la partici�on trivial de [s, t] se tiene

d(γ(s), γ(t)) ≤ `(γ|[s,t]) = x(t) − x(s) = 0,

una contradicci�on. Resta ver que x es continua, sea t ∈ [a, b] y ε > 0. Existe, por la

continuidad uniforme de γ, un δ > 0 tal que

|x− y| < δ⇒ d(γ(x), γ(y)) < ε/2.

Como γ es recti�cable, existe un n�umero positivo (que supondremos igual a δ tomando

el m��nimo) de manera que si una partici�on π tiene todos sus puntos a distancia menor

que δ, entonces `(γ) < `(γ, π) + ε/2. Sea s ∈ [a, b] tal que 0 ≤ t − s < δ. Entonces,
tomando una partici�on

π = {t0 = a, t1, . . . , s, t, . . . , tn+1 = b}

de manera que todos los ti disten menos que δ, se tiene

x(t) − x(s) = `(γ|[s,t]) = `(γ) − `(γ|[a,s]) − `(γ|[t,b])

< `(γ, π) + ε/2− `(γ|[a,s]) − `(γ|[t,b]).
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Observando que `(γ|[a,s]) ≥ `(γ|[a,s], π) y lo mismo vale en el intervalo [t, b], se tiene

0 ≤ x(t) − x(s) ≤ `(γ, π) + ε/2− `(γ|[a,s], π) − `(γ|[t,b], π)

= `(γ|[s,t], π) + ε/2 = d(γ(s), γ(t)) + ε/2

< ε/2+ ε/2 = ε.

Ahora veamos 2. Como la aplicaci�on x del ��tem previo es continua, x(a) = 0, x(b) =

`(γ), por el teorema del valor intermedio existe el punto t tal que x(t) = `(γ|[0,t]) =

x; nuevamente por la continuidad de x, el conjunto de tales t es cerrado en [a, b].

Supongamos ahora que s, t veri�can x(s) = x(t), con s ≤ t. Entonces 0 = x(t) −

x(s) = `(γ|[s,t]) luego γ|[s,t] es constante lo que prueba que estos puntos forman un

intervalo.

Observaci�on 8.1.5. Gracias al lema previo, es posible reparametrizar las curvas rec-

ti�cables por longitud de arco. Esto es, la funci�on x : [a, b]→ [0, `(γ)] es una funci�on

continua. De�nimos

~γ : [0, `(γ)]→ X

como ~γ(x) = γ(t) para cada x = x(t) ∈ [0, `(γ)] con t ∈ [a, b]. Observemos que esta

de�nici�on no depende del valor de t tal que x(t) = x, pues γ es constante en tales t.

Se tiene `(γ) = `(~γ) y adem�as `(~γ|[x(t),x(s)]) = `(γ|[t,s]) = |x(t) − x(s)|, es decir

`(~γ|[x,y]) = |x− y|

para todo x, y ∈ [0, `(γ)]. En este caso diremos que ~γ est�a parametrizada por longitud

de arco. Observemos que con esta parametrizaci�on, la aplicaci�on λ 7→ `(~γ|[0,λ]) es

estrictamente creciente.

M�as �util a�un es una reparametrizaci�on normal, es decir con un cambio de variable

lineal transformamos [0, `(γ)] en el intervalo [0, 1] y podemos suponer que γ ∈ R y

adem�as

`(~γ|[s,t]) = (t− s)`(γ).

Tomando la partici�on trivial de cualquier intervalo [s, t] ⊂ [0, 1] se tiene el siguiente

corolario.

Corolario 8.1.6. Si γ ∈ R es normal, entonces γ es Lipschitz con constante

`(γ), es decir

d(γ(t), γ(s)) ≤ `(γ)|t− s|.

La pseudo-m�etrica asociada a la funcional ` est�a dada por

d`(x, y) = ��nf{`(γ) : γ recti�cable que une x con y}.
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Como siempre podemos suponer que las curvas est�an parametrizadas por longitud de

arco, usaremos que

d`(x, y) = ��nf{`(γ) : γ ∈ R, γ(0) = x, γ(1) = y}.

Observaci�on 8.1.7. Esta m�etrica d` induce una topolog��a en X que puede diferir

de la original, sin embargo tomando la partici�on trivial se ve que siempre se tiene

`(γ) ≥ d(x, y) para todo γ que una x con y, luego siempre vale

d` ≥ d.

Esto nos dice que, �jado ε > 0, B`ε(x) ⊂ Bε(x) donde la segunda bola es con la

m�etrica d. Luego si A es abierto en d, resulta abierto en d`. Luego la topolog��a de

(X, d`) es m�as �na (tiene m�as abiertos) que la de (X, d).

Lema 8.1.8. Las topolog��as de (X, d), (X, d`) coinciden si y s�olo si para cada

x ∈ X y cada ε > 0 existe un d-abierto V alrededor de x de manera que todo

punto all�� se puede unir con x con un arco recti�cable de longitud menor que ε.

Demostraci�on. Supongamos primero que las topolog��as coinciden, la a�rmaci�on es

trivial pues V = B`ε(x) es abierto en ambas topolog��as y este sirve como d-abierto que

veri�ca las hip�otesis. Rec��procamente, sea C ⊂ X un d`-cerrado, y sea {xn} ⊂ C una

sucesi�on que tiende a x ∈ X en la topolog��a inducida por d. Fijado ε > 0, la condici�on

nos dice que hay un entorno d-abierto V de x tal que todo punto all�� dista en d`
menos que ε. Luego si n ≥ n0, xn ∈ V y por lo tanto d`(xn, x) < ε. Esto prueba que

x est�a en C pues C es d`-cerrado, luego C es d-cerrado.

8.1.1. Espacios de métrica interior

Una relaci�on a�un m�as fuerte entre las m�etricas es que d = d`, es decir que la

distancia d entre dos puntos cualesquiera de X se realiza como ��n�mo de curvas

continuas que los unen. En ese caso diremos que (X, d) es un espacio de m�etrica

interior.

Lema 8.1.9. Sea f : X→ Y una funci�on entre espacios m�etricos que es Lipschitz,

i.e. existe C > 0 tal que

d(f(x), f(y)) ≤ Cd(x, y)

para todo x, y ∈ X. Entonces f se extiende de manera �unica a las completaciones

de X, Y a una funci�on que es Lipschitz con la misma constante.

Demostraci�on. Sean x0 en la completaci�on de X, {xn} ∈ X tal que xn → x0, entonces

f(xn) es de Cauchy en Y luego tiene un l��mite y0 en la completaci�on de Y. De�nimos
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f(x0) = y0, veamos que no depende de la sucesi�on xn. Si pn → x0 es otra sucesi�on,

se tiene

d(f(pn), f(xn)) ≤ Cd(pn, xn)→ 0

luego {f(pn)}, {f(xn)} est�an en la misma clase de equivalencia, y de�nen el mismo

elemento y0 ∈ Y. De hecho

d(f(xn), f(x0)) = l��m
k
d(f(xn), f(xk)) ≤ l��m

k
Cd(xn, xk) = Cd(xn, x0)

si xk → x0 lo que prueba que f es continua. Por otra parte, si x0, x1 est�an en la

completaci�on de X, tomemos xn → x0, pn → x1 con xn, pn ∈ X y se tiene

d(f(x0), f(x1)) ≤ Cd(x0, xn) + Cd(xn, pn) + Cd(pn, x1)→ Cd(x0, x1)

lo que prueba que la extensi�on de f es Lipschitz con la misma constante.

Para x ∈ (X, d) espacio m�etrico, denotaremos con Br(x) a la bola abierta de radio

r alrededor de x, y con Br(x) a la bola cerrada. Para A,B ⊂ X, denotamos con d(A,B)

al ��n�mo de las distancias entre A y B, es decir

d(A,B) = ��nf
a∈A,b∈B

d(a, b) = d(B,A).

Lema 8.1.10. Sea (X, d) un espacio m�etrico. Si X es de m�etrica interior, enton-

ces dados x, y ∈ X, r1, r2 > 0 con r1 + r2 ≤ d(x, y), se tiene

d(Br1(x), Br2(y)) ≤ d(x, y) − r1 − r2.

Rec��procamente, si vale la condici�on y (X, d) es completo, entonces es de m�etrica

interior.

Demostraci�on. Para la primera implicaci�on, tomamos un arco continuo γ : [0, 1]→ X

que une x con y de longitud `(γ) < d(x, y) + ε. Sea t1 ∈ [0, 1] el primer instante en

el que γ(t1) ∈ Sr1 = ∂Br1(x), sea t2 ∈ [0, 1] el primer instante, contando hacia atr�as

desde t = 1, en el que γ(t2) ∈ Sr2 = ∂Br2(y). Entonces considerando la partici�on

t0 = 0, t1, t2, t3 = 1, se tiene

d(Br1(x), Br2(y)) ≤ d(γ(t1), γ(t2))

=

2∑
i=0

d(γ(ti), γ(ti+1)) − d(x, γ(t1)) − d(y, γ(t2))

≤ `(γ) − r1 − r2 < d(x, y) − r1 − r2 + ε.
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Como ε > 0 era arbitrario, se tiene la propiedad. Supongamos ahora que (X, d) es

un espacio m�etrico que veri�ca la propiedad. Entonces no es dif��cil ver que (Ejercicio

8.iii), dados x, y ∈ X y ε > 0, existe z ∈ X tal que

m�ax{d(x, z), d(z, y)} ≤ 1/2d(x, y) + ε.

Sean x, y ∈ X, δ = d(x, y). Buscamos curvas continuas que unan x con y tales que

`(γ) ≤ δ + ε. Dada una sucesi�on {εk} de n�umeros positivos, existe un punto z1/2 tal

que

m�ax{d(x, z1/2), d(z1/2, y)} ≤
δ/2+ ε1δ/2 = δ/2(1+ ε1),

y puntos z 1
4
, z 3
4
tales que m�ax{d(x, z 1

4
), d(z 1

4
, z1/2

), d(z1/2, z 34
), d(z 3

4
, y)} es menor o

igual que
1/2(δ/2+ ε1δ/2) + ε2/2(δ/2+ ε1δ/2) = δ/4(1+ ε1)(1+ ε2),

y as�� sucesivamente. Esto de�ne una curva en los racionales di�adicos, que veri�ca

d (γ(j/2n), γ((j+ 1)/2n)) ≤
δ

2n

∞∏
k=1

(1+ εk)

para j = 0, . . . , 2n − 1, con γ(0) = x, γ(1) = y. Elegimos la sucesi�on εk de manera

que ∞∏
k=1

(1+ εk) < 1+ ε/δ.

De esta manera

d (γ(j/2n), γ((j+ 1)/2n)) ≤
δ

2n

∞∏
k=1

(1+ εk) < δ/2n(1+ ε/δ) = 1/2n(δ+ ε).

Si t0 = r/2n, t1 = k/2n+p son di�adicos, escribiendo t0 = r2p/2n+p y aplicando la

desigualdad triangular 2pk− r veces, se deduce que

d (γ(t0), γ(t1)) ≤
|2pk− r|

2n+p
(δ+ ε) = |t0 − t1|(δ+ ε).

Esto prueba que γ es Lipschitz en los racionales di�adicos, y por el lema previo se

extiende a la completaci�on (que es el intervalo [0, 1]) a una funci�on continua γ a

valores en X (que estamos suponiendo que es completo) con la misma constante

Lipschitz. Entonces, dada cualquier partici�on π del intervalo [0, 1], se tiene

`(γ, π) =
∑
i

d (γ(ti), γ(ti+1)) ≤
∑
i

|ti − ti+1|(δ+ ε) = δ+ ε.

Luego, `(γ) ≤ δ+ ε.
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8.1.2. Geodésicas

Definición 8.1.11. Diremos que una curva continua γ : [0, 1]→ X en un espacio de

m�etrica interior (X, d) es una geod�esica corta si

d(γ(t), γ(s)) = |t− s|`(γ)

para todo t, s ∈ [0, 1]. Una geod�esica es una curva que es localmente una geod�esica

corta. Diremos que un espacio (X, d) es geod�esico si es de m�etrica interior y para

todo par de puntos existe una geod�esica corta que los une.

Observaci�on 8.1.12. El t��pico ejemplo de geod�esica es una circunferencia m�axima en

la esfera S2 ⊂ R3, s�olo es minimizante para puntos en ella que disten menos que π.

Observaci�on 8.1.13. Si γ une dos puntos x, y de un espacio m�etrico y es corta,

entonces tambi�en es corta restringida a cualquier subintervalo, por la siguiente raz�on.

De no ser as�� (suponiendo que no es corta entre p = γ(s) y q = γ(t)), se tendr��a

d(x, y) = `(γ) = `(γ|[0,s]) + `(γ|[s,t]) + `(γ|[t,1])

> d(x, p) + d(p, q) + d(q, y) ≥ d(x, y)

lo que es absurdo.

8.2. El teorema de Hopf-Rinow métrico

Pasemos a estudiar los espacios geod�esicos. Primero demos algunas de�niciones y

resultados �utiles sobre funciones continuas que aplicaremos a nuestras curvas.

Definición 8.2.1. Una familia F de funciones continuas f : K→ X con K compacto

m�etrico y X m�etrico se dice equicontinua si dados t ∈ K y ε > 0, existe un entorno

abierto Ut ⊂ K tal que

d(f(t), f(s)) < ε

para todo s ∈ Ut, para toda f ∈ F . La familia F se dice puntualmente precompacta

si para todo t ∈ K, el conjunto

{f(t) : f ∈ F } ⊂ X

es precompacto.

Un espacio m�etrico (X, d) es localmente compacto si bolas cerradas su�ciente-

mente peque~nas son compactas. Por ejemplo R2 − {0} es localmente compacto pero

las bolas cerradas cercanas a (pero no centradas en) x = 0 no pueden ser compactas

si tienen radio grande.
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8.2.1. El teorema de Ascoli

Recordemos el teorema de Ascoli para familias de funciones continuas. La demos-

traci�on puede verse en el libro Topolog��a [69, Teorema 47.1], de J. Munkres.

Teorema 8.2.2 (Ascoli). Sean X un espacio m�etrico compacto, Y un espacio

m�etrico. Entonces un subconjunto F ⊂ C(X, Y) es precompacto en la topolog��a

compacto abierta si y s�olo si es una familia equicontinua y puntualmente pre-

compacta.

8.2.2. El teorema de Hopf-Rinow métrico

Estamos en condiciones de probar el Teorema de Hopf-Rinow con toda genera-

lidad, este da un criterio para la existencia de curvas cortas. Aunque no formulado

con este nivel de generalidad, este resultado se suele atribuir a Cohn-Vossen, ya que

aborda el problema en un trabajo del a~no 1935 [27]. El resultado para super�cies,

es ligeramente anterior (1931) y se debe a Hopf y Rinow [51] de ah�� que se haya

generalizado el uso de la denominaci�on Hopf-Rinow para este tipo de teoremas de

existencia de curvas cortas.

Teorema 8.2.3 (Hopf-Rinow). Sea (X, d) un espacio de m�etrica interior, x ∈ X.
Entonces

1. Si X es completo, y Br(x) es compacta para todo 0 < r < ρ, entonces Bρ(x)

es compacta.

2. Si adem�as X es localmente compacto, entonces toda bola cerrada en X es

compacta, y X es geod�esico.

Demostraci�on. Dado x ∈ X, primero probaremos que si Br(x) es compacta para to-

do r ∈ [0, ρ), entonces Bρ(x) es compacta. Sea xn una sucesi�on de puntos en Bρ(x),

extraeremos una subsucesi�on convergente. Podemos suponer, pasando a una subsuce-

si�on, que d(xn, x)↗ ρ pues sino usamos la compacidad de las bolas m�as chicas. Dada

cualquier sucesi�on de n�umeros positivos εk que tiende a cero, para cada k ∈ N existe

n(k) ∈ N tal que d(x, xn) > ρ−εk para todo n ≥ n(k). Considerando el par x, y = xn
en la propiedad del Lema 8.1.10, y tomando r1 = ρ−εk > 0, r2 = d(x, xn)−ρ+εk > 0

para n ≥ n(k), se veri�ca r1+ r2 = d(x, y) con lo cual la distancia entre las bolas del

citado lema es nula. Luego existen, �jado n ≥ n(k) y tomando δn = ρ−d(x, xn) > 0,

elementos yn(k) ∈ Bρ−εk(x), z ∈ Br2(xn) tales que d(yn(k), z) < δn. De aqu�� se

deduce que

d(yn(k), xn) < δn + d(z, xn) ≤ δn + r2 = εk.
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Consideremos el conjunto compacto

C =
∏
k∈N

Bρ−εk(x),

y all�� consideramos ({yn(k)}n≥n(k))k∈N ⊂ C. Podemos extraer una subsucesi�on ynj(k)

convergente para todo k por la compacidad de C, esto es una subsucesi�on que converge

en cada una de las coordenadas k ∈ N. A partir de

d(ynj(k), xnj) ≤ εk,

haciendo tender k → ∞, descubrimos que la sucesi�on {xnj }j∈N es l��mite de ynj(k).

Luego

d(xnj , xnr) ≤ d(xnj , ynj(k)) + d(ynj(k), ynr(k)) + d(ynr(k), xnr)

nos dice que {xnj }j∈N es una sucesi�on de Cauchy en X, convergente por la hip�otesis

de completitud. Ahora veamos que si X es localmente compacto, las bolas cerradas de

cualquier radio son compactas. Dado x ∈ X, si el supremo ρ para el cual Bρ(x) es com-

pacta fuera �nito, consideramos el conjunto compacto Sρ = ∂Bρ(x) y lo cubrimos con

bolas abiertas de clausura compacta. Por compacidad, extraemos un subcubrimiento

�nito Bi y consideramos

Bρ(x) ∪i Bi

que es un conjunto compacto, que contiene una bola cerrada centrada en x de radio

ρ ′ > ρ, que resulta compacta por ser cerrada en un compacto lo cual es una contra-

dicci�on. Ahora veamos que X es geod�esico. Tomemos x, y ∈ X y sea δ = d(x, y). Para

cada n ∈ N existe una curva γn → X que une x con y tal que

`(γn) ≤ δ+ 1/n.

Como podemos suponer que las γn est�an todas parametrizadas por longitud de arco,

reparametrizando el [0, `(γn)] podemos suponer que todas las curvas est�an parame-

trizadas en el intervalo [0, 1], es decir es una familia de funciones {γn} ⊂ C([0, 1], X)
que veri�ca

`(γn|[s,t]) = |s− t|`(γn).

No es dif��cil ver que gracias a esta condici�on la familia {γn} ⊂ C([0, 1], X) es una

familia equicontinua de funciones:

d(γn(t), γn(s)) ≤ `(γn|[s,t]) = |s− t|`(γn) ≤ |s− t|(δ+ 1).

Tomando s su�cientemente cercano a t, se deduce que γn(t) est�a a menos de ε de

γn(s) para todo n ∈ N. Por otra parte, podemos suponer que todas las curvas est�an
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contenidas en la bola cerrada Bδ+1(x) puesto que en caso contrario `(γn) ≥ δ + 1,
luego para t ∈ [0, 1]

{γn(t) : n ∈ N} ⊂ Bδ+1(x)

que es compacto por el ��tem previo. Es decir la familia {γn} ⊂ C([0, 1], X) es pun-

tualmente precompacta. Por el Teorema de Ascoli, existe una subsucesi�on γnk uni-

formemente convergente a una curva continua γ : [0, 1] → X. Como la longitud es

semicontinua inferiormente,

δ ≤ `(γ) ≤ l��m ��nf
k→∞ `(γnk) = δ

lo que prueba que γ es una geod�esica corta que une x con y.

Observaci�on 8.2.4. Si (X, d) es un espacio m�etrico tal que toda bola cerrada es

compacta, entonces es completo. En efecto, si {xn} ⊂ X es de Cauchy, el conjunto

{xn} es acotado y por ende vive en una bola compacta, luego tiene una subsucesi�on

convergente a un punto x ∈ X, y es f�acil ver que xn → x.

Sin embargo, a�un asumiendo que (X, d) es localmente compacto, es falso que ser

geod�esico implique ser completo. Un ejemplo sencillo se obtiene a partir del intervalo

(0, 1) ⊂ R. Este espacio es localmente compacto y geod�esico, pero no es completo1.

8.A. Problemas

8.I. Si γ : [a, b]→ X es continua, probar que `(γ) = 0 implica que γ es constante.

8.II. Probar que ` es invariante por reparametrizaciones.

8.III. Sea (X, d) un espacio m�etrico tal que, para todo x, y ∈ X, r1, r2 > 0 con

r1 + r2 ≤ d(x, y), se tiene

d(Br1(x), Br2(y)) ≤ d(x, y) − r1 − r2,

Probar que para todo x, y ∈ X y ε > 0, existe z ∈ X tal que

m�ax{d(x, z), d(z, y)} ≤ 1/2d(x, y) + ε.

8.IV. ∗ Probar que vale el enunciado rec��proco del ejercicio previo.

1Debo esta aclaraci�on a Marcos Cossarini.
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Cap��tulo 9
Variedades de Finsler

La geometr��a de Finsler es simplemente

geometr��a Riemanniana sin la restricci�on

cuadr�atica.

Shiing-Shen Chern

C ombinaremos en este cap��tulo la noci�on de variedad diferenciable con la

de espacio m�etrico, dando en cada espacio tangente una norma que var��e

de manera continua con el punto base. Estudiaremos variedades con spray

donde las normas sean compatibles con el transporte paralelo, en el sentido que este

sea una isometr��a de la variedad. La frase que abre el cap��tulo puede tomarse de

manera ir�onica, ya que no dispondremos en general de las herramientas habituales

del c�alculo de variaciones de las que dispone Chern para su comentario (ya que la

geometr��a de Finsler cl�asica que �el estudi�o asume que las normas son de clase C2 con

Hessiano de�nido positivo).

9.1. Métricas de Finsler

Dada una variedad M modelada por un espacio de Banach E, consideramos una

norma en cada espacio tangente TpM, p ∈ M, mediante una funci�on continua b :

TM → [0,+∞) con las propiedades usuales de una norma, es decir, denotando V =

(p, v) ∈ TM y b(V) = ‖v‖p, se tiene para v,w ∈ TpM y t ∈ R,

1. b(tV) = |t|b(V),

2. b(V +W) ≤ b(V) + b(W),

3. b(V) ≥ 0 y b(V) = 0 sii V = 0.

La norma se suele denominar m�etrica de Finsler en la variedad M.
243
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9.1.1. Funcionales longitud y enerǵıa

Una m�etrica de Finsler nos permite introducir la funcional longitud de curvas

α : [a, b]→M dada por

Lb(α) =

∫b
a

b(α ′(t))dt =

∫b
a

‖ _α(t)‖α(t)dt,

donde estamos suponiendo que α es continua y C1 a trozos. Observemos que esta

cantidad no depende, por el teorema de cambio de variable en R y la propiedad

b(α ′(t(s))
dt

ds
) =

dt

ds
b(α ′(t(s)))

de la parametrizaci�on de α, s�olo de su imagen. Claramente Lb(α) = 0 si y s�olo si

α es constante, adem�as si α]β denota la curva α : [a, b] → M seguida de la curva

β : [c, d]→M, donde suponemos que α(b) = β(c), entonces

Lb(α]β) = Lb(α) + Lb(β). (9.1)

Tambi�en se suele de�nir la funcional energ��a como

Eb(α) = 1/2

∫b
a

‖ _α(t)‖2α(t)dt.

De�nimos db :M×M→ [0,+∞) como

db(x, y) = ��nf{Lb(γ) : γ ⊂M es C1 a trozos, γ(0) = x, γ(1) = y}.

Supondremos que M es arcoconexa con lo cual db es �nita. Tomando γ ≡ x la

curva constante, se deduce que db(x, x) = 0 para todo x ∈ M. Reemplazando γ por

~γ(t) = γ(1− t) para cada curva γ que une x con y, se deduce que db(x, y) = db(y, x).

La igualdad (9.1) nos dice que

db(x, y) ≤ db(x, z) + db(z, y)

para todo x, y, z ∈M. Es decir db es una pseudo-distancia en M. En ciertos casos es

evidente pero en otros hay que veri�car que db(x, y) = 0 implica x = y.

Observaci�on 9.1.1. Por los mismos motivos que en el caso de arcos continuos y rec-

ti�cables, en general podemos suponer que γ es inyectiva y en particular _γ 6= 0 salvo
tal vez �nitos puntos o un conjunto de medida nula en el intervalo. De esta manera

podemos pensar a las curvas C1 a trozos parametrizadas con velocidad constante en

el intervalo [0, 1] (ver la Observaci�on 8.1.5). En ese caso diremos que γ est�a adaptada

a M y se tiene ‖ _γ‖γ = cte = Lb(γ).
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9.1.1.1. Las variedades de Finsler

Proposición 9.1.2. Para toda curva C1 a trozos vale `(γ) ≤ Lb(γ) y el espacio

(pseudo)-m�etrico (M,db) es un espacio de m�etrica interior.

Demostraci�on. La desigualdad d` ≥ db vale siempre tomando la partici�on trivial

(Observaci�on 8.1.7). Por otra parte, si γ es una curva C1 a trozos que une x, y ∈M,

entonces

d`(x, y) ≤ `(γ) = sup
π
`(γ, π).

Pero para cada partici�on π del intervalo [a, b], se tiene

db(γ(ti), γ(ti+1)) ≤ Lb(γ|[ti,ti+1])

luego

`(γ, π) ≤
∑

Lb(γ|[ti,ti+1]) = Lb(γ),

es decir

d`(x, y) ≤ `(γ) ≤ Lb(γ),

y tomando ��n�mo sobre las curvas γ que son C1 a trozos que unen x con y se tiene

la otra desigualdad d` ≤ db.

9.1.2. Normas acotadas y compatibles

Recordemos que, �jada la norma ‖ · ‖E del espacio de Banach E, consideramos,

para cada p ∈M, al espacio vectorial TpM como un espacio de Banach con la misma

norma via la identi�caci�on natural TpM ' E.

Definición 9.1.3. Dada una norma de Finsler b : TM → R+ sobre M variedad

diferenciable modelada por el espacio de Banach E, diremos que b es acotada supe-

riormente si para cada punto p ∈ M existe una carta (U,ϕ) alrededor de p y una

constante mp > 0 de manera que

mp‖v‖x ≤ ‖ϕ∗xv‖E

para todo x ∈ U, para todo v ∈ TxM. Diremos que b es acotada inferiormente

si para cada punto p ∈ M existe una carta (U,ϕ) alrededor de p y una constante

Mp > 0 de manera que

‖ϕ∗xv‖E ≤Mp‖v‖x
para todo x ∈ U, para todo v ∈ TxU. Diremos que b es acotada, si es acotada

superiormente e inferiormente, es decir para cada p ∈ M existe una carta (U,ϕ)

alrededor de p de manera que

mp‖v‖x ≤ ‖ϕ∗xv‖E ≤Mp‖v‖x

para todo x ∈ U, para todo v ∈ TxU.



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 246 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	

246 Variedades de Finsler

Observaci�on 9.1.4. Si bien la terminolog��a reci�en introducida es clara y en alg�un

sentido cl�asica, en trabajos recientes se ha impuesto la siguiente denominaci�on alter-

nativa, por la que optaremos en lo que sigue. Si b : TM → R+ es una m�etrica de

Finsler, diremos que M es una variedad de Finsler, mientras que si b es acotada

superiormente diremos que M es una variedad de Finsler d�ebil, y si b es acotada

diremos que M es una variedad de Finsler fuerte.

Teorema 9.1.5. Si M es una variedad diferenciable de dimensi�on �nita y b :

TM → R+ es una m�etrica de Finsler, entonces M es una variedad de Finsler

fuerte, es decir b es acotada.

Demostraci�on. Dado p ∈M, tomemos una carta (U,ϕ) alrededor de p, con ϕ(p) =

0 ∈ E. Achicando U podemos suponer que existe r > 0 tal que Br(0) ⊂ ϕ(U). Sea
Tϕ = (ϕ,ϕ∗) la carta que trivializa TU ' ϕ(U) × E. Si S = {x ∈ E : ‖x‖E = 1} es la

esfera unitaria, consideremos el conjunto compacto

C = Tϕ−1Br(0)× S ⊂ TM.

La funci�on b : C → R alcanza m�aximo y m��nimo por ser continua, es decir existen

puntos x, y ∈ ϕ−1Br(0) ⊂ U y vectores v ∈ TxM, w ∈ TyM tales que ‖ϕ∗xv‖E = 1,

‖ϕ∗yw‖E = 1 y

b(x, v) ≤ b(q, z) ≤ b(y,w)

para todo (q, z) ∈ C. Como v,w son enviados a la esfera, son no nulos. Ponemos

m = b(x, v) = ‖v‖x > 0, M = b(y,w) = ‖w‖y > 0 y entonces si z 6= 0,

m ≤ ‖ z

‖ϕ∗qz‖E
‖q ≤M

con lo cual

m ‖ϕ∗qz‖E ≤ ‖z‖q ≤M ‖ϕ∗qz‖E

para todo q ∈ U = ϕ−1Br(0) y todo z ∈ TqM.

Estudiemos qu�e implican estas condiciones de acotaci�on. En primer lugar, hay

que tener en cuenta que si vale la condici�on para alguna carta, entonces vale para

cualquier otra (en el mismo entorno), pues los mapas de transici�on son difeomor�smos

y por ende acotados en un entorno de p. Achicando y trasladando, supondremos que

ϕ(p) = 0 ∈ E y que ϕ(U) = Br(0) ⊂ E. Sean x, y ∈ U, y sea α : [a, b]→M una curva

suave a trozos que los une, α ⊂ U. Sea Γ = ϕ◦α : [a, b]→ ϕ(U) ⊂ E la levantada a la

bola en E. Entonces las tres condiciones de acotaci�on quieren decir respectivamente,

integrando en [a, b], que

mLb(α) ≤ L(Γ),
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L(Γ) ≤MLb(α), (9.2)

mLb(α) ≤ L(Γ) ≤MLb(α),

donde L(Γ) denota la longitud usual de Γ en el espacio de Banach E dada por

L(Γ) =

∫b
a

‖ _Γ‖Edt.

Recordemos que en un espacio normado, el segmento es una curva corta que une

los extremos (ver la Observaci�on 6.1.1), aunque eso no impide que pueda haber otros

caminos cortos.

Si consideramos el segmento Γ(t) = ϕ(x) + t(ϕ(y) −ϕ(x)) ∈ Br(0), se deduce en
el primer caso que, como db(x, y) ≤ Lb(α) para cada α ⊂ U que une x con y, se tiene

mdb(x, y) ≤ ‖ϕ(x) −ϕ(y)‖E. (9.3)

Mientras que en el segundo caso como ‖ϕ(x) − ϕ(y)‖E ≤ L(Γ) para toda Γ tambi�en

se tiene

‖ϕ(x) −ϕ(y)‖E ≤MLb(α). (9.4)

Finalmente, si b es acotada juntando las dos condiciones de arriba obtenemos.

mdb(x, y) ≤ ‖ϕ(x) −ϕ(y)‖E ≤MLb(α), (9.5)

En el primer caso diremos que la m�etrica db est�a acotada superiormente, o

que M es una variedad de Finsler d�ebil. Una condici�on su�ciente para ello es la

siguiente.

Lema 9.1.6. Supongamos que b : TM→ R es localmente Lipschitz. Entonces la

m�etrica db est�a acotada superiormente.

Demostraci�on. La condici�on nos dice que, dados V = (p, v) ∈ TM,W = (q,w) ∈ TM
su�cientemente cerca, entonces existe una constante K > 0 que depende del entorno

de V tal que, en una carta (U,ϕ) all��, se tiene

|b(W) − b(V)| ≤ K‖ϕ(q) −ϕ(p)‖E + K‖ϕ∗qw−ϕ∗pv‖E.

Achicando, suponemos queϕ(U) es una bola centrada en el origen de E. Sean x, y ∈ U,
sea S(t) = ϕ(x) + t(ϕ(x) − ϕ(y)) el segmento que los une en la bola, t ∈ [0, 1].

Pongamos x = p, q = α(t) = ϕ−1S(t) que es una curva suave en U que une x con y.

Tomemos w = _α ∈ TqM, v = 0 ∈ TxM. Entonces nos queda ϕ∗qw = _S, luego

| ‖ _α‖α − 0| ≤ Kt‖ϕ(x) −ϕ(y)‖E + K‖ϕ(x) −ϕ(y)‖E.

Integrando respecto de t en [0, 1] se obtiene Lb(α) ≤ 3/2K‖ϕ(y) − ϕ(x)‖E, lo que

prueba (9.3) con m = 2
3K

.
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Volviendo a las otras condiciones (b acotada inferiormente y b acotada), uno es-

tar��a tentado de tomar ��n�mo sobre las curvas α a la derecha de (9.4) y de (9.5)

para obtener all�� tambi�en db(x, y). Pero las curvas α que estamos considerando son

especiales en el sentido que α ⊂ U es una restricci�on.

Observaci�on 9.1.7. Denotemos con Sr = ∂Br(0) la esfera de radio r en E. A�rmamos

que d = dist(Sr, Sr/2) = r/2. Supongamos que d < r/2, entonces existen x ∈ Sr/2,
y ∈ Sr tales que ‖x− y‖ < r/2. Pero

r/2 = r− r/2 = ‖y‖− ‖x‖ ≤ ‖y− x‖ < r/2

es una contradicci�on, luego d ≥ r/2. La otra desigualdad es trivial.

El siguiente resultado est�a adaptado del libro de H. Upmeier [86].

Lema 9.1.8. Si b es acotada inferiormente (9.4), entonces todo abierto de M es

un abierto de (M,d). Adem�as para x, y su�cientemente cerca existe una carta

(U,ϕ) tal que

‖ϕ(x) −ϕ(y)‖E ≤Mdb(x, y).

En particular db es una distancia en M, es decir db(x, y) = 0 implica x = y.

Demostraci�on. Tomamos una carta (U,ϕ) alrededor de x donde b es acotada infe-

riormente, y de manera que ϕ(U) = Br(0) ⊂ E. Achicando U podemos suponer que

ϕ est�e de�nida en un entorno un poco m�as grande de U. Sean α : [0, 1] → M una

curva suave a trozos tal que α(0) = x, J ⊂ [0, 1] la componente conexa de α−1(U) que

contiene a t = 0. Entonces si b es acotada inferiormente (9.4),

sup
t∈J
‖ϕ(x) −ϕ(α(t))‖E ≤MLb(α|J) ≤MLb(α). (9.6)

A�rmamos que si t0 ≤ 1/Mdist(ϕ(x), Sr) (la distancia en el espacio de Banach E),

entonces Bt0(x) ⊂ U. Tomemos z ∈ Bt0(x), supongamos que z /∈ U, entonces tomando

una curva α que une x con z, se tiene

sup
t∈J
‖ϕ(x) −ϕ(α(t))‖E ≥ dist(ϕ(x), Sr)

pues ϕ ◦ α se sale de Br(0) en E. Si db(z, x) < t0, existe una curva α ⊂M que une x

con z tal que

Lb(α) < t0 = 1/Mdist(ϕ(x), Sr).

Juntando estas desigualdades se tiene la contradicci�on

dist(ϕ(x), Sr) ≤ sup
t∈J
‖ϕ(x) −ϕ(α(t))‖E ≤MLb(α) < dist(ϕ(x), Sr).
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Estamos suponiendo que U = ϕ−1Br(0). Tomemos V = ϕ−1Br/2(0) y la restricci�on

de ϕ al abierto V ⊂M. A�rmamos que

‖ϕ(x) −ϕ(y)‖E ≤Mdb(x, y).

para x, y ∈ V. Supongamos que no es as��, entonces existen x, y ∈ V tales que ‖ϕ(x)−
ϕ(y)‖E > Mdb(x, y), luego existe una curva γ ⊂ M suave a trozos con γ(0) = x,

γ(1) = y y adem�as

MLb(γ) < ‖ϕ(x) −ϕ(y)‖E ≤ r.

Luego, por (9.6), se tiene

sup
t∈J
‖ϕ(x) −ϕ(γ(t))‖E < ‖ϕ(x) −ϕ(y)‖E.

Si fuera γ ⊂ U, entonces se tendr��a J = [0, 1] lo que nos lleva a la contradicci�on

‖ϕ(x) −ϕ(y)‖E ≤ sup
t∈J
‖ϕ(x) −ϕ(α(t))‖E < ‖ϕ(x) −ϕ(y)‖E.

Luego γ se sale de U, o equivalentemente ϕ◦γ se sale de Br(0), es decir (ϕ◦γ)∩Sr 6= ∅.
Entonces tambi�en ϕ ◦ γ toca Sr/2 al menos dos veces (una vez al ir y otra al volver).

Luego

L(ϕ ◦ γ) ≥ r/2+ r/2 = r,

con lo cualMLb(γ) ≥ L(ϕ ◦ γ) ≥ r, y esto es una contradicci�on. Por �ultimo, veamos

que db es una m�etrica. Sean x, y ∈M con db(x, y) = 0, (U,ϕ) carta de M alrededor

de x, con ϕ(x) = 0 donde vale la desigualdad del enunciado,

‖ϕ(y)‖ ≤ Mdb(x, y).

Si y /∈ U, existe r > 0 tal que y /∈ Br(x) luego db(x, y) ≥ r lo cual es absurdo. Luego

y ∈ U, y entonces 0 = db(x, y) implica ϕ(y) = 0, luego x = y.

Corolario 9.1.9. Si vale (9.5), es decir si b es acotada, para x, y ∈ U se tiene

mdb(x, y) ≤ ‖ϕ(x) −ϕ(y)‖E ≤Mdb(x, y),

y las topolog��as de M como variedad sobre E y de (M,d) como espacio m�etrico

son equivalentes.

Es decir, las variedades de Finsler fuertes son extensiones buenas de las variedades

de Finsler de dimensi�on �nita.
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9.1.2.1. Hopf-Rinow en variedades de Finsler

De acuerdo a la terminolog��a de espacios de m�etrica interior, diremos que una

curva continua γ : [a, b]→ (M,db) es una geod�esica corta si su longitud coincide con

la distancia entre los puntos que une.

Es conveniente comparar el siguiente resultado con los resultados y ejemplos de

la Secci�on 10.4 del contexto Riemanniano.

Corolario 9.1.10 (Hopf-Rinow). Si el espacio de Banach que modela M es de

dimensi�on �nita y (M,db) es completo, entonces dados x, y en M existe una

geod�esica corta (continua) que los une.

Demostraci�on. El espacio m�etrico (M,db) es localmente compacto pues E lo es, y

al ser (M,db) de m�etrica interior, se tiene el corolario por el Teorema 8.2.3.

Observaci�on 9.1.11. Si localmente se puede reemplazar curvas cortas γ por curvas

µi de clase C1, que resulten cortas, entonces todo par de puntos x, y ∈ M se puede

unir con una curva C1 a trozos tal que Lb(β) = db(x, y). Esto es porque si π es una

partici�on del intervalo [0, 1] de manera que, en la curva corta continua γ del corolario

previo, los puntos γ(ti), γ(ti+1) est�an su�cientemente cerca, entonces reemplazando

γ en ese intervalo por µi y de�niendo

β = µ1 ] . . . ] µn

como la concatenaci�on de las curvas µi, se tiene

Lb(β) =
∑
i

Lb(βi) =
∑
i

d(γ(ti), γ(ti+1)) =
∑
i

`(γ|[ti,ti+1])

= `(γ) = db(x, y).

9.2. Variedades de Finsler con spray

Una variedad M sobre un espacio de Banach E, provista de una norma b : TM→
[0,+∞) como en la secci�on anterior, que de�na una pseudo-distancia db :M×M→
[0,+∞), la denominaremos una variedad de Banach-Finsler o directamente una

variedad Finsleriana y denotaremos con (M,db) al espacio m�etrico inducido. Dire-

mos que M es m�etricamente completa para b si (M,db) resulta un espacio m�etrico

completo. Si b es acotada superiormente, diremos que M es una variedad de Finsler

d�ebil, mientras que si b es acotada, diremos queM es una variedad de Finsler fuerte.

En el caso de que M tenga un spray dado F : TM → TTM, diremos que M es

una variedad Finsleriana con spray si M es Finsleriana y la m�etrica b es invariante

por el transporte paralelo del spray a lo largo de geod�esicas. Es decir si para toda
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geod�esica del spray α ⊂ M, y para todo z ∈ Tα(s)M, para todo s, t ∈ Dom(α), se

veri�ca

‖Pts(α)z‖α(t) = ‖z‖α(s).

Como el transporte paralelo de _α(s) es simplemente _α(t), se tiene

‖ _α(t)‖α(t) = cte = ‖v‖p

si α(t) = expp(tv). Es decir, las geod�esicas tienen velocidad constante.

El siguiente resultado se relaciona con el Teorema de Hopf-Rinow del contexto

Riemanniano (Teorema 10.4.3).

Proposición 9.2.1. Si M es una variedad de Finsler fuerte con spray, entonces

cada una de las siguientes a�rmaciones implica la que le sigue:

1. El espacio (M,db) es completo.

2. Todas las geod�esicas de M est�an de�nidas en todo R.

3. M es geod�esicamente completa, es decir D(exp) = TM.

4. Existe p ∈M tal que Dom(expp) = TpM.

Demostraci�on. La �unica a�rmaci�on que hay que probar es 1 ⇒ 2, las dem�as son

triviales. Para verlo, sea α = expp(tv) una geod�esica, supongamos que Dom(α) =

(a, b) con 0 < b <∞. Sea {tn} ⊂ (a, b) una sucesi�on que crece hasta b. Entonces es

una sucesi�on de Cauchy, pero para m > n se tiene

db(α(tn), α(tm)) ≤ Lb(α|[tn,tm]) =

∫tm
tn

‖ _α(t)‖α(t)dt = (tm − tn)‖v‖p,

lo que nos dice que {α(tn)} ⊂ M es de Cauchy y por hip�otesis converge a un punto

q ∈M. Tomemos un entorno normal W de q ∈M como en el Teorema 6.2.3, con la

exponencial de�nida en Br(0) para todo y ∈W. Como la m�etrica es acotada, podemos

tomar k0 ∈ N tal que α(tk) ∈W y tk > b− r para todo k ≥ k0. Consideremos

µ(s) = expα(tk)(s _α(tk))

de�nida por lo menos en (−r, r). Esta resulta una geod�esica del spray, que coincide

con α(tk) en s = 0 y tiene la misma velocidad inicial all��. Luego por unicidad µ

coincide con α, es decir α(s + tk) = µ(s). Pero s + tk > b si s est�a su�cientemente

cerca de r, lo que contradice que α estaba de�nida s�olo en (a, b).
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9.3. Métricas de Finsler v́ıa operadores acotados

Supongamos que en una carta (U,ϕ) de M �jamos una norma en E, no nece-

sariamente compatible con la topolog��a de E. Supongamos que tenemos una secci�on

continua p 7→ Ap con Ap ∈ GL(E) para todo p ∈ U. Esto nos permite introducir una

norma en cada espacio tangente de la siguiente manera

‖v‖p = ‖Apϕ∗pv‖,

para todo v ∈ TpM, para todo p ∈ U. Con nuestra identi�caci�on habitual de TpM

con E, podemos denotar esto como ‖v‖p = ‖Apv‖ sin posibilidad de confusi�on. Esto

nos de�ne una m�etrica de Finsler b : TU→ R de manera obvia,

b(V) = b(p, v) = ‖v‖p.

Observemos que ‖v‖p ≤ ‖Ap‖‖v‖ y ‖v‖ ≤ ‖A−1
p ‖‖v‖p, luego usando la continui-

dad de p 7→ Ap, las normas ‖ · ‖ y ‖ · ‖p son localmente equivalentes y en particular

si ‖ · ‖ daba la topolog��a de E, entonces b : TU→ R es una norma acotada.

Si podemos hacer esto en un cubrimiento por cartas de M, de manera que en las

intersecciones las secciones A coincidan (por ejemplo si M admite particiones de la

unidad), entonces podemos de�nir as�� una m�etrica de Finsler b : TM → R en M.

La condici�on de compatibilidad que se debe cumplir en la intersecci�on U ∩ V para

obtener all�� la misma norma es la siguiente: si (V,ψ) es otra carta con una asignaci�on

q 7→ Bq ∈ GL(E), necesitamos que

‖Apϕ∗pv‖ = ‖Bpψ∗pv‖

para todo p ∈ U ∩ V, para todo v ∈ TpM.

Observaci�on 9.3.1. En particular, si M tiene dimensi�on �nita, toda norma as�� de�-

nida es acotada y por ende (M,db) es una variedad de Finsler fuerte.

Observaci�on 9.3.2. Si ‖ · ‖ es alguna norma en E (no necesariamente equivalente

a la norma original del espacio de Banach E) entonces una construcci�on similar a

la reci�en introducida nos permite de�nir una m�etrica de Finsler en M que no es

necesariamente acotada. Y es evidente que esta m�etrica ser�a acotada superiormente

si la norma introducida es continua, es decir si existe C > 0 de manera que

‖v‖ ≤ C‖v‖E para todo v ∈ E,

donde ‖ · ‖E denota aqu�� la norma de E que lo hace espacio de Banach.
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9.4. Métricas invariantes

Un caso particular de la discusi�on de la secci�on previa es el siguiente. Sea G un

grupo de Lie-Banach, g = T1G su �algebra de Lie-Banach. Como TgG = LgT1G y

TG ' G × g via los difeomor�smos Lg : v 7→ gv, dada una norma �ja ‖ · ‖g en g,

podemos de�nir, para w ∈ TgG,

‖w‖g := ‖Lg−1w‖g.

En este caso se obtiene una norma b : TG→ R+ que es acotada puesto que, para g ∈
G, si consideramos la carta alrededor de g dada por ϕ−1 = Lg exp : B ⊂ g → G con

B entorno de cero su�cientemente peque~no como para que exp sea un difeomor�smo

con su imagen, si h = ϕ(x) ∈ U = ϕ−1(B) y v ∈ ThU, entonces

ϕ∗hv = (Lg exp)
−1
∗h v = (exp∗x)

−1Lg−1v,

luego

Lh−1v = Lh−1g(exp∗x)ϕ∗hv = Ahv,

con Ah = Lh−1g(exp∗x)ϕ∗h que es claramente un operador lineal inversible que

depende suavemente de h ∈ U. Esta m�etrica se denomina m�etrica invariante a

izquierda en G, pues veri�ca

‖Lhw‖hg = ‖w‖g

para todo h, g ∈ G, para todo w ∈ TgG. De hecho, es f�acil ver que toda m�etrica

invariante a izquierda en G se construye de esta manera.

9.4.1. Métricas invariantes y el spray canónico

Recordemos que el spray can�ononico F : TG→ TTG est�a dado por F(w) = wg−1w

para g ∈ G y w ∈ TgG, y que el nombre se debe a que las geod�esicas del spray

can�onico son las curvas a un par�ametro α(t) = getv donde ex denota la exponencial

del grupo como grupo de Lie-Banach, en el caso concreto del grupo de inversibles de

un �algebra de Banach, est�a dada por la serie de potencias usual. Recordemos (Ejemplo

7.6.3 en la Secci�on 7.6) que el transporte paralelo a lo largo de las geod�esicas est�a

dado por

P(α)10z = ge
1
2
vg−1ze

1
2
v

para z ∈ TgG. Veamos en qu�e casos esta m�etrica invariante a izquierda es compatible

con el spray. Deber��a ocurrir que

‖e− 12vg−1ze 12v‖g = ‖ge 12vg−1ze 12v‖gev = ‖z‖g = ‖g−1z‖g,
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es decir, llamando w = g−1v ∈ g, que

‖e− 12vwe 12v‖g = ‖w‖g

para todo v,w ∈ g. Equivalentemente, eadv = Adev : g → g debe ser una isometr��a

para la norma dada, para todo v ∈ g. En general, esto es falso por supuesto. Pero en

el caso del grupo de isometr��as de un �algebra de Banach, es evidentemente cierto si la

norma es la original del �algebra (en particular para el grupo de unitarios de un �algebra

C∗ con la norma uniforme). Tambi�en dada cualquier norma ‖ · ‖I unitariamente

invariante en el �algebra A, se observa que la m�etrica es compatible con el spray

can�onico.

9.4.2. Espacios homogéneos y métricas cocientes

Dado un espacio homog�eneo O = G · x0 = G/K de un grupo de Lie-Banach G, si

el grupo tiene una m�etrica de Finsler b : TG→ R+ bi-invariante, podemos considerar

el espacio (pseudo)-m�etrico (G,db). Si el subgrupo K es cerrado para esta m�etrica, es

relativemente sencillo probar que

_d(gK, hK) = ��nf
k1,k2∈K

db(gk1, gk2)

es una distancia en el cocienteO. Esto es, se toma la distancia entre las �bras gK, hK ⊂
G que son conjuntos cerrados disjuntos, y esto de�ne una distancia entre clases en el

cociente.

Por otra parte, podemos considerar en O que es una variedad diferenciable bajo

ciertas hip�otesis de regularidad del mapa cociente, la m�etrica cociente bO : O → R+.

Esta se de�ne de la siguiente manera: si k es el �algebra de Lie-Banach del grupo de

isotrop��a K, y π = πx0 : G → O es la proyecci�on π(h) = h · x0, entonces para

x = g · x0 ∈ O y [w] = π∗w ∈ TxO ponemos

‖[w]‖x := ��nf
k∈k
‖w− gk‖g.

Esta de�nici�on no depende del w ∈ TgG que de�ne la clase [w] ∈ Tg·x0O, y tampoco

del g ∈ G tal que g · x0 = x. De�nimos dO como la distancia inducida por la m�etrica

de Finsler cociente en O.
Sean g, h ∈ G, k1, k2 ∈ K, sea Γ ⊂ G que une gk1 con gk2. Entonces si γ = π◦Γ ⊂

O se tiene que γ une g · x0 con h · x0. Adem�as

‖ _γ‖γ := ��nf
k∈k
‖ _Γ − Γk‖Γ ≤ ‖ _Γ‖Γ ,

luego

LO(γ) ≤ Lb(Γ).
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Entonces

dO(g · x0, h · x0) ≤ Lb(Γ),

y tomando ��n�mo sobre todas las curvas Γ de estas caracter��sticas se tiene

dO(g · x0, h · x0) ≤ db(gk1, hk2).

Tomando ahora ��n�mo sobre k1, k2 ∈ K, descubrimos que siempre vale la desigualdad

dO ≤ _d.

Respecto de la otra desigualdad, en general para obtenerla es necesario tener suple-

mentos en G que provean de curvas cortas en el cociente, o al menos aproximaciones

de las mismas. Ejemplos de esto en espacios homog�eneos del grupo unitario de un

�algebra de operadores pueden hallarse en los trabajos [5, 8, 35, 36] de Andruchow,

Dur�an, Chiumiento, Larotonda, Mata-Lorenzo y Recht.

9.4.3. Operadores positivos con métricas simétricas

Dada una C∗-�algebra A, recordemos que denotamos con G+
A al cono de operadores

positivos e inversibles de A. Seg�un vimos (Ejemplo 7.6.5.2), se puede reducir el spray

can�onico del grupo total de inversibles a este cono, para obtener las geod�esicas

γa,b(t) = a exp(t log(a
−1b)) = a

1/2
(
a−
1/2ba−

1/2
)t
a
1/2

que une a, b ∈ G+
A. El transporte paralelo a lo largo de γa,b est�a dado por

P(γ)z = a
1/2(a−

1/2ba−
1/2)

1/2a−
1/2za−

1/2(a−
1/2ba−

1/2)
1/2a

1/2

para z = z∗ ∈ TaG+
A = Ah. Sea ‖ · ‖I una norma sim�etrica en A (Ap�endice D.2),

entonces de�nimos

‖v‖a := ‖a−1/2va−1/2‖I

para a ∈ I, v ∈ Ih. El espacio

G+
A = {a ∈ G+

A : a− 1 ∈ I}

es un espacio homog�eneo del grupo de inversibles

GA = {g ∈ GA : g− 1 ∈ GA}

por la acci�on a 7→ gag∗. Esta acci�on es transitiva y su grupo de isotrop��a en a = 1

es el grupo de operadores unitarios

UI = {u ∈ U : u− 1 ∈ I}
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Esta m�etrica tiene la siguiente propiedad: es invariante por la acci�on mencionada. La

prueba es elemental,

‖gvg∗‖gag∗ = ‖(gag∗)−1/2gvg∗(gag∗)−1/2‖I
= ‖(gag∗)−1/2ga1/2 · a−1/2va−1/2 · a1/2g∗(gag∗)−1/2‖I .

Llamando u = (gag∗)−
1/2ga

1/2 se tiene que u ∈ U y entonces

‖gvg∗‖gag∗ = ‖ua−
1/2va−

1/2u∗‖I = ‖a−1/2va−1/2‖I = ‖v‖a. (9.7)

En particular, el transporte paralelo a lo largo de geod�esicas es una isometr��a (basta

inspeccionar la expresi�on arriba mencionada de P) y entonces la m�etrica es compatible

con el spray. A partir de esta propiedad es f�acil ver que

LI(γa,b) = ‖ ln(a−
1/2ba−

1/2)‖I

(Ejercicio 9.iii). Esta m�etrica tiene una propiedad adicional, que enunciamos como

un lema a continuaci�on. Esta propiedad est�a fuertemente vinculada al teorema de

Cartan que abordamos en la pr�oxima secci�on. Recordemos que la expresi�on de la

exponencial de este spray est�a dada por

expa(z) = a
1/2 exp(a−

1/2za−
1/2)a

1/2.

Se trata de un difeomor�smo global, por lo observado en el Teorema 4.6.1.

Lema 9.4.1. Para todo a ∈ G+
I , v,w ∈ Ih y toda norma unitariamente inva-

riante ‖ · ‖I en A se veri�ca

‖(expa)∗vw‖expa(v) ≥ ‖w‖a.

Demostraci�on. Llamemos x = a−
1/2va−

1/2, y = a−
1/2wa−

1/2. A partir de la expre-

si�on de la exponencial en a ∈ G+
A, considerando una curva z = z(t) ⊂ G+

A tal que

z(0) = v, _z(0) = w, obtenemos

(expa)∗vw = a
1/2 [exp∗x y]a

1/2,

donde ahora exp denota la exponencial usual del �algebra y exp∗x denota la diferencial

de la exponencial en x ∈ A. Por otra parte expa(v) = a
1/2exa

1/2, luego

‖(expa)∗vw‖expa(v) = ‖a
1/2 [exp∗x y]a

1/2‖
a
1/2exa

1/2
.

Tomando g = a
1/2, b = ex, v = exp∗x y, y usando que la m�etrica es invariante por la

acci�on b 7→ gbg∗, se tiene

‖(expa)∗vw‖expa(v) = ‖ exp∗x y‖ex = ‖e−x2 [exp∗x y] e−
x
2 ‖I .
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Invocamos la f�ormula de la diferencial de la exponencial (Teorema 4.6.1)

e−
x
2 exp∗x(y)e

−x
2 =
∏
n∈N

(
1−

ad2x

4n2π2

)
(y) =

∏
k 6=0

(
1− i

adx

2kπ

)
(y).

Ahora bien, consideremos el espacio de Banach I que se obtiene al completar A con

la norma ‖ · ‖I . Consideremos a su vez el �algebra de Banach B = B(I) de todos los

operadores acotados en I. Sea c = x
2kπ
∈ A, k ∈ Z 6= 0. Como c∗ = c, se tiene que

e±ic ∈ U , y entonces para todo z ∈ A, y todo t ∈ R,

‖eitadcz‖I = ‖eitcze−itc‖I = ‖z‖I

pues la norma es unitariamente invariante. Por densidad, se deduce que el elemento

eiadc ∈ B = B(I) es una isometr��a, luego adc ∈ Herm(B) es decir adc es elemento

Hermitiano del �algebra (ver la Secci�on 4.5). Luego, por la Proposici�on 4.5.5, se tiene

‖(1− iadx
2kπ

)(y)‖I = ‖(1− iadc)y‖I ≥ ‖y‖I .

Entonces se tiene la desigualdad

‖
∏

(1− i
adx

2kπ
)(y)‖I ≥ ‖y‖I = ‖a−1/2wa−1/2‖I = ‖w‖a

para cualquier producto �nito, y tomando l��mite se tiene la desigualdad deseada

‖(expa)∗vw‖expa(v) ≥ ‖w‖a.

Observaci�on 9.4.2. Recordemos que una norma de un espacio normado E se dice

estrictamente convexa o rotunda si la esfera de E no contiene segmentos, o equiva-

lentemente

‖x+ y‖ < ‖x‖+ ‖y‖

excepto en el caso particular en el que x, y est�an alineados. No es dif��cil ver que en

un espacio normado con norma estrictamente convexa, la �unica curva corta que une

dos vectores v,w ∈ E es el segmento usual (Ejercicio 9.iv).

Como consecuencia de las observaciones previas, se tiene el siguiente teorema que

caracteriza las curvas minimales.

Teorema 9.4.3. Con las hip�otesis del lema previo, γa,b es una geod�esica corta

que une a, b ∈ G+
I , que resulta �unica si la norma ‖ ·‖I es estrictamente convexa.

En particular,

dI(a, b) = LI(γa,b) = ‖ ln(a−
1/2ba−

1/2)‖I .
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Demostraci�on. Sea α ⊂ G+
I suave a trozos, sea Γ = lnγ el �unico logaritmo autoad-

junto de γ, que tambi�en es suave a trozos pues ln es una funci�on anal��tica. A�rmamos

que

LI(α) ≥ L(Γ), (9.8)

donde la �ultima longitud es la longitud de arco usual en el espacio lineal I dada por

L(Γ) =
∫
‖ _Γ‖I . Y de aqu�� se sigue que

dI(γ(1), γ(0)) ≥ ‖Γ(1) − Γ(0)‖I (9.9)

Para probar (9.8), observemos que como γ = exp(Γ), entonces _γ = exp∗Γ _Γ con lo

cual

‖ _γ‖γ = ‖γ−1/2 exp∗Γ _Γγ−
1/2‖I

y este �ultimo t�ermino es por el lema previo mayor o igual que ‖ _Γ‖I . Integrando se

obtiene la a�rmaci�on. Supongamos ahora que α ⊂ G+
I es una curva suave a trozos

tal que α(0) = a, α(1) = b, y consideremos β = a−
1/2αa−

1/2. Por la invariancia de

la m�etrica (tomando g = a−
1/2 en la ecuaci�on (9.7)), se obtiene

LI(β) =

∫
‖ _β‖β =

∫
‖a−1/2 _αa−1/2‖

a−1/2αa−1/2
=

∫
‖ _α‖α = LI(α),

y por otra parte, como β(0) = 1, β(1) = a−
1/2ba

1/2 = ev, se tiene, invocando (9.9)

que

LI(β) ≥ dI(1, ev) ≥ ‖v− 0‖I = LI(γa,b).

Es decir LI(α) ≥ LI(γa,b), y tomando ��n�mo sobre todas las curvas α se obtiene

la tesis. Supongamos ahora que la norma del ideal I es estrictamente convexa, si se

llegara a tener que α es corta entonces

L(ln(β)) ≤ LI(β) = LI(α) = LI(γa,b) = ‖v‖I

esto querr��a decir que lnβ es una curva corta que une 0 con v y por la unicidad

debiera ser lnβ(t) = tv, luego β(t) = etv con lo cual

α(t) = a
1/2etva

1/2 = γa,b(t).

Antecedentes de este resultado para la norma uniforme de un �algebra de opera-

dores pueden hallarse en los trabajos [28, 29] de A. Maestripieri, G. Corach y D.

Stojano�.
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9.5. El teorema de Cartan

En esta secci�on probamos el teorema de Cartan para variedades de Finsler con

spray que veri�can una condici�on denominada como curvatura semi-negativa. La

versi�on para super�cies del teorema se debe a J. Hadamard [43] y se remonta al

a~no 1896. Posteriormente (1946) Eli�e Cartan demostr�o el teorema para variedades

Riemannianas abstractas [23]. En el a~no 1965, J. McAlpin extiende en su tesis doctoral

[64] este resultado a variedades de Riemann-Hilbert, y recientemente, en 2002, K.-H.

Neeb extiende el resultado a variedades de Finsler con spray [72], esta �ultima es la

versi�on que presentamos aqu��.

Definición 9.5.1. Sea f :M→ N una aplicaci�on C1 entre variedades diferenciables.

Diremos que

1. f tiene la propiedad de levantadas �unicas de curvas si para todo y = f(p) ∈ N
y toda curva γ ⊂ N que sea C1 a trozos y comience en y, existe una �unica curva

Γ ⊂M que es C1 a trozos que comienza en p y es una levantada de γ, es decir

γ = f ◦ Γ .

2. f es un revestimiento si f es sobreyectiva y para todo y ∈ N existe un entorno

abierto Uy ⊂ N de manera que f−1(Uy) es una uni�on disjunta ∪i∈IVi de

abiertos en M, y f|Vi : Vi → Uy es un difeomor�smo para todo i ∈ I.

Teorema 9.5.2. Sean (M, bM) una variedad de Finsler fuerte completa y

(N, bN, FN) una variedad de Finsler fuerte, con spray y conexa. Sea f : M → N

dos veces diferenciable y un difeomor�smo local tal que existe C > 0 de manera

que

‖f∗V‖bN ≥ C‖V‖bM
para todo V ∈ TM. Entonces f tiene la propiedad de levantadas �unicas de curvas,

es un revestimiento y (N,d) es completa.

Demostraci�on. Sean y = f(p) ∈ N, z ∈ N. Como N es conexa, existe una curva

γ : [0, 1]→ N adaptada a N de manera que γ(0) = y, γ(1) = z. Sea

L = {t ∈ [0, 1] : γ|[0,t] tiene una levantada �unica Γ ⊂M con Γ(0) = p}.

El conjunto L es no vac��o pues 0 ∈ L, y adem�as es abierto pues f es un difeomor�smo

local de clase C1. Est�a claro que si t0 ∈ L entonces [0, t0] ∈ L pues se toma la

restricci�on de la levantada para cada s ∈ [0, t0]. Es decir, L es un intervalo de la

pinta [0, s) con s ≤ 1. Sea Γ : [0, s)→M una levantada de γ|[0,s). Tomemos tn ↗ s,

entonces

CdM(Γ(tn), Γ(tm)) ≤ CLbM(Γ |[tn,tm]) ≤ LbN(γ|[tn,tm))

= |tn − tm|LbN(γ),

http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=24555
http://www.genealogy.ams.org/id.php?id=81192&fChrono=1
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lo que prueba que Γ(tn) es de Cauchy en M y por ende converge a un punto q. Por

la continuidad de f debe ser γ(tn)→ f(q) luego f(q) = γ(s). Entonces

CdM(Γ(t), q) ≤ LbN(γ|[t,s]) = |t− s|LbN(γ)

lo que prueba que l��m
t→s− Γ(t) = q. Si s = 1, ya terminamos. Si no es as��, usando que

f es un difeomor�smo local, podemos extender Γ m�as all�a de s levantando γ, lo cual

es absurdo. Esto prueba que f tiene la propiedad de levantadas �unicas y adem�as que

f es sobreyectiva.

Ahora vamos a reducir el problema al caso en el que f es una isometr��a local, es

decir que ‖f∗V‖ = ‖V‖ para todo V ∈ TM. Para ello, consideramos la m�etrica b∗M en

M dada por

‖V‖b∗
M

= ‖f∗V‖bN
para V ∈ TM. Como f es un difeomor�smo local, esta m�etrica es acotada, es decir

induce una m�etrica dM∗ localmente equivalente con la original de M y por ende con

la misma topolog��a. Es m�as, se tiene

‖V‖b∗
M

= ‖f∗V‖bN ≥ C‖V‖bM

globalmente luego db∗
M
≥ CdbM lo que nos dice que (M,dM∗) es un espacio m�etrico

completo pues si {xn} es de Cauchy, entonces es de Cauchy en (M,dM) luego converge

a un punto x ∈M y como la m�etrica es compatible, la convergencia tambi�en ocurre

en (M,dM∗).

Como f es un difeomor�smo local, existen abiertos U ⊂ M, V ⊂ N tales que

f∗ : TU → TV es un difeomor�smo. Luego la diferencial de f∗, que denotaremos

T2fV : TVTM→ Tf∗VTN, es una aplicaci�on inversible en cada V ∈ TM. Ahora llevamos

el spray de N para atr�as, de�niendo F : TM→ TTM como

F(V) = (T2f)−1FN(f∗V).

En una carta, se tiene

T2f ΓM(V,W) = ΓN(f∗V, f∗W) (9.10)

para V,W ∈ TM. A�rmamos que (M, bM∗ , F) es una variedad de Finsler con spray, es

decir que la m�etrica es invariante por transporte paralelo del spray. Sea α ⊂M una

geod�esica tomemos β = f ◦ α ⊂ N. Se tiene

FN(β
′) = FN(f∗α

′) = T2fFM(α ′) = T2fα ′′ = β ′′

luego β es una geod�esica de N. En particular

expN ◦f∗ = f ◦ expM . (9.11)
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Para z ∈ Tα(0)M y ξ = ξz el transporte paralelo a lo largo de α determinado en

forma �unica por la ecuaci�on diferencial{
_ξ = ΓM(ξ, _α)

ξ(0) = z .

Sea η ∈ TN, η ∈ Lev(f ◦ α) dada por η = f∗ ◦ ξ. Entonces η(0) = f∗z y por (9.10)

_η = T2f _ξ = T2fΓM(ξ, _α) = ΓN(f∗ξ, f∗ _α) = ΓN(η, (f ◦ α)_).

Esto prueba que f∗PM = PN, es decir f∗ transforma el tranporte paralelo en M en el

transporte paralelo en N. Luego

‖PM(α)V‖bM∗ = ‖f∗PM(α)V‖bN = ‖PN(f ◦ α)f∗V‖bN
= ‖f∗V‖bN = ‖V‖bM∗ .

Luego el spray FM es compatible con la m�etrica bM∗ .

Ahora por la Proposici�on 9.2.1, la exponencial de M est�a de�nida en todo TM, y

por (9.11), se tiene D(expN) ⊃ f∗TM = TN pues f es sobreyectiva y un difeomor�smo

local, luego (N, FN) tambi�en es geod�esicamente completa.

Ahora veamos que (N,dN) es m�etricamente completa, sea {yn} de Cauchy en

N, pasando a una subsucesi�on podemos suponer que dN(yn, yn+1) < 1/2n. Por la

propiedad de levantada �unica, podemos hallar una sucesi�on {xn} de Cauchy en M

tal que f(xn) = yn pero adem�as dM∗(xn, xn+1) < 1/2
n: dados y1, y2, tomamos una

curva γ ⊂ N que los une tal que LN(γ) < 1/2, la levantamos y usamos que f es una

isometr��a para de�nir x1, x2 con la propiedad deseada. Ahora tomamos una curva

en N del longitud < 1/22 que une y2 con y3, la levantamos a M y usando que f

es una isometr��a obtenemos x3 tal que d(x3, x2) < 1/2
2, y as�� sucesivamente. Como

(M,dM∗) es completo, existe x ∈M tal que xn → x. Si y = f(x), se tiene

dN(yn, y) = dM∗(xn, x)→ 0

luego yn → y.

Por �ultimo, dado y ∈ N, tomamos una bola abierta B centrada en el origen de

TyN de manera que expy |B : B→ V = expy(B) ⊂ N sea un difeomor�smo. Vamos a

probar que f es un revestimiento sobre V. Para cada x ∈ f−1(y), de�nimos

Bx = f−1∗x (B) ⊂ TxM, Vx = expx(Bx) ⊂M.

Observemos que f(Vx) = f(expx(Bx)) = expy(f∗xBx) = expy(B) = V por (9.11). Es

m�as, como f|Vx ◦ expx |Bx : Bx → V coincide con expy |B ◦ f∗x, entonces expx |Bx es

inyectiva, pero adem�as

expx |Bx = f|−1Vx ◦ expy |B ◦ f∗x
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luego expx |Bx → Vx es un difeomor�smo y en particular Vx ⊂M es abierto. A�rma-

mos que f−1(V) = ∪x/f(x)=yVx y que los Vx son disjuntos, lo que probar��a que f es

un revestimiento. Como f(Vx) = V para todo x tal que f(x) = y, hay que probar la

otra inclusi�on. Sea z ∈ f−1(V), luego f(z) = expy(v) para alg�un v ∈ B, y la geod�esica

β(t) = expy((1 − t)v) se levanta en forma �unica a una geod�esica α ∈ M tal que

f ◦α = β y adem�as α(0) = z. Sea x = α(1) ∈M, entonces f(x) = f ◦α(1) = β(1) = y.
Como v ∈ B, de la relaci�on

f∗x _α(1) = _β(1) = −v

se deduce que w = − _α(1) = f−1∗x (v) ∈ Bx, y adem�as z = expx(w) ∈ Vx pues z es el

otro extremo de la geod�esica α.

Ahora sean p 6= q ∈ f−1(y), veamos que Vp ∩ Vq = ∅. Consideremos z ∈ Vp ∩ Vq
dado por

z = expp(v) = expq(w)

con v ∈ Bp, w ∈ Bq. Aplicando f y usando (9.11) se obtiene

expy(f∗pv) = expy(f∗qw),

usando que expy |B es inyectiva tenemos que f∗pv = f∗qw. Las dos geod�esicas

α1(t) = expp(tv), α2(t) = expq(tw)

terminan en z, componiendo con f y usando nuevamente (9.11) se deduce que las dos

son levantadas de

β(t) = expy(tf∗pv) = expy(tf∗qw).

Por la unicidad de las levantadas, debe ser p = α1(0) = α2(0) = q.

Un difeomor�smo local f :M→ N es isometr��a local entre variedades de Finsler

si ‖f∗V‖ = ‖V‖ para todo V ∈ TM (ver la Secci�on 10.6). Entonces obtenemos el

corolario siguiente:

Corolario 9.5.3. Sea f :M→ N isometr��a local C2 entre variedades de Finsler

fuertes, con M completa y N conexa. Entonces (N,dN) es completa y f es un

revestimiento.

Definición 9.5.4. Sea (M, b, F) una variedad de Finsler con spray. Diremos que M

tiene curvatura semi-negativa si para cada punto p ∈ M, y para v ∈ Dom(expp),

el operador (expp)∗v : TpM → Texpp(v)M es expansivo e invertible. Es decir, si es

invertible y para todo w ∈ TpM se veri�ca

‖(expp)∗vw‖expp(v) ≥ ‖w‖p.
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La raz�on del nombre se debe a que en el contexto Riemanniano (ver Secci�on 10.7),

esta condici�on es equivalente a que M tenga curvatura seccional semi-negativa (≤ 0)
para todo p ∈M (Teorema 10.9.5).

Teorema 9.5.5 (Cartan-Hadamard-Grossmann-McAlpin-Neeb). Sea (M, b, F) va-

riedad de Finsler fuerte con spray, conexa, de curvatura semi-negativa y geod�esi-

camente completa. Entonces para cada p ∈ M la exponencial expp : TpM → M

es un revestimiento y (M,d) es completa.

Demostraci�on. Aplicamos el teorema anterior a la aplicaci�on expp : TpM → M,

donde le damos a TpM la estructura de variedad de Finsler usual como espacio de

Banach.

Corolario 9.5.6. Sea (M, b, F) una variedad de Finsler fuerte con spray conexa,

completa y de curvatura semi-negativa. Sea p ∈M, entonces

1. M tiene la propiedad EMI local (exponential metric increasing): para todo

v,w ∈ TpM su�cientemente peque~nos,

dM(expp(v), expp(w)) ≥ ‖v−w‖p.

2. Dados x, y ∈ M su�cientemente cercanos, existe una geod�esica del spray

que es corta y los une.

3. Si M es simplemente conexa, entonces expp : TpM → M es un difeomor-

�smo, hay una �unica geod�esica corta para cada par de puntos en M y M

tiene la propiedad EMI global.

Demostraci�on. Sea Br(0) ⊂ TpM un entorno del origen donde expp es un difeomor-

�smo, sea γ ⊂ M una curva adaptada a M que une x = expp(v) con y = expp(w).

Levantamos γ a una curva Γ ∈ TpM tal que Γ(0) = v. Sea w ′ = Γ(1); como

γ(1) = expp(w
′) = expp(w) y expp es un revestimiento, si r es su�cientemente

peque~no debe ser ‖v−w‖ ≤ ‖v−w ′‖. Como γ = expp ◦Γ , se tiene

‖ _γ‖γ = ‖(expx)∗Γ _Γ‖γ ≥ ‖ _Γ‖p

Luego

‖v−w‖p ≤ ‖Γ(1) − Γ(0)‖p = ‖
∫1
0

_Γdt‖p ≤
∫1
0

‖ _Γ‖pdt ≤ L(γ).

Tomando ��n�mo sobre las curvas γ que unen x con y se tiene la EMI.
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Si y ∈ M est�a su�cientemente cerca de x, escribiendo y = expx(v) como en el

argumento previo, y considerando γ(t) = expx(tv), se tiene

‖v− 0‖x ≤ d(expx(v), expx(0)) = d(y, x) ≤ L(γ) = ‖v‖x,

luego L(α) = d(x, y).

SiM es simplemente conexa, entonces expp tiene que ser inyectiva, porque en caso

contrario, dados v,w ∈ TpM con x = expp(v) = expp(w), el segmento S ⊂ TpM que

une v con w va a parar a un lazo ` ⊂M con `(0) = `(1) = x que no se puede retraer.

Expl��citamente, sabemos que expp es localmente inyectiva por ser un revestimiento.

Luego v,w deben estar en secciones disjuntas de exp−1p (x), es decir tomando un

entorno V de x donde las �bras son abiertos disjuntos, v,w deben estar en dos de

estos abiertos Uv, Uw de TpM distintos. Pero como el lazo ` ⊂ M se puede retraer,

a partir de un momento tendremos un lazo que cae en el entorno V de x, y este se

levanta de forma �unica a una curva Γ ⊂ Uv que comienza en v. Pero expp |Uv es

inyectiva lo que contradice que expp ◦Γ es un lazo cerrado en x.

Dados x, y ∈M, sea v ∈ TxM el �unico tal que expx(v) = y. Sea α(t) = expx(tv),

entonces

‖v− 0‖x ≤ d(expx(v), x) = d(y, x) ≤ L(α) = ‖v‖x,

Luego L(α) = d(x, y). La unicidad de las geod�esicas cortas y la globalidad de la EMI

se siguen trivialmente de la inyectividad de expp.

Las variedades de curvatura semi-negativa completas, conexas y simplemente co-

nexas se denominan variedades de Cartan-Hadamard. En particular, de acuerdo al

ejemplo trabajado en la secci�on anterior, el cono positivo de un �algebra C∗ con una

norma unitariamente invariante que hace de I un espacio de Banach, es una variedad

de Cartan-Hadamard, y se recupera el Teorema 9.4.3, siempre y cuando la norma sea

equivalente con la norma uniforme. Sin embargo, en el caso en el que el ideal no es

completo, la prueba ad-hoc de la secci�on previa funciona pero la prueba general del

teorema de Cartan de esta secci�on se desmorona ya que para probar la existencia y

unicidad de levantadas se utiliza la completitud. En el caso en el que (M,bM) no

es completa se obtiene (copiando la prueba del Teorema 9.4.3) el siguiente resultado

cuya demostraci�on dejamos como ejercicio (Ejercicio 9.v).

Teorema 9.5.7. Sea (N, bN, FN) variedad de Finsler con spray conexa de cur-

vatura semi-negativa, donde no se asume que los tangentes de N son completos

con la norma b. Supongamos que existe x ∈ N tal que expx es inyectiva. Enton-

ces dado y = expx(v) ∈ N, la geod�esica γ(t) = expx(tv) es una curva corta que

une x con y.
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9.A. Problemas

9.I. Si O = G/K con K ⊂ G subgrupo del grupo m�etrico (G,d), probar que en caso

de que d sea bi-invariante,

_d(gK, hK) = ��nf
k1,k2∈K

d(gk1, hk2)

de�ne una pseudo-distancia en O, y que esta es una distancia cuando K es cerrado

en (G,d).

9.II. Si G,K son grupos de Lie-Banach y O tiene una estructura diferenciable, sea

b : TG→ R+ una m�etrica de Finsler. Probar que, para x = g · x0 ∈ O y [w] ∈ TxO =

π∗gw,

‖[w]‖x = ��nf
k∈k
‖w− gk‖g

no depende de w ∈ TgG ni de g ∈ G.

9.III. Sea A un �algebra C∗ y sea ‖ · ‖I una norma unitariamente invariante en A.
Probar que si

γa,b(t) = a
1/2
(
a−
1/2ba−

1/2
)t
a
1/2,

entonces `I(γa,b) = ‖ ln
(
a−
1/2ba−

1/2

)
‖I .

9.IV. Sea (E, ‖ ·‖) un espacio normado con una norma estrictamente convexa. Probar,

dados v,w ∈ E, el segmento s(t) = tw + (1 − t)v es la �unica curva suave a trozos en

E cuya longitud coincide con d(v,w) = ‖v−w‖.

9.V. Probar el Teorema 9.5.7 imitando la prueba del Teorema 9.4.3.
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Cap��tulo 10
Variedades Riemannianas y

pseudo-Riemannianas

Las ecuaciones son la parte aburrida de la

matem�atica. Yo intento ver las cosas en

t�erminos de la geometr��a.

Stephen Hawking

S upongamos que E, el espacio de Banach que modela M, admite una forma

bilineal sim�etrica y continua 〈 , 〉 : E × E → C tal que 〈z, z〉 ∈ R para todo

z ∈ E. Supongamos adem�as que E = E+⊕E− y que la forma es estrictamente

de�nida positiva en E+ y estrictamente de�nida negativa en E−, y estos subespacios

resultan ortogonales para la forma bilineal. Fijada una carta (U,ϕ) deM, si tenemos

una secci�on continua A : U → GL(E+ ⊕ E−) (en el sentido que el operador Ap tiene

como subespacios invariantes a E+, E−) de�nimos

〈v,w〉p = 〈Apϕ∗pv,Apϕ∗pw〉

para p ∈ U y v,w ∈ TpU. Una vez m�as identi�camos TpU con E y denotamos esta

expresi�on como

〈v,w〉p = 〈Apv,Apw〉.

Diremos que esta es una m�etrica Riemanniana cuando E− = 0, es decir si 〈z, z〉 ≥ 0
para todo z ∈ E, lo que implica por supuesto que

〈v, v〉p = 〈Apv,Apv〉 ≥ 0

para todo p ∈ U, para todo v ∈ TpM. En este caso, de�nimos una m�etrica de Finsler-

Riemann como

‖v‖p =
√
〈v, v〉p.

267
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Llamemos H a la completaci�on de E con la forma bilineal 〈 , 〉. Entonces la

extensi�on de Ap a H (que seguiremos llamando Ap) es un operador inversible en

B(H) y por ende gp = g(p) = A∗pAp ∈ B(H) es positivo e inversible. Entonces

〈v,w〉p = 〈Apv,Apw〉 = 〈g(p)v,w〉 = 〈v, g(p)w〉.

Bajo ciertas condiciones de pegado al cambiar de carta para tener compatibilidad so-

bre las que no discurriremos, este producto escalar y su m�etrica asociada se extienden

a todo M.

Se tiene entonces una secci�on g : M 7→ Bil(TM) que se denomina m�etrica Rie-

manniana en M de manera tal que

g(p)(v,w) = 〈v,w〉p = 〈v, gpw〉 = 〈gpv,w〉

para todo v,w ∈ TpM. Tambi�en es habitual denotar 〈v,w〉g cuando el punto base

est�a claro del contexto, y diremos que (M,g) es una variedad Riemanniana.

En caso de que el espacio de Banach E fuese un espacio de Hilbert y 〈 , 〉 su
producto interno (o uno equivalente a este), es f�acil ver que la m�etrica que intro-

dujimos es compatible con la original (en el sentido de que la m�etrica b dada por

b(p, v)2 = 〈v, v〉p es acotada, ver la Secci�on 9.1.2).

En el caso pseudo-Riemanniano se procede en forma an�aloga, pero teniendo pre-

sente que el operador g(p) = A∗pAp es autoadjunto, tiene espectro real y no nulo,

y se puede descomponer en dos operadores positivos e inversibles g+ : E+ → E+,

g− : E− → E− de manera que

g(p) = g+(p) − g−(p).

Como g : U 7→ GL(E), su diferencial g∗p en cada p ∈ U es un operador de E en

B(E), es decir g∗p : E 7→ B(E). Luego �jado z ∈ E, se veri�ca g∗p,z : E 7→ E es lineal

y acotado, y denotaremos g∗p,zw a la acci�on de este sobre w ∈ E.
De la simetr��a 〈v, gpw〉 = 〈gpv,w〉, si p = pt es una curva en U con p0 = p y

_p0 = z, se tiene

〈v, g∗p,zw〉 = 〈g∗p,zv,w〉.

10.1. La derivada de Levi-Civita

En general, dada una variedad con spray (M,F), puede haber muchas m�etricas

en M que hagan de esta una variedad de Finsler con spray, en el sentido que el

transporte paralelo sea isom�etrico. El problema rec��proco es a�un m�as dif��cil, es decir,

no es sencillo hallar, para una variedad de Finsler, un spray que sea compatible con

la m�etrica. Sin embargo, en el caso Riemanniano y pseudo-Riemanniano, gracias a la
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linealidad o suavidad de las m�etricas involucradas este problema tiene soluci�on �unica

en un sentido que precisamos a continuaci�on. Salvo que se indique lo contrario,

no necesitamos suponer que la norma de Finsler inducida por la m�etrica g es

acotada.

Teorema 10.1.1. Sea (M,g) una variedad pseudo-Riemanniana. Entonces existe

un spray F en M compatible con la m�etrica que veri�ca

〈Pt0(α)v, Pt0(α)w〉g = 〈v,w〉g

para toda curva α ⊂M de clase C2 y todo v,w ∈ Tα(0)M. El spray F es �unico en

los siguientes sentidos equivalentes:

1. Dados tres campos X, Y, Z en M, si ∇ denota la derivada covariante del

spray, se veri�ca

X(〈Y, Z〉g) = 〈∇XY, Z〉g + 〈Y,∇XZ〉g. (10.1)

2. Si α : J → M es una curva de clase C2, Dt denota la derivada covariante

respecto de α y las curvas η, µ ∈ Lev(α), entonces
d

dt
〈η, µ〉g = 〈Dtη, µ〉g + 〈η,Dtµ〉g. (10.2)

Este spray se denomina spray can�onico o spray m�etrico y la derivada covariante

se denomina derivada m�etrica o derivada de Levi-Civita. En una carta, el spray

est�a dado por

〈Fp(v), g(p)z〉 = −〈g∗p,vv, z〉+ 1/2〈g∗p,zv, v〉. (10.3)

Demostraci�on. La existencia est�a dada localmente por la �ultima expresi�on. La forma

bilineal inducida se recupera polarizando,

2〈Γp(v,w), g(p)z〉 = 〈g∗p,zw, v〉− 〈g∗p,wz, v〉− 〈g∗p,vz,w〉, (10.4)

y de aqu�� se obtienen las expresiones para campos y derivadas covariantes.

Veamos que el spray es compatible con la m�etrica: si µv, µw son los transportes

paralelos de v,w ∈ Tα(0)M a lo largo de una curva α ∈M, entonces de la propiedad

de la derivada covariante, derivando

g(t) = 〈Pt0(α)v, Pt0(α)w〉g

respecto de t se deduce que la derivada es nula, luego esta expresi�on es constante y

debe coincidir con su valor en t = 0 que es justamente 〈v,w〉g. Poniendo v = w se

deduce que el spray es compatible con la m�etrica.

La unicidad del spray y la prueba de que se extiende adecuadamente a todo M

pegando las expresiones locales puede verse en el libro de Lang, [58, Cap��tulo VIII,

§4, Teorema 4.1].
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De aqu�� en m�as toda variedad (M,g) pseudo-Riemanniana la pensaremos con su

spray can�onico.

10.1.1. La derivada de Levi-Civita de una subvariedad

Un caso elemental que nos permite aplicar los resultados del teorema previo, es

cuandoM ⊂ H es una subvariedad de un espacio de Banach provisto de un producto

interno (H, 〈·, ·〉). En ese caso, dados p ∈M, v,w ∈ TpM, identi�cando TpM con un

subespacio de H, podemos darle a TpM el producto interno

〈v,w〉p = 〈v,w〉.

Diremos que (M,g) tiene la m�etrica inducida o la m�etrica de subespacio.

En esta secci�on supondremos que la m�etrica es acotada superiormente, lo cual

equivale a decir que la forma bilineal β(v,w) = 〈v,w〉g es continua, y en particular

es l��cito usar la regla de derivaci�on del producto. Es decir, estamos en el contexto

de variedades Riemannianas d�ebiles.

Sea Ep ∈ B(H) el �unico proyector ortogonal (Ep = E2p = E∗p) con rango TpM.

A�rmamos que el spray m�etrico de M coincide con el spray dado por derivar y

proyectar al tangente, de acuerdo a los resultados de la Secci�on 6.6. Es decir,

Lema 10.1.2. Sea M ⊂ H con la m�etrica inducida y el spray m�etrico. Dada

α ⊂M y µ ∈ Lev(α), se tiene

Dtµ = Eα _µ

y en particular dado η ∈ Lev(α)

d

dt
〈η, µ〉 = 〈 _η, µ〉+ 〈η, _µ〉.

Demostraci�on. Sabemos que esta f�ormula de�ne, por el Teorema 6.6.1, un spray en

la variedadM, para probar que es el spray m�etrico, por la unicidad del mismo, basta

probar la condici�on de compatibilidad (10.2). Pero

〈Dtη, µ〉 = 〈Eα _η, µ〉 = 〈 _η, Eαµ〉 = 〈 _η, µ〉,

pues Eα es un operador autoadjunto y similarmente 〈η,Dtµ〉 = 〈η, _µ〉, y como vale

la regla
d

dt
〈η, µ〉 = 〈 _η, µ〉+ 〈η, _µ〉

puesto que la m�etrica es acotada superiormente, se tiene la condici�on de compatibi-

lidad.

Antes de seguir desarrollando la teor��a riemanniana, veamos algunos ejemplos que

ya visitamos, a la luz de las nuevas de�niciones:
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10.1.1.1. La Grassmanniana en los autoadjuntos

Para la Grassmanniana de un �algebra de operadores (Ejemplo 7.6.6), dado un

proyector p = p∗ = p2 se ten��a el spray

Fp(x) = −2εpx
2,

con εp = 2p− 1 la simetr��a asociada a p y x = xp+ px ∈ ACh = TpP(A). Equivalen-
temente, εpx = −xεp. De�nimos la m�etrica Riemanniana

‖x‖p := ‖x‖2,

con ‖x‖22 = Tr(x∗x), y Tr denota la traza del �algebra. A�rmamos que el spray antes

introducido es el spray m�etrico de esta m�etrica. En particular la m�etrica Riemanniana

no es otra que la de la Grassmanniana como subvariedad del espacio de Hilbert Ah
con la norma Frobenius (Lema 10.1.2).

Proposición 10.1.3. Sea p ∈ P(A), x, y ∈ ACh = TpP(A) y consideremos a la

Grassmanniana con la m�etrica Riemanniana

〈x, y〉g = Tr(xy).

Entonces el spray m�etrico de (P(A), g) est�a dado por Fp(v) = −2εpv
2. En parti-

cular si α ⊂ P(A) es de clase C2 y η ∈ Lev(α) se tiene que

Dtη = _η+ εα(η _α+ _αη)

es la derivada de Levi-Civita de la variedad.

Demostraci�on. Basta chequear la condici�on de compatibilidad a lo largo de una

curva α ⊂M,
d

dt
〈η, µ〉g = 〈Dtη, µ〉g + 〈η,Dtµ〉g

para η, µ ∈ Lev(α). El lado izquierdo es simplemente

Tr( _ηµ) + Tr(η _µ), (10.5)

mientras que

〈Dtη, µ〉g = Tr(µ[ _η+ εα(η _α+ _αη)])

= Tr(µ _η) + Tr(µεαη _α) + Tr(µεα _αη)

y

〈η,Dtµ〉g = Tr(η[ _µ+ εα(µ _α+ _αµ)])

= Tr(η _µ) + Tr(ηεαµ _α) + Tr(ηεα _αµ).

Pero εαη = −ηεα y lo mismo se aplica a µ, puesto que µ, η ∈ TαP(A), y casi todos

los t�erminos se cancelan usando la propiedad c��clica de la traza, salvo el concerniente

a la ecuaci�on (10.5), probando as�� la compatibilidad.
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10.1.2. Sprays métricos en espacios homogéneos

En esta secci�on, H es un espacio de Hilbert complejo y separable, B(H) denota
los operadores acotados en H mientras que B(H)0, K(H) denotan respectivamente

los operadores de rango �nito y los compactos. Seguimos la notaci�on del Ap�endice D

de normas sim�etricas en sucesiones e ideales de operadores compactos.

Consideremos a los operadores de Hilbert-Schmidt B2(H) con el producto interno

〈a, b〉 = ReTr(ab∗),

donde ahora Tr denota la traza in�nita dada por Tr(x) =
∑
n≥0〈xen, en〉 y {en}n≥1 es

cualquier base ortornormal del espacio de Hilbert H (ver el la Secci�on D.1.3 para m�as

detalles), y le agregamos unidad de manera natural, considerando A = B2(H)⊕ C y

la norma

‖k+ λ‖2 :=
√
‖k‖2 + |λ|2.

Si se pre�ere, se puede considerar al �algebra de matrices A = Mn(C) con la norma

Frobenius

‖a‖2 = Tr(|a|2)
1/2.

Observemos que estas son normas sim�etricas, por ende unitariamente invariante. In-

troducimos la m�etrica invariante a izquierda en los operadores inversibles, de acuerdo

a lo discutido en la Secci�on 9.4

‖v‖g := ‖g−1v‖2.

Esta proviene del producto interno

〈v,w〉g := 〈g−1v, g−1w〉 = ReTr(g−1vw∗(g∗)−1) = ReTr((gg∗)−1vw∗)

para v,w cualesquiera y g inversible.

10.1.2.1. El spray métrico del grupo de inversibles

Procedemos a calcular el spray m�etrico para nuestros ejemplos de grupos inversi-

bles y sus espacios homog�eneos. Esta cuenta es especialmente relevante ya que, como

vimos en la Secci�on 9.4, esta m�etrica invariante a izquierda no es compatible con el

spray can�onico del grupo de inversibles.

A partir de la expresi�on de la m�etrica se deduce que gpv = (pp∗)−1v. Consideran-

do una curva de inversibles x(t) tal que x(0) = p, _x(0) = z, obtenemos la expresi�on

g∗p,zv = −(pp∗)−1(zp∗ + pz∗)(pp∗)−1v = −gp(zp
∗ + pz∗)gpv.

Luego, de la expresi�on local del spray can�onico (10.3) deducimos que (multiplicando

por 2 para trabajar con el doble de la parte real de la traza)

2〈gpFp(v), z〉 = ReTr(gpFp(v)z∗ + Fp(v)∗gpz).
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Por otro lado, el t�ermino de la derecha en (10.3), despu�es de ciertas manipulaciones

usando la ciclicidad de la traza, es igual a

ReTr([gpvv
∗gpp− gpvp

∗gpv− gppv
∗gpv]z

∗+

+[p∗gpvv
∗gp − v

∗gpvp
∗gp − v

∗gppv
∗gp]z).

Como esto tiene que valer para todo z, se deduce (usando que p∗gp = p−1) que

Fp(v) = vp
−1v+ pv∗gpv− vv

∗(p∗)−1. (10.6)

Si tomamos w = p−1v, es decir llevamos la velocidad v al origen del grupo, se obtiene

p−1Fp(pw) = w
2 +w∗w−ww∗.

10.1.2.2. Geodésicas

La ecuaci�on de las geod�esicas se calcula como es usual a partir de α ′′ = F(α ′),

obteni�endose

�α = _αα−1 _α+ α _α∗(αα∗)−1 _α− _α _α∗(α∗)−1,

esto es

α−1�α = (α−1 _α)2 + (α−1 _α)∗α−1 _α− α−1 _α(α−1 _α)∗. (10.7)

Llamando β = α−1 _α, la ecuaci�on de Euler se convierte en

_β = [β∗, β].

Despu�es de algunas experimentaciones, surge que la �unica geod�esica del spray con

α(0) = g ∈ GA y _α(0) = gv = g(x + iy) (donde x, y ∈ Ah son la parte real e

imaginaria de v respectivamente), es la curva

α(t) = get(x−iy)e2tiy. (10.8)

Una manera de probar que α veri�ca la ecuaci�on del spray es llamando w =

e−2tiyxe2tiy. Entonces

_α = α(w− iy) + α2iy = α(w+ iy),

con lo cual

α−1 _α = w+ iy,

y el lado derecho de la ecuaci�on (10.7) se convierte en

(w+ iy)2 + (w− iy)(w+ iy) − (w+ iy)(w− iy) = w2 − y2 + i(3wy− yw).
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Por otro lado, como �α = _α(w + iy) + α _w, y _w = 2i(wy − yw), entonces tambi�en se

veri�ca

α−1�α = (w+ iy)2 + 2i(wy− yw) = w2 − y2 + i(3wy− yw).

Notemos que estas curvas pueden reescribirse como

α(t) = getv
∗
et(v−v

∗). (10.9)

Observaci�on 10.1.4. La m�etrica invariante a izquierda del grupo general lineal, se

presenta de manera natural al estudiar el problema del cuerpo r��gido generalizado

desde el punto de vista de la mec�anica cl�asica. Recomendamos al lector interesado el

excelente Ap�endice 2 del libro de mec�anica de V. I. Arnol'd [13]. El estudio del grupo

lineal con esta conexi�on, pero reemplazando la norma 2 por las normas p dadas por la

traza, puede encontrarse en el trabajo [9] del a~no 2011, y es para destacar que el caso

no Riemanniano es mucho m�as complejo y se desconoce una f�ormula general para las

geod�esicas.

Observaci�on 10.1.5. Restringiendo el spray al grupo unitario, si consideramos p =

u ∈ U , v = uv0 ∈ TuU , con v∗0 = −v0 ∈ Aah, la ecuaci�on del spray se reduce de la

siguiente manera

Fu(v) = Fu(uv0) = vu
∗v+ uv∗v− vv∗u = uv20 − uv

2
0 + uv

2
0

= uv20 = vu
∗v = vu−1v,

que no es otra cosa que el spray can�onico del grupo. En particular la derivada de Levi-

Civita en campos invariantes a izquierda es ∇XY = 1/2[X, Y]. No es casual entonces

que las geod�esicas (10.8) se reduzcan a los grupos a un par�ametro cuando la velocidad

inicial es anti Hermitiana (x = 0), es decir

α(t) = get(0−iy)e2tiy = getiy

es un grupo a un par�ametro.

Volviendo al caso general, a partir de la ecuaci�on del spray (10.6), polarizando

obtenemos la expresi�on de la forma bilineal Γ , que es, para g ∈ G y v = gx,w = gy ∈
TgG,

2g−1Γg(gx, gy) = xy+ yx+ x∗y+ y∗x− xy∗ − yx∗.

Sean Xg = gV, Yg = gW campos invariantes a izquierda, con V,W ∈ A. De�nimos los

campos adjuntos como X∗g = gV∗, Y∗g = gW∗. Entonces un simple c�alculo, usando que

la conexi�on del spray est�a dada por ∇XY = Y ′X − Γ(X, Y), nos devuelve la conexi�on

de Levi-Civita del grupo de inversibles con la m�etrica invariante a izquierda dada por

la norma Frobenius

∇XY = 1/2 {[X, Y] + [X, Y∗] + [Y, X∗]} , (10.10)
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donde [X, Y] = LXY denota como siempre el corchete de Lie de los campos dado

por [X, Y]g = g[V,W], etc. Atenci�on que esta expresi�on s�olo es v�alida para campos

invariantes a izquierda; en el caso �nito dimensional se extiende por linealidad a todos

los campos de manera usual usando que los campos en las direcciones de una base

del tangente, forman una base del espacio de todos los campos como m�odulo sobre

C∞(M).

La derivada covariante del spray es Dtµ = _µ− Γ(µ, _α). Para α ⊂M y η ∈ Lev(α),
ponemos

β = α−1 _α, µ = α−1η.

Entonces un simple c�alculo nos devuelve la siguiente f�ormula concreta para la derivada

covariante:

α−1Dtη = _µ+ 1/2 {[β, µ] + [β, µ∗] + [µ, β∗]} . (10.11)

10.2. Cálculo de variaciones

Estudiaremos en esta secci�on la geometr��a cl�asica de variedades Riemannianas

y pseudo Riemannianas con sus herramientas distintivas: el c�alculo de variaciones,

las coordenadas polares, el Lema de Gauss, la curvatura seccional. En esta parte

estudiamos la relaci�on entre curvas cortas y geod�esicas del spray mediante el c�alculo

de variaciones. Nuevamente supondremos en esta secci�on que la m�etrica es acotada

superiormente, es decir que (M,g) es una variedad Riemanniana d�ebil.

Diremos que una curva γ : [0, 1] → M es admisible si es C1 y con derivada no

nula a trozos, es decir existe π = {0 = t0 ≤ · · · ≤ tn+1 = 1} de manera que γ|(ti,ti+1)
es C1 y con derivada no nula, y adem�as existen los l��mites

l��m
t→t+

i

_γ(t) = _γ(t+i ), l��m
t→t−

i

_γ(t) = _γ(t−i )

para todo i = 1, .., n.

Observaci�on 10.2.1. Sea η : [0, 1] → TM una curva C1 y con velocidad no nula. Si

(M,g) es Riemanniana, entonces

2‖ _η‖ d
dt
‖ _η‖ = d

dt
‖ _η‖2 = 2〈 _η,D _η _η〉g

por (10.2). Luego
d

dt
‖ _η‖ = 1

‖ _η‖
〈 _η,D _η _η〉g.

Dada una curva admisible γ : [0, 1]→M, si J = (−ε, ε) es un intervalo, de�nimos

una variaci�on como una funci�on continua ν : J×[0, 1] de manera que ν(0, t) = γ(t), νs
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es admisible para cada s �jo y la restricci�on de ν a los rect�angulos (−ε, ε)× (ti, ti+1)

es dos veces diferenciable.

Diremos que la variaci�on es con un extremo �jo si νs(0) = γ(0) para todo s ∈
(−ε, ε), y diremos que la variaci�on es propia si tiene los dos extremos �jos.

Denotaremos con ′ a la derivada de ν respecto de s y con _ a la derivada de ν

respecto de t. Denotaremos con Ds a la derivada covariante a lo largo de νt (con t

�jo) y con Dt a la derivada covariante a lo largo νs (con s �jo).

Lema 10.2.2. Sea (M,g) pseudo-Riemanniana. Entonces

1. Si ν es una variaci�on de γ, entonces Ds _ν = Dtν
′, es decir

Dν ′t _ν(s, t) = D _νsν
′(s, t)

para (s, t) ∈ J× [0, 1].

2. Sea γ ⊂ M admisible con velocidad constante, sea µ ∈ Lev(γ) suave a

trozos. Existe ε > 0 tal que si J = (−ε, ε) y ν : J× [0, 1]→M est�a dada por

ν(s, t) = expγ(t)(sµ(t)),

entonces ν es una variaci�on de γ con ν ′(0, t) = µ(t). La variaci�on ν es

propia si y s�olo si µ(0) = µ(1) = 0.

Demostraci�on. La prueba del primer ��tem es trivial: los dos lados son iguales a

_ν ′ − Γν( _ν, ν
′), puesto que Γ es sim�etrica y (ν ′)_= _ν ′.

Respecto del segundo ��tem, podemos suponer, re�nando la partici�on, que los in-

tervalos donde γ y µ son suaves, son los mismos. Cubrimos tambi�en γ con entornos

uniformemente normales (Secci�on 6.2.1) y nos quedamos con un cubrimiendo �nito;

trabajamos en cada intervalo de γ que cae dentro de uno de estos entornos, para

poder tomar, en cada caso, s su�cientemente peque~no como para que sµ(t) ∈ Tγ(t)M
est�e en el entorno del origen donde expγ(t) es un difeomor�smo con su imagen. Se

sigue que ν es suave en los rect�angulos donde γ lo era y adem�as cada νs es admisible

puesto que

νs : t 7→ expγ(t)(sµ(t)).

Como ν0(t) = expγ(t)(0µ(t)) = γ(t), se trata de una variaci�on de γ. Por otra parte,

ν ′(0, t) =
d

ds

∣∣∣∣
(0,t)

ν = (expγ(t))∗sµ(t)µ(t)

∣∣∣∣
s=0

= µ(t).

Por �ultimo, como

νs(0) = expγ(0)(sµ(0)) y νs(1) = expγ(1)(sµ(1)),

para todo s ∈ J, se deduce que ν es propia si y s�olo si µ(0) = µ(1) = 0.
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10.2.1. Fórmulas variacionales

A continuaci�on presentamos la primera f�ormula de variaci�on para variedades rie-

mannianas y pseudo-riemannianas:

Teorema 10.2.3. Sean (M,g) Riemanniana, γ ⊂ M admisible con velocidad

constante, µ ∈ Lev(γ) suave a trozos. Tomemos

ν(s, t) = expγ(t)(sµ(t)),

la variaci�on propia de γ del lema previo. Entonces

L(γ)
d

ds

∣∣∣∣
s=0

L(νs) = −

∫1
0

〈Dt _γ, µ〉gdt+
n∑
i=1

〈µ(ti), _γ(t−i ) − _γ(t+i )〉g

+〈µ(1), _γ(1−)〉g − 〈µ(0), _γ(0+)〉g.

Demostraci�on. En primer lugar, como el integrando es continuo est�a justi�cado de-

rivar debajo del signo integral. Ahora calculamos, usando la Observaci�on 10.2.1 y el

primer ��tem del lema previo

d

ds
‖ _ν‖ν =

1

‖ _ν‖
〈 _ν,Ds _ν〉 =

1

‖ _ν‖
〈 _ν,Dtν ′〉

con t ∈ (ti, ti+1) �jo pues all�� _ν 6= 0. Evaluando en s = 0, como v0(t) = γ(t) y

v ′0(t) = µ(t), obtenemos

d

ds

∣∣∣∣
s=0

‖ _ν‖ν =
1

‖ _γ‖
〈 _γ,Dtµ〉.

Por otra parte,
d

dt
〈 _γ, µ〉 = 〈Dt _γ, µ〉+ 〈 _γ,Dtµ〉.

Reemplazando esta expresi�on en la inmediata anterior, recordando que ‖ _γ‖ = k = cte,

obtenemos

k
d

ds

∣∣∣∣
s=0

‖ _ν‖ν =
d

dt
〈 _γ, µ〉− 〈Dt _γ, µ〉.

Integrando respecto de t en [ti, ti+1], se tiene

k

∫ti+1
ti

d

ds

∣∣∣∣
s=0

‖ _ν‖ν = 〈 _γ, µ〉|ti+1ti
−

∫ti+1
ti

〈Dt _γ, µ〉dt.

Sumando sobre i = 0, . . . , n tenemos la f�ormula del enunciado agrupando convenien-

temente.



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 278 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	

278 Variedades Riemannianas y pseudo-Riemannianas

Corolario 10.2.4. Sean (M,g) Riemanniana d�ebil y γ : [0, 1]→M.

1. Si γ es una geod�esica del spray, entonces es un punto cr��tico de L para

toda variaci�on propia.

2. Si γ es C1 y punto cr��tico de L (en particular minimal), entonces es una

geod�esica del spray.

3. Si γ es adaptada y punto cr��tico de L (en particular minimal), entonces γ

es una reparametrizaci�on de una geod�esica del spray, en particular suave

en [0, 1].

Demostraci�on. Si γ es una geod�esica, es suave y el t�ermino de la suma en el teorema

previo no est�a presente. Adem�as la integral es nula pues el integrando lo es.

Si γ es C1, el t�ermino de la suma no est�a presente en el teorema previo. Si γ es

minimal, en particular es un extremo de la funcional L para cualquier variaci�on, en

particular µ = Dt _γ, y entonces debe ser Dt _γ = 0, es decir γ es una geod�esica del

spray.

Si γ es suave a trozos y minimal, en particular es minimal en cada tramo donde

es suave (Observaci�on 8.1.13), luego es una geod�esica all��. Luego

0 = L(γ)
d

ds

∣∣∣∣
s=0

L(νs) =

n∑
i=0

〈µ(ti), γ(t−i ) − γ(t
+
i )〉g.

Para cada i = 1, .., n, elegimos f : [0, 1] → [0, 1] suave de manera que f = 0 excepto

en (ti−ε, ti+ε) y f(ti) = 1. De�nimos µ = 0 en [0, 1] exceptuando en (ti−ε, ti+ε)

donde lo de�nimos como el transporte paralelo de

vi = _γ(t−i ) − _γ(t+i )

a un lado y al otro de ti (que est�a bien de�nido pues a cada lado γ es suave),

multiplicado por la funci�on f. Entonces µ ∈ Lev(γ) es suave y todos los t�erminos de

la suma se desvanecen salvo el i-�esimo, donde se obtiene

0 = 〈µ(ti), _γ(t−i ) − _γ(t+i )〉g = ‖ _γ(t−i ) − _γ(t+i )‖
2.

Se deduce que cada salto de γ no es tal, y como γ resulta suave por la unicidad debe

ser una geod�esica del spray.
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10.2.1.1. La variación de la enerǵıa

Recordemos que la funcional energ��a se calcula, para curvas admisibles γ :

[0, 1]→M, como

E(γ) = 1/2

∫1
0

‖ _γ‖2γdt.

Esta no es invariante por reparametrizaciones, dejamos los teoremas an�alogos a los

de la funcional longitud como ejercicio para el lector (Ejercicio 10.vi).

Teorema 10.2.5. Sean (M,g) Riemanniana d�ebil, γ ⊂M admisible, µ ∈ Lev(γ)
y ν la variaci�on del teorema previo. Entonces si µ(0) = µ(1) = 0, se tiene

d

ds

∣∣∣∣
s=0

E(νs) = −

∫1
0

〈Dt _γ, µ〉gdt+
n∑
i=1

〈µ(ti), _γ(t−i ) − _γ(t+i )〉g.

Corolario 10.2.6. Sean (M,g) Riemanniana y γ : [0, 1]→M.

1. Si γ es una geod�esica del spray, entonces es un punto cr��tico de E para

toda variaci�on propia.

2. Si γ es C1 y minimal para la energ��a, entonces es una geod�esica del spray.

3. Si γ es una suave a trozos (adaptada) y minimal para la energ��a entonces

γ es una geod�esica del spray, en particular suave en [0, 1].

10.3. Las geodésicas son localmente minimizantes

En esta secci�on probamos resultados en alg�un sentido rec��procos de los de la

secci�on anterior: all�� vimos que toda curva minimal debe ser una geod�esica (pero no

sabemos si dados dos puntos hay una curva minimal que los une), y que todas las

geod�esicas son extremales (pero no necesariamente minimales). Comenzamos con un

lema t�ecnico sobre el tensor de curvatura.

Lema 10.3.1. Sean (M,g) pseudo-Riemanniana, p ∈M, x, y, z ∈ TpM. Entonces

1. 〈Rp(x, y)z, z〉g = 0,

2. 〈Rp(x, y)x, z〉g = 〈Rp(x, z)x, y〉g.

Demostraci�on. Para la primera identidad, probaremos que

〈R(X, Y)Z,Z〉g = 0
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para toda terna de campos X, Y, Z enM, de donde se deduce la propiedad pues R s�olo

depende del valor de los campos en el punto p. A partir de la propiedad (10.1), se

deduce que X〈Z,Z〉 = 2〈∇XZ,Z〉. Luego

Y(X〈Z,Z〉) = 2〈∇Y∇XZ,Z〉+ 2〈∇XZ,∇YZ〉.

Intercambiando X con Y y restando se deduce que

[Y, X]〈Z,Z〉 = 2〈(∇Y∇X −∇X∇Y)Z,Z〉.

Pero aplicando nuevamente la propiedad (10.1) al lado izquierdo se deduce que

[Y, X]〈Z,Z〉 = 2〈∇[Y,X]Z,Z〉.

Comparando los lados derechos de las �ultimas ecuaciones, se tiene la propiedad al

revisar la de�nici�on de R. Respecto de la segunda identidad, tiene una prueba an�aloga

que omitimos.

10.3.1. El lema de Gauss

Teorema 10.3.2 (Lema de Gauss). Sea (M,g) pseudo-Riemanniana d�ebil. Con-

sideramos γ : J→M, γ(t) = expp(tz) una geod�esica de M, con z ∈ TpM.

1. Dados v,w ∈ TpM sea η ∈ Lev(γ) el �unico campo de Jacobi con η(0) = v,

Dtη(0) = w. Entonces

〈 _γ(t), η(t)〉g = 〈z, v+ tw〉p.

2. Para todo w ∈ TpM y todo t ∈ J se tiene

〈(expp)∗tzz, (expp)∗tzw〉g = 〈z,w〉p.

3. Si v = 0 y w ⊥ z, entonces _γ ⊥ η para todo t ∈ J.

Demostraci�on. Sea f(t) = 〈 _γ(t), η(t)〉g. Se tiene d
dt
f(t) = 〈 _γ,Dtη〉 pues Dt _γ = 0.

Derivando nuevamente respecto de t se tiene

d2

dt2
f(t) = 〈 _γ,D2tη〉 = 〈 _γ, R( _γ, η) _γ〉 = 0

para todo t ∈ J por el lema previo. Luego f(t) = f(0)+ tf ′(0), lo que prueba el primer

item. La segunda f�ormula es un caso particular (v = 0) combinado con la expresi�on

η(t) = (expp)∗tztw

del Teorema 7.2.3, la tercera f�ormula es evidente a partir de la segunda.
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10.3.2. Coordenadas polares

Observaci�on 10.3.3. Sean p ∈M, R > 0 de manera que

expp : BR(0p) ⊂ TpM→ UR(p) = expp(BR(0p))

es un difeomor�smo. Si α : [a, b] → UR(p) − {p} es admisible, consideremos Γ =

exp−1p ◦α : [a, b]→ TpM. Sea r : [a, b]→ (0, R) dada por r(t) = ‖Γ(t)‖p. Como Γ 6= 0,
se deduce que r es suave a trozos y no nula. Sea u : [0, 1]→ S = {v : ‖v‖p = 1} ⊂ TpM
dada por

u(t) =
1

r(t)
Γ(t).

Entonces u tambi�en es suave a trozos, y adem�as Γ = ru. Como se veri�ca que α(t) =

expp(r(t)u(t)), diremos que estas son las coordenadas polares de γ.

10.3.3. Minimalidad de las geodésicas

Probamos primero una versi�on cl�asica del teorema de minimalidad, asumiendo que

la m�etrica Riemanniana es acotada, es decir que la distancia inducida da la topolog��a

de la variedad M.

Teorema 10.3.4 (Minimalidad local de las geod�esicas, (M,g) Riemanniana fuerte).

Sean p ∈ M y R > 0 como en la observaci�on previa. Dado q ∈ UR(p), sea γp,q
la geod�esica del spray que une p, q, γp,q(t) = expp(tv) con v ∈ BR(0p) ⊂ TpM.

Entonces

1. Sea 0 < c ≤ R. Entonces L(α) ≥ c para toda curva α : [0, 1]→M admisible

que comienza en p, y se salga de Uc(p) = expp(Bc(0)).

2. L(α) ≥ L(γp,q) para toda curva α : [0, 1]→M admisible que una p con q, y

en particular d(p, q) = L(γp,q) = ‖v‖p.

3. Vale la igualdad si y s�olo si α es una reparametrizaci�on de γp,q.

Demostraci�on. Sabemos que γp,q(t) = expp(tv) para alg�un v ∈ TpM con ‖v‖p =

L(γp,q) < R. Sea I ⊂ [0, 1] la componente conexa del cero de α−1Uc(p), entonces I =

[0, s) si α se sale de Uc(p), con r(s) := l��m
t→s− r(t) = c o bien I = [0, 1] si α ⊂ Uc(p). En

cualquier caso, para 0 < δ < s sea αδ la restricci�on de α al intervalo I∩ {t ≥ δ}. Como

podemos suponer que α no vuelve a pasar por p (estamos acotando inferiormente su

longitud) podemos escribir αδ(t) = expp(Γ(t)) y con la descomposici�on polar de Γ

obtenemos αδ(t) = expp(r(t)u(t)). Luego

_αδ(t) = (expp)∗ru(_ru+ r _u) = _r(expp)∗ruu+ r(expp)∗ru _u.
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Ahora bien, ‖u‖2 = 1 luego derivando se tiene u ⊥ _u para todo t. Por el segundo

item del Lema de Gauss, se deduce que

〈(expp)∗ruu, (expp)∗ru _u〉g = 〈u, _u〉p = 0.

Entonces

‖ _αδ(t)‖2 = ‖_r(expp)∗ruu‖2 + ‖r(expp)∗ru _u‖2 ≥ _r2‖(expp)∗ruu‖2, (10.12)

es decir

‖ _αδ(t)‖ ≥ |_r|‖(expp)∗ruu‖ = |_r|,

puesto que (expp)∗ruu = d
dr

expp(ru) (con r, u variables independientes), y el trans-

porte paralelo es isom�etrico. Supongamos primero que α se sale de Uc(p). Integrando

en [δ, s], obtenemos

|c− r(0)| = |r(s) − r(0)| ≤
∫s
0

|_r| ≤
∫s
0

‖ _αδ(t)‖ ≤ L(αδ) ≤ L(α).

Como r(0) = rδ(0), haciendo tender δ→ 0+ se tiene L(α) ≥ c.
Supongamos ahora que α : [0, 1] → M une p con q. Como L(γp,q) = ‖v‖p < R,

tomando c = R en el ��tem previo, se sigue que si α se sale de UR(p) entonces L(α) ≥
R > L(γp,q). Supongamos ahora que α no se sale de UR(p), entonces α(1) = y =

expp(1v) luego Γ(1) = v, con lo cual r(1) = ‖Γ(1)‖p = ‖v‖p y entonces

|‖v‖p − rδ(0)| ≤ L(αδ)

y haciendo tender δ → 0+ nuevamente obtenemos L(α) ≥ ‖v‖p. Esto prueba que

γp,q es minimal, y entonces d(p, q) = ‖v‖p = L(γp,q).

Si L(α) = L(γp,q) = d(p, q), entonces α ⊂ UR(p). Como α tambi�en es minimal,

es una geod�esica del spray por el tercer ��tem del Corolario 10.2.4, y como α ⊂ UR(p),
debe ser una reparametrizaci�on de γp,q. Alternativamente, se puede argumentar que

si vale la igualdad, de (10.12) se deduce que debe ser

r ‖(expp)∗ru _u‖ = 0

para todo t, como r 6= 0 (salvo para t = 0) se deduce que (expp)∗ru _u = 0. La

exponencial es un difeomor�mo, luego debe ser _u = 0 o equivalentemente u(t) =

cte = u, y esto nos dice que α(t) = expp(r(t)u), luego α es una reparametrizaci�on

de expp(tv) = γp,q(t).

Se tiene la siguiente consecuencia del resultado local de minimalidad de las

geod�esicas.
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Proposición 10.3.5. Sean (M,g) Riemanniana fuerte y p ∈ M. Existe cp > 0

tal que para todo 0 < r < cp se tiene

expp(Br(0p)) = Br(p),

expp(Sr(0p)) = Sr(p).

Adem�as expp es un difeomor�smo entre variedades en ambos casos.

El Lema de Gauss (Teorema 10.3.2) nos dice que los rayos geod�esicos que

emanan de p son ortogonales a las esferas Sr(p).

Demostraci�on. Tomando cp para que la exponencial est�e de�nida y sea un difeomor-

�smo en Bcp(0p), se tiene que Br(0), Sr(0) son subvariedades de TpM, y expp |Br(0p),

expp |Sr(0p) son difeomor�smos con su imagen, siempre que 0 < r < cp. Si vemos

que expp es una biyecci�on en cada caso, resultar�a difeomor�smo. Si ‖v‖p < r < cp,
entonces tomando γ(t) = expp(tv), q = expp(v) se veri�ca que γ es minimizante por

el Teorema de minimalidad local (Teorema 10.3.4) y

d(q, p) = L(γ) = ‖v‖p < r,

luego expp(Br(0p)) ⊂ Br(p). Rec��procamente, si d(p, q) < r entonces q ∈ Ur(p)
porque cualquier curva que se sale de Ur(p) tiene longitud ≥ r por el teorema de

minimalidad local. Existe entonces una �unica geod�esica γ ⊂ Ur(p) con velocidad

inicial en Br(0p) tal que q = expp(v), y ‖v‖p = d(p, q) < r, luego vale la otra

inclusi�on.

La segunda a�rmaci�on para Sr(p) tiene una prueba id�entica.

Respecto del Lema de Gauss, sean γ(t) = expp(tv) y q = expp(v), con d(p, q) = r

y w ∈ TqSr(p). Tomemos β ⊂ Sr(p) tal que _β(0) = w, entonces se tiene f(s) =

dg(β(s), p)
2 = r2 en un entorno de cero, y tomando para cada s el vector v(s) =

exp−1p β(s), se veri�ca ‖v(s)‖p = r, v(0) = v. Derivando f en s = 0 se obtiene

0 = 2〈v, v ′(0)〉p. Pero β(s) = expp v(s), luego w = β ′(0) = (expp)∗vv
′(0), y por el

segundo ��tem del Lema de Gauss,

〈 _γ(1), w〉 = 〈(expp)∗vv, (expp)∗vv ′(0)〉 = 〈v, v ′(0)〉 = 0.

10.3.3.1. Variedades Riemannianas débiles

Si consideramos una m�etrica Riemanniana en la variedadM que s�olo sea acotada

superiormente, perdemos la minimalidad de las geod�esicas.
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Observaci�on 10.3.6. Usamos ‖ · ‖ para denotar la norma del espacio de Banach E

que modela M, y en este caso denotamos

BR(0p) = {v ∈ TpM : ‖v‖ < R}

a la bola abierta con la topolog��a de E, con R su�cientemente peque~no como para

que UR(p) = expp(BR(0p)) sea un entorno normal de p en M. Consideramos las

coordenadas polares de α como en la Observaci�on 10.3.3, donde r = ‖Γ‖p denota

ahora la norma de Γ con la m�etrica Riemanniana de M.

Se tiene el siguiente resultado de minimalidad respecto de curvas que no salen

del entorno normal.

Teorema 10.3.7 (Minimalidad local de las geod�esicas, (M,g) Riemanniana d�ebil).

Sean p ∈ M, R > 0 como en la observaci�on previa, γp,q la geod�esica del spray

que une p, q. Entonces

1. L(α) ≥ L(γp,q) para toda curva α : [0, 1] → UR(p) admisible que una p con

q.

2. Vale la igualdad en el ��tem previo si y s�olo si α es una reparametrizaci�on

de γp,q.

Demostraci�on. Sea Γ = exp−1p α, entonces Γ(1) = v, con lo cual r(1) = ‖v‖p. Razo-
nando como en el Teorema 10.3.4, se tiene

L(γp,q) = ‖v‖p = |r(1) − r(0)| ≤ L(α).

Si L(α) = L(γp,q) = d(p, q), como α tambi�en es minimal, es una geod�esica del

spray por el tercer ��tem del Corolario 10.2.4, y como α ⊂ UR(p), debe ser una

reparametrizaci�on de γp,q. Alternativamente, se puede argumentar que si vale la

igualdad, de (10.12) se deduce que debe ser

r ‖(expp)∗ru _u‖ = 0

para todo t, como r 6= 0 (salvo para t = 0) se deduce que (expp)∗ru _u = 0. La

exponencial es un difeomor�mo, luego debe ser _u = 0 o equivalentemente u(t) =

cte = u, y esto nos dice que α(t) = expp(r(t)u), luego α es una reparametrizaci�on

de expp(tv) = γp,q(t).
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10.3.4. Las curvas continuas minimales

En general, sabemos que una curva suave a trozos que es minimal debe ser una

geod�esica. Pero este resultado se puede extender a curvas recti�cables, lo cual resulta

�util para comparar estos resultados con el Teorema de Hopf-Rinow m�etrico (Teorema

8.2.3).

Proposición 10.3.8. Sea (M,g) Riemanniana fuerte. Supongamos que γ :

[0, 1] → M es una curva continua recti�cable tal que `(γ) es minimal, es de-

cir, realiza la distancia Riemanniana entre los extremos. Entonces γ es una

reparametrizaci�on de una geod�esica corta del spray.

Demostraci�on. Como todo punto pt = γ(t) tiene un entorno normal de manera

que en un entorno de �el la exponencial est�a de�nida por lo menos en la bola Brt
del tangente, tomando un cubrimiento de la imagen de γ por entornos normales y

extrayendo un subcubrimiento �nito, resulta que existe R > 0 de manera que, pa-

ra todo t ∈ [0, 1], expγ(t) est�a de�nida en BR(0) ⊂ TptM. Tomamos una partici�on

π = {ti} del [0, 1] de manera que d(γ(ti), γ(ti+1)) < R. Basta probar que γ es una

reparametrizaci�on de una geod�esica minimal en el intervalo [ti, ti+1], ya que en ese

caso se obtiene una geod�esica a trozos que es minimal, y por el tercer ��tem del Co-

rolario 10.2.4, γ es una geod�esica del spray. Sean p = γ(ti), q = γ(ti+1) y notemos

que γ restringida a este intervalo sigue siendo minimal. Como d(p, q) < R, existe β

geod�esica minimal que los une. Supongamos que existe x ∈ γ entre p, q tal que x /∈ β.
Como d(p, x) = `(γp,x) ≤ `(γp,q) < R, existe una geod�esica corta µ1 que comienza

en p y termina en x. An�alogamente, como d(x, q) = `(γx,q) ≤ `(γp,q) < R, existe una
geod�esica corta que comienza en q y termina en r, llamaremos µ2 a esta geod�esica

pero revertida, es decir, a la geod�esica corta que comienza en x y termina en q. Sea

µ = µ2 ] µ1 que es una curva admisible que une p con q. Entonces

L(µ) = L(µ1) + L(µ2) = d(p, x) + d(x, q) = `(γ|p,x) + `(γ|x,q)

= `(γ|p,q) = d(p, q),

lo que prueba que µ es corta. Entonces es una reparametrizaci�on de β, luego x ∈ β,
y esto es absurdo.

10.3.5. La esfera, grupos unitarios y la Grassmanniana

En algunos casos es posible estimar directamente el radio R de minimalidad del

Teorema 10.3.4.
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10.3.5.1. La esfera de un espacio de Hilbert

Ejemplo 10.3.9. Un ejemplo importante donde se pueden calcular los radios de in-

yectividad de la exponencial, es la esfera S de un espacio de Hilbert H. Dado p ∈ S,
sea p ′ ∈ M su opuesto. A�rmamos que BR(p) = S − {p ′} es un entorno normal de

p con las propiedades deseadas, para R = π. En primer lugar, la exponencial est�a

de�nida en todo el tangente TpM, para todo p ∈ S. En segundo lugar, a partir de la

expresi�on expl��cita de la exponencial que obtuvimos en la Secci�on 7.6,

expp(v) = cos(k)p+
sen(k)

k
v

para v ∈ TpS = span(p)⊥ y k = ‖v‖, no es dif��cil ver que esta es inyectiva para

k < π, pues p, v son linealmente independientes, de hecho ortogonales. Denotando

g(k) = sen(k)
k

, h(k) = k cos(k)−sen(k)
k3

, un c�alculo sencillo nos dice que su diferencial

en w ∈ TpM = span(p)⊥ es

(expp)∗vw = −g(k)〈v,w〉p+ h(k)〈v,w〉v+ g(k)w.

Este es un operador acotado, entre los espacios de Hilbert de la misma dimensi�on

H0 = span(p)⊥ y H1 = span(expp(v))
⊥. Si fuera (expp)∗vw = 0, haciendo el

producto escalar contra p se obtendr��a

−g(k)〈v,w〉 = 0.

Como g(k) 6= 0, se deduce que w = 0. Por otra parte, dado z ∈ Texpp(v)S = {cos(k)p+

g(k)v}⊥, entonces tomando r = 1
cos(k) 〈v, z〉 -que est�a bien determinado siempre que

k < π- aseveramos que

w =
1

g(k)
(z+ g(k)rp− h(k)rv)

veri�ca w ∈ TpS y exp∗vw = z (Ejercicio 10.ix). Esto prueba que esta aplicaci�on

diferencial es un epimor�smo, y en consecuencia, un isomor�smo.

Ahora, dado q ∈ S − {p ′}, existe una �unica geod�esica γ del spray que une p, q, y

esta geod�esica veri�ca γ ⊂ S − {p ′}. Se deduce de aqu�� que si q ∈ S − {p ′}, la �unica

geod�esica del spray

γp,q(t) = expp(tw) = cos(‖w‖t)p+ sen(‖w‖t)
‖w‖

w

que une p con q (que es un c��rculo m�aximo que pasa por p, q) es la �unica curva

minimal que une p con q y en particular

d(p, q) = L(γp,q) = ‖w‖ < π.
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Por otra parte, a partir del hecho de que γp,q(1) = q, un simple despeje nos muestra

que

d(p, q) = ‖w‖ = arc cos(〈p, q〉).

Como S se obtiene como la clausura de S − {p ′}, se deduce que d(p, p ′) = π, y por

otra parte cualquier c��rculo m�aximo que una p con q tiene longitud π, lo que muestra

que hay in�nitas geod�esicas minimales que unen p, p ′ en S (exceptuando el caso

dimH = 2, donde s�olo hay dos de ellas).

10.3.5.2. El grupo de operadores unitarios

Recordemos que para la m�etrica invariante a izquierda dada por la norma Frobe-

nius en el grupo unitario, el spray m�etrico es exactamente el spray can�onico, luego

las geod�esicas son grupos a un par�ametro. Recordemos tambi�en que dados u, v ∈ U ,
si ‖u − v‖ < 2 existe un �unico z ∈ g = Aah con ‖z‖ < π y v = uez (aqu�� y en

este ejemplo ‖ · ‖ denota la norma uniforme del �algebra). Por �ultimo, recordemos que

si A es un �algebra de von Neumann (por ejemplo si A = Mn(C)), entonces incluso
cuando ‖u−v‖ = 2 existe z ∈ Aah de manera que ‖z‖ = π y v = uez. En todo caso el

conjunto de los v a los que se puede llegar con los grupos a un par�ametro que parten

de v y tienen como exponente elementos de norma uniforme menor que π, forman un

abierto denso en U .
De acuerdo a la caracterizaci�on de la diferencial de la exponencial (Lema 3.1.14),

si v,w ∈ A se tiene

exp∗v(w) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(v+ tw) =

∫1
0

e(1−t)vwetvdt

= evF(adv)w = [G(adv)w] ev

con F,G : C→ C las funciones enteras dadas por

F(λ) =
1− e−λ

λ
, G(λ) =

eλ − 1

λ
.

De la �ultima f�ormula se deduce que la diferencial es inversible si y s�olo si

σ(adv) ∩ {2kπi : k ∈ Z6=0} = ∅.

En particular, si ‖z‖ < π, entonces ‖adz‖ ≤ 2‖z‖ < 2π con lo cual r(adz) < 2π y se

tiene que la diferencial es inversible. Luego en el abierto denso {‖u − v‖ < 2} ⊂ U la

exponencial en u dada por expu(z) = ue
z es un difeomor�smo y podemos aplicar el

teorema Riemanniano de minimalidad local.

Sea δ(t) = uetz con u, v, z como antes (‖z‖ ≤ π). Notemos que, como _δ = δ z,

entonces L2(δ) = ‖z‖2, mientras que que para la m�etrica de Finsler b = ‖ · ‖ (dada
por la norma uniforme del �algebra) se tiene Lb(δ) = ‖z‖.
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Observemos que para x ∈Mn(C), se veri�ca

‖x‖ = m�ax λi ≤
√
λ21 + · · ·+ λ2n = (Tr x∗x)

1
2 = ‖x‖2

con λi los autovalores de |x| =
√
x∗x. En el caso de traza in�nita, si A = B2(H)

denota los operadores de Hilbert-Schmidt (ver el Ap�endice D.1.3), consideramos el

grupo unitario cl�asico de Lie-Banach dado por

UHS = {u ∈ U : u− 1 ∈ B2(H)}.

cuyo espacio tangente en la identidad se identi�ca con los operadores de Hilbert-

Schmidt antihermitianos. Se recomienda ver el libro de Pierre de La Harpe [44] donde

se estudian an�alogos en B(H) (conH in�nito dimensional) de los grupos de Lie cl�asicos

introducidos en la Secci�on 4.2. Evidentemente, tambi�en se tiene

‖x‖ = m�ax
λ∈σ(|x|)

≤

( ∞∑
i=1

λ2i

)1/2
= Tr(x∗x)

1/2 = ‖x‖2

donde λi es el espectro (discreto) de |x|, que se acumula �unicamente en el cero por

ser todo operador de Hilbert-Schmidt un operador compacto en B(H). Luego su-

pondremos asimilado el caso de matrices como caso particular de los operadores de

Hilbert-Schmidt, aunque haya otros aspectos fundamentales de la teor��a donde hay

notables diferencias, para los prop�ositos del pr�oximo teorema ser�a correcto razonar

de esta forma. La propiedad esencial en ambos casos es que la m�etrica Riemanniana

introducida es acotada.

Por otra parte, para un �algebra C∗ in�nito dimensional pero con traza �nita

τ (ver el Ap�endice D.2.1), supondremos que la misma est�a normalizada, es decir

que τ(1) = 1. Como una traza es en particular un estado del �algebra, se veri�ca

‖τ‖ = τ(1) = 1, con lo cual se tiene en este caso la desigualdad inversa

‖x‖2 = τ(x∗x)
1
2 ≤ ‖x∗x‖ 12 = ‖x‖.

Observemos que en este caso la m�etrica es s�olo acotada superiormente.

El siguiente teorema re�une los resultados concernientes a geod�esicas minimales

en este contexto, conocido como �algebras de operadores con traza. Estos resultados

est�an adaptados de los trabajos [4, 7] de E. Andruchow y G. Larotonda.

Teorema 10.3.10. Sea U el grupo unitario de un �algebra de operadores con traza

con la m�etrica invariante a izquierda g2 dada por

〈v,w〉g2 = 〈u∗v, u∗w〉2 = Tr(u∗v(u∗w)∗) = −Tr(v0w0)

para v = uv0, w = uw0 ∈ uAah = TuU (o bien τ en lugar de Tr en el caso de un

�algebra C∗ con traza �nita). Entonces
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1. El spray can�onico Fu(v) = vu
∗v coincide con el spray m�etrico.

2. Si u, v ∈ U y ‖u−v‖ < 2, existe un �unico z = log(u∗v) ∈ Aah tal que v = uez,
y el grupo a un par�ametro δ(t) = uetz es la �unica geod�esica minimal del

spray que une v, u. En particular

d2(u, v) = ‖z‖2 = ‖ log(u∗v)‖2.

3. Si el �algebra es de von Neumann �nita y ‖u − v‖ = 2, existe z ∈ Aah tal

que ‖z‖ = π de manera que la curva a un par�ametro con velocidad z es

una geod�esica corta que une u, v. Esta geod�esica no es �unica.

4. Si el �algebra es �nita, entonces el di�ametro geod�esico de la variedad Rie-

manniana (U , g2) es exactamente π.

5. Si A = B2(H) (los operadores de Hilbert-Schmidt) entonces el di�ametro

geod�esico de (UHS, g2) es in�nito, y si ‖u − v‖ = 2 siempre existe alguna

geod�esica corta que los une. Esta geod�esica corta no es �unica: la cantidad

nu,v de exponentes z que se pueden hallar que conecten u, v depende de la

multiplicidad de −2 como valor espectral de u− v, siendo nu,v = 2 cuando

la multiplicidad es 1, y nu,v =∞ cuando la multiplicidad es > 1.

Demostraci�on. Que el spray can�onico coincide con el spray m�etrico es la Observaci�on

10.1.5. Si ‖u − v‖ < 2, u∗v tiene un �unico logaritmo anal��tico antihermitiano z, y

como −1 ∈ σ(u − v), se tiene ‖z‖ < π. La curva δ(t) = uetz es una geod�esica del

spray que une u con v = uez, y expu(z) = uez es un difeomor�smo para ‖z‖ <
π. La prueba de que δ es corta (y en particular ‖z‖2 = d2(u, v) es cierto) puede

hallarse para operadores de Hilbert-Schmidt en el trabajo [7] de E. Andruchow y G.

Larotonda, mientras que la prueba para �algebras �nitas puede hallarse en el trabajo

[4] de Andruchow.

Si el �algebra es de von Neumann, u∗v tiene logaritmos Borelianos z (ciertamente

no �unicos), y si ‖u−v‖ = 2 se pueden elegir de norma ‖z‖ = π (ver la Secci�on 4.5.1.1).

Como d2(u, v) = ‖z‖2 ≤ ‖z‖ ≤ π para todo u, v, se sigue que el di�ametro geod�esico es

exactamente π si consideramos u = 1, v = −1, con z = πi, pues ‖z‖2 = Tr(z∗z)
1
2 = π.

Si U = UHS, dado M > 0 consideramos cualquier sucesi�on de n�umeros reales

{xn} ⊂ `2 que veri�que sup |xn| ≤ π y
∑

|xn|
2 = M2. Fijada una b.o.n. {en} del

espacio de Hilbert separable H, sea u = 1,

z =
∑

ixn〈en, ·〉ek.

Entonces z es un operador compacto antihermitiano que veri�ca ‖z‖ ≤ π. Pero adem�as

‖z‖2 =
√∑

|xn|2 = M, en particular z es un operador de Hilbert-Schmidt. Sea
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v = ez ∈ UHS. Entonces d(1, v) = ‖z‖2 =M lo que prueba que el di�ametro del grupo

es in�nito.

Si u, v ∈ UHS veri�can ‖u−v‖ = 2, podemos suponer que u = 1 por la invariancia

de la m�etrica. Sea x operador de Hilbert-Schmidt tal que v = 1+x. Entonces v−u =

v − 1 = x es un operador de Hilbert-Schmidt con ‖x‖ = 2. Como ‖v − 1‖ = 2

es equivalente a −1 ∈ σ(v), esto a su vez es equivalente a −2 ∈ σ(v − 1) = σ(x) (y

2eit /∈ σ(x) para t 6= π pues σ(v) ⊂ S1). Como el espectro de x s�olo se puede acumular

en cero, −2 es un punto aislado de σ(x) (de hecho, un autovalor con multiplicidad

geom�etrica �nita). Sea p0 el proyector asociado al autoespacio del autovalor −2, este

debe ser un proyector de rango �nito. Entonces, como 1 + x = v es unitario, y x es

compacto, debe ser

x = −2p0 +
∑
k≥1

(eiθk − 1)pk

donde pk son proyectores disjuntos asociados a los autoespacios de autovalor eiθk

(|θk| < π) del operador v, y adem�as {pj}j≥0 son disjuntos y suman la identidad, es

decir
∑
j pjξ = ξ para todo ξ ∈ H. Tambi�en se tiene

v = x+ 1 = 1− 2p0 +
∑
k≥1

(eiθk − 1)pk

= −2p0 +
∑
k≥1

(eiθk − 1)pk +
∑
j

pj = −p0 +
∑
k≥1

eiθkpk.

Como x es Hilbert-Schmidt, debe ser

∞ >
∑
k

|eiθk − 1|2 =
∑
k

2(1− cos(θk)).

De�nimos

z = z0 + zi = πip0 +
∑
k

iθkpk.

Entonces z es un operador compacto y autoadjunto, con ez = v, de hecho ‖z‖ = π,

mientras que

‖z‖22 =
∑

|θk|
2 + π2.

Como θk → 0 (pues el espectro de x se acumula en cero) entonces existe una constante

C > 0 tal que 1 − cos(θk) ≥ C|θk|2 para k ≥ k0, probando que ‖z‖2 < ∞, es decir

que z es un operador de Hilbert-Schmidt. Luego δ(t) = etz es una geod�esica corta de

UHS. La multiplicidad de los posibles z tales que ez = v se sigue del siguiente hecho:

elegimos una base {ei}i=1...n del rango de p0, y escribimos

p0 =

n∑
i=1

ei ⊗ ei =
n∑
i=1

〈ei, ·〉ei.
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Entonces la componente z0 = πip0 de z puede cambiarse por

z ′0 = πi

n∑
i=1

(−1)αiei ⊗ ei

donde αi = ±1. Como e±πiei⊗ei = −ei ⊗ ei, se tiene ez
′
0 = −p0 para cualquier base

del rango de p0, para cualquier elecci�on de los αi, lo que nos dice que hay in�nitas

elecciones de z posibles, luego hay in�nitas curvas cortas que unen 1 con v en UHS.
La �unica excepci�on es cuando n = 1, en ese caso hay s�olo dos posibles elecciones de

z ′0 que son ±e1 ⊗ e1, luego hay s�olo dos posibles elecciones de z.

Observaci�on 10.3.11. Hay un detalle importante para remarcar del teorema previo.

En el caso de m�etricas acotadas (matrices y operadores Hilbert-Schmidt), el teorema

de minimalidad local (Teorema 10.3.4) nos dice que en el entorno de la identidad

dado por

B = {ev : v∗ = −v, ‖v‖2 < π}

las curvas cortas que unen u ∈ B con la identidad son geod�esicas (grupos a un

par�ametro de la exponencial), puesto que ‖v‖ < ‖v‖2 < π garantiza que la exponencial
es un difeomor�smo; adem�as este entorno es �optimo desde el punto de vista del

Teorema 10.3.4, pues si admitimos que ‖v‖2 = π, podemos hallar v tal que exp∗v no

es inversible (basta tomar v = π e⊗ e con e ∈ H de norma unitaria). Sin embargo el

teorema previo asegura el resultado para el abierto denso

W = {ew : w∗ = −w, ‖w‖ < π} = {u ∈ U : ‖u− 1‖ < 2},

y cabe notar que la inclusi�on B ⊂W es estricta.

10.3.5.3. El grupo de unitarios con la norma uniforme

Ahora estamos interesados en la curvas cortas del grupo unitario pero para la

m�etrica de Finsler b inducida por la norma uniforme, que no es una m�etrica

Riemanniana. A�rmamos que se trata nuevamente de los grupos a un par�ametro.

Aqu�� U denota el grupo unitario de un espacio de Hilbert de dimensi�on �nita o

in�nita.

Teorema 10.3.12. Si δ(t) = uetz con ‖z‖ ≤ π y u, v ∈ U , entonces

Lb(δ) = ‖z‖ ≤ Lb(α) =
∫1
0

‖ _α‖dt

para toda curva α ⊂ U admisible que una u con v, y en particular

db(u, v) = ‖z‖.
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Demostraci�on. Observemos en primer lugar que −z2 ≥ 0 por ser z∗ = −z. En el

caso �nito dimensional, tomamos el autovector de −z2 correspondiente al autovalor

‖z2‖ = ‖z‖2, y lo normalizamos para obtener ξ ∈ H unitario tal que −z2ξ = ‖z‖2ξ.
En el caso in�nito dimensional, se puede hallar un autovector normizante y uni-

tario de la siguiente manera: tomando un estado ρ ∈ S(A) tal que ρ(−z2) = ‖z2‖ =
‖z‖2, construimos la representaci�on GNS del �algebra inducida por ρ y considera-

mos ξ = [1] ∈ H. Como muestra el Lema B.3.17 del Ap�endice, se veri�ca tambi�en

−z2 · ξ = ‖z‖2ξ. Sea γ = δ · ξ, entonces como δ(t) es unitario para todo t, se tiene

γ ⊂ S, la esfera del espacio de Hilbert H. Observemos que _γ(t) = uzetz · ξ, luego si

usamos ‖ · ‖H para denotar la norma del espacio de Hilbert

‖ _γ(t)‖2H = −〈z2etz · ξ, etz · ξ〉 = −〈z2 · ξ, ξ〉 = ‖z‖2‖ξ‖2H = ‖z‖2,

con lo cual LS(γ) = ‖z‖ ≤ π. Derivando nuevamente γ se tiene

�γ(t) = uetzz2 · ξ = −‖z‖2γ = −LS(γ)
2γ,

luego γ es una geod�esica de la esfera con longitud menor o igual a π y por ende

minimal. Si α era cualquier otra curva uniendo u, v ∈ U , y consideramos β(t) = α ·ξ,
se tiene que β debe ser por lo menos tan larga como γ, y entonces

‖z‖ = Lb(δ) = LS(δ · ξ) ≤ LS(α · ξ) =
∫1
0

‖ _α · ξ‖H ≤
∫1
0

‖ _α‖ = Lb(α).

Este resultado se debe a C. J. Atkin [14, 15], donde el autor prueba el mismo junto

con otros resultados similares para el grupo ortogonal y los grupos unitario y orto-

gonal simpl�ecticos, usando t�ecnicas introducidas por Putnam y Wintner en [76, 77]

sobre logaritmos de operadores ortogonales en B(H). Cabe mencionar que la prueba

que presentamos es una variaci�on de la de Atkin, introducida por Porta y Recht en el

contexto de la Grassmanniana [75]; en ese contexto, en forma independiente, N. Sali-

nas obtiene el mismo resultado y da una estimaci�on de la relaci�on entre la distancia

geod�esica y la distancia lineal [83].

10.3.5.4. El grupo de unitarios con normas simétricas

Un caso que contiene al de la secci�on previa y al de los operadores de Hilbert-

Schmidt, es el siguiente. Dada una norma sim�etrica ‖ · ‖I en B(H) (seguimos aqu�� la

notaci�on del Ap�endice D.1.2) podemos considerar la m�etrica en el �algebra de Lie del

grupo de operadores unitarios dada por

‖v‖u = ‖u∗v‖I = ‖v‖I
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para v ∈ TuU . Se considera en el caso in�nito dimensional el grupo unitario

UI = {u ∈ U : u− 1 ∈ I}

y este resulta grupo de Lie-Banach cuya �algebra de Lie-Banach son los operadores

antihermitianos de I.
Al igual que en los casos anteriores, es clave considerar la bola de radio π en la

norma uniforme, puesto que all�� la exponencial es un difeomor�smo. Por ser la norma

unitariamente invariante, el spray can�onico del grupo Fu(v) = vu
∗v es compatible con

la m�etrica y las geod�esicas son nuevamente los grupos a un par�ametro. Se tiene el

siguiente teorema, cuya prueba puede hallarse en un trabajo de J. Antezana, G.

Larotonda y A. Varela [11].

Teorema 10.3.13. Si u, v = uez ∈ U con z ∈ I, consideramos la geod�esica

δ(t) = uetz. Entonces

1. Si ‖z‖ ≤ π, la geod�esica es minimal entre sus extremos.

2. Dados u, v ∈ UI existe z ∈ I tal que ‖z‖ ≤ π y v = uez.

3. Si la norma sim�etrica es estrictamente convexa (Observaci�on 9.4.2), para

‖z‖ < π (equivalentemente, para ‖u− v‖ < 2) esta geod�esica es �unica.

4. La multiplicidad de geod�esicas uniendo u, v con ‖u − v‖ = 2 se computa

como en el �ultimo ��tem del Teorema 10.3.10.

Este resultado es excepcional porque seg�un veremos en la Secci�on 10.4, es usual

que en dimensi�on in�nita no existan geod�esicas minimales que unan puntos su�cien-

temente lejanos.

10.3.5.5. La Grassmanniana

Dado un proyector autoadjunto, y un ideal sim�etricamente normado I ⊂ B(H)
podemos considerar la Grassmanniana dada por la �orbita

OI(p) = {upu∗ : u ∈ UI}.

En el caso en que I son los operadores de Hilbert-Schmidt, esta se conoce como

Grassmanniana de Sato o Grassmanniana reducida. En ese caso, la variedad fue

estudiada por Z. Kovarik en [54], y los autores prueban all�� que si ‖upu∗−vpv∗‖ < 2,
entonces la �unica geod�esica que une estos puntos (ver 7.6.6) es minimal para la norma

de Hilbert-Schmidt. En un trabajo reciente, Andruchow y Larotonda [7] extienden

este resultado a toda la Grassmanniana de Sato, probando que si la distancia uniforme

lineal es exactamente 2, existen in�nitas geod�esicas cortas que unen upu∗ con vpv∗
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(comparar con el Teorema 10.3.10). Se prueba tambi�en en [7] un resultado an�alogo

para las normas p de Schatten, con p ≥ 2. A partir del resultado enunciado en el

Teorema 10.3.13, no es dif��cil deducir un resultado an�alogo para la Grassmanniana,

el cual dejamos como ejercicio (10.iv).

Teorema 10.3.14. Sea z∗ = −z ∈ I, p un proyector autoadjunto de B(H), δ(t) =
etzpe−tz. Entonces

1. Si ‖z‖ ≤ π, la geod�esica es minimal entre sus extremos cuando se la mide

con la norma ‖ · ‖I.

2. Dados u ∈ UI, existe z ∈ I tal que ‖z‖ ≤ π y u = ez, y por ende dados dos

puntos p, q en OI(p) existe siempre una geod�esica corta que los une. Esta

es �unica si ‖q− p‖ < 1 y la norma sim�etrica es rotunda.

3. La multiplicidad de geod�esicas uniendo p, q con ‖p − q‖ = 1 se computa

como en el �ultimo ��tem del Teorema 10.3.10.

10.4. Existencia global de geodésicas cortas

En esta secci�on probamos que, en dimensi�on �nita, existen geod�esicas cortas siem-

pre que la variedad sea completa, reforzando as�� el teorema de Hopf-Rinow m�etrico.

El primer resultado en esa direcci�on es el siguiente teorema, de inter�es independiente,

con una prueba adaptada del libro de Lang [58].

Teorema 10.4.1. Sea (M,g) Riemanniana, conexa y de dimensi�on �nita. Su-

pongamos que existe p ∈M tal que D(expp) = TpM. Entonces para todo q ∈M
existe una geod�esica del spray corta que une q con p.

Demostraci�on. Tomamos c su�cientemente peque~no como para garantizar las condi-

ciones de la Proposici�on 10.3.5. Sea q ∈M, si q ∈ Bc(p) el resultado queda probado

por esa proposici�on. Supongamos entonces que q /∈ Bc(p), es decir d(q, p) > c. Como

M tiene dimensi�on �nita y expp(Sc(0p)) = Sc(p), este �ultimo es compacto y por ende

existe al menos un punto r ∈ Sc(p) tal que

d(q, r) = d(q, Sc(p)),

es decir un punto que minimiza la distancia de q a la esfera Sc(p). Sea v ∈ TpM,

‖v‖p = 1 tal que expp(cv) = r. A�rmamos que γ(t) = exp(tv) es una geod�esica corta

que una p con q, para t0 = d(p, q). Es decir, estamos usando la estrategia de apuntar

en la direcci�on correcta y luego probar que la echa alcanza su objetivo. En primer
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lugar observemos que, para cualquier curva α que una p con q, esta debe atravesar

Sc(p) al menos una vez, digamos en un instante t1, luego

L(γ) = L(γ[0,t1]) + L(γ[t1,1]) ≥ c+ d(Sc(p), q) = d(p, r) + d(r, q).

Entonces d(p, q) ≥ d(p, r)+d(r, q), y como la otra desigualdad siempre vale, se tiene

d(p, q) = d(p, r) + d(r, q). Sea J ⊂ [0, d(p, q)] el conjunto de los t tales que

d(p, q) = t+ d(γ(t), q). (10.13)

Como 0 ∈ J y d es continua, J es cerrado y no vac��o. Sea m = m�ax J, si vemos que

m = d(p, q) = t0 entonces el resultado estar��a probado pues d(γ(t0), q) = 0 implica

γ(t0) = q. Supongamos que no es as��, es decir 0 < m < d(p, q). Sea x = γ(m) y

tomemos δ > 0 peque~no para que Sδ(x) sea difeomorfa con la esfera del tangente

en x, y tal que q /∈ Bδ(x). Veremos que m + δ ∈ J lo cual es absurdo y prueba que

m = d(p, q) concluyendo as�� la prueba del teorema. Para ver quem+δ ∈ J, repetimos

el argumendo precedente. Existe y ∈ Sδ(x) tal que

d(x, q) = d(x, y) + d(y, q) = δ+ d(y, q).

Reemplazando m en la ecuaci�on (10.13), tenemos que

d(p, q) = m+ d(x, q) = m+ δ+ d(y, q)

A�rmamos que y = γ(m+ δ), y usando la �ultima ecuaci�on esto probar��a que (10.13)

vale para m+ δ. Se tiene

d(p, y) ≥ d(p, q) − d(y, q) = m+ δ,

mientras que si consideramos los segmentos geod�esicos del spray que unen p con x

y x con y tienen longitud m y δ respectivamente, luego este camino dado por dos

geod�esicas una a continuaci�on de la otra da la distancia entre p e y, y por el tercer

item del Corolario 10.2.4 se trata de una geod�esica del spray. Como coincide en el

primer tramo con γ, debe tratarse de γ todo a lo largo de [0,m + δ], probando que

y = γ(m+ δ).

Antes de proseguir presentamos un ejemplo para ilustrar c�omo puede fallar el

resultado previo en dimensi�on in�nita, extra��do de la Tesis Doctoral de J. McAlpin

[64].

Ejemplo 10.4.2. Sea H un espacio de Hilbert de dimensi�on in�nita, {en}n≥0 una base

ortonormal de H. Sea A ∈ B(H) el operador autoadjunto dado por

A(
∑
n≥0

xnen) =
∑

anxnen
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donde a0 = 1 y an = 1+ 1
2n

para n ∈ N. Entonces es f�acil ver que A es inversible, de

hecho ‖v‖ ≤ ‖Av‖ para todo v ∈ H, y adem�as ‖Av‖ = ‖v‖ si y s�olo si v ∈ span(e0).
Sea S ⊂ H la esfera unitaria y seaM = A(S). EntoncesM ⊂ H es subvariedad regular,

a la que le damos la m�etrica Riemanniana como subespacio de H. Observemos que

A �ja e0,−e0 ∈ S, es decir e0,−e0 ∈ M. A�rmamos que no existe curva corta que

una estos puntos en M. Sea β ⊂M que une estos puntos, sea α = A−1β que es una

curva en S que une e0,−e0. Entonces _β = A _α y si reparametrizamos α para que

tenga velociadad constante se tiene

‖ _β(t)‖ = ‖A _α(t)‖ ≥ ‖ _α(t)‖ = L(α) ≥ π,

con lo cual dM(e0,−e0) ≥ π. Por otra parte, se tiene la igualdad L(β) = π �unicamente

si ‖A _α(t)‖ = ‖ _α(t)‖ para todo t ∈ [0, 1], puesto que de ser estrictamente mayor en un

t0 el t�ermino de la izquierda, por continuidad ser��a mayor en un intervalo y entonces

L(β) > π. Pero la igualdad s�olo es posible si α(t) = λ(t)e0 con λ : [0, 1] → R una

funci�on C1 a trozos, con lo cual β = Aα no podr��a unir e0,−e0 en M. En resumen,

cualquier curva enM que una estos puntos tiene longitud estrictamente mayor que

π. Veamos que dM(e0,−e0) = π para concluir que no hay ninguna curva corta que

los una. Ya tenemos una desigualdad, probemos la otra. Sea

αn(t) = cos(πt)e0 + sen(πt)en

que es una geod�esica corta que une e0,−e0 en S. Tomemos βn = Aαn. Entonces βn
une e0,−e0 en M y adem�as

‖ _βn(t)‖2 = π2
[
sen2(πt) + cos2(πt)(1+

1

2n
)2
]
.

Luego L(βn)→ π, y se deduce que dM(e0,−e0) ≤ π, luego dM(e0,−e0) = π.

En dimensi�on �nita, sin embargo, se tiene el siguiente resultado que se deduce del

Teorema de Hopf-Rinow m�etrico y el Teorema previo.

Corolario 10.4.3 (Hopf-Rinow en variedades Riemannianas). Sea (M,g) Rieman-

niana, conexa y de dimensi�on �nita. Son equivalentes:

1. (M,dg) es un espacio m�etrico completo.

2. M es geod�esicamente completa.

3. Existe p ∈M tal que D(expp) = TpM.

4. Todo conjunto cerrado y acotado de (M,dg) es compacto.

En cualquiera de estos casos, para todo x, y ∈M existe una geod�esica corta del

spray que los une.



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 297 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	

10.5. Convexidad local 297

Demostraci�on. Las implicaciones 1 ⇒ 2 ⇒ 3 las probamos en la Proposici�on 9.2.1,

para variedades de Finsler sin restricciones de dimensi�on. Supongamos que vale 3.

para alg�un p ∈ M, sea C ⊂ M un conjunto cerrado y acotado. Existe r > 0 tal que

C ⊂ Br(p). Por el Teorema 10.4.1, para cada punto x ∈ C hay una geod�esica corta

γx(t) = expp(tvx) que comienza en p y termina en x, es decir

r > d(x, p) = L(γx) = ‖vx‖p.

Entonces C ⊂ expp(Br(0p)) y como M tiene dimensi�on �nita Br(0p) ⊂ TpM es

compacto con lo cual C es un cerrado dentro de un compacto y en consecuencia

compacto.

Ahora supongamos que vale 4. y sea {xn} ⊂ M de Cauchy. Entonces est�a en un

conjunto acotado y cerrado de M, digamos en Br(xn0). Luego la sucesi�on {xn} tiene

un punto de acumulaci�on, que puede verse f�acilmente que es el l��mite de la sucesi�on.

Esto concluye la prueba de las equivalencias.

Si vale cualquiera de las hip�otesis equivalentes, en particular (M,dg) es de m�etri-

ca interior, localmente compacto y completo. Por el Teorema de Hopf-Rinow m�etrico

8.2.3, sabemos que existe una curva γ continua que une x con y, que es corta para la

m�etrica db, es decir `(γ) = db(x, y). Por la Proposici�on 10.3.8, una simple reparame-

trizaci�on de γ nos da la geod�esica del spray corta que une x con y. Tambi�en se puede

argumentar notando que como M es geod�esicamente completa, se puede aplicar el

Teorema 10.4.1.

10.5. Convexidad local

En esta secci�on re�namos el resultado de los entornos normales, para probar que

dado p ∈M, para c su�cientemente peque~no, en una variedad Riemanniana (M,g),

la bola Bc(p) es convexa. Las pruebas que daremos de estos resultados se remiten a

la Tesis de McAlpin del a~no 1965 [64], aunque los resultados son anteriores.

Tomamos como siempre un entorno normal de p ∈ M de la forma (U,W) de

manera que G(U × BR(0)) ⊃ W ×W con lo cual W ⊂ U, W ⊂ UR(p) para todo

p ∈W. Seguimos mayormente la exposici�on del libro de Lang [58, VIII, §5].

En un espacio de Hilbert (de hecho, en un espacio normado estrictamente conve-

xo), las rectas tangentes a una esfera permanecen del lado externo de esta esfera. Este

resultado tiene su an�alogo en variedades Riemannianas, en la siguiente proposici�on.

Supondremos en esta secci�on que la m�etrica g es acotada.

Proposición 10.5.1. Sea p ∈ (M,g) Riemanniana fuerte. Existe c0 > 0 tal que

si 0 < r ≤ c0, y γ es una geod�esica tangente a Sr(p) en t = t0, entonces γ

permanece fuera de Sr(p) para t en un entorno de t0.
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Demostraci�on. Elegimos c como en la Proposici�on 10.3.5 para que la exponencial

en p sea un difeomor�smo expp : Br(0) → Br(p) para 0 < r < c. Reparametrizando

asumiremos que t0 = 0, y podemos escribir γq,u(s) = expq(su) con q ∈ Sr(p),
u 6= 0 ∈ TqM. Para s cerca de cero, γ est�a dentro de Bc(p) luego podemos calcular

wq,u(s) = exp−1p (γq,u(s)) ∈ TpM.

Sea fq,u(s) = ‖wq,u(s)‖2p, entonces f(0) = r2 y a�rmamos que es mayor que r para

s cerca de cero, si r es su�cientemente peque~no. Calculamos

1/2f
′
q,u(s) = 〈wq,u(s), w ′q,u(s)〉p,

1/2f
′′
q,u(s) = ‖w ′q,u(s)‖2p + 〈wq,u(s), w ′′q,u(s)〉p.

Sea h(q, u) = 1/2f ′′q,u(0), de�nida en TU para U entorno de p su�cientemente peque~no,

y resulta una funci�on continua (usando que la variedad es por lo menos de clase C2).

Tomando r = 0, es decir q = p, la curva γ comienza en p luego wp,u(s) = su, con

lo cual fp,u(s) = s
2‖u‖2p lo que nos dice que h(p, u) = ‖u‖2p > 0 as�� que hp = h(p, ·)

es de�nida positiva en TpM. Por la continuidad de h en TM, existe un entorno de

{p} × TpM donde hq es de�nida positiva, es decir h(q, u) > 0 si u 6= 0 ∈ TqM.

Tomemos c0 > 0 tal que Bc0(p) est�e dentro de ese entorno. Fijado r ≤ c0 y q ∈
Sr(p) = expp(Sr(0p)), llamemos ws = wq,u(s) y como γ es tangente a Sr(p) en q,

se tiene que w es tangente a Sr(0p) en w0. Luego

1/2f
′(0) = 〈w0, w ′0〉p = 0.

Como 1/2f ′′(0) = h(q, u) > 0, se tiene que

d(p, γ(s))2 = f(s) > f(0) = r2

para s su�cientemente peque~no.

Como corolario, se obtiene la convexidad de las bolas para radios su�cientemente

chicos.

Teorema 10.5.2. Sean p ∈ (M,g) y (U,W) entorno normal de p. Sea r > 0 tal

que Br(p) ⊂ U. Existe c1 > 0 tal que si 0 < r ≤ c1 y β ⊂ U es la geod�esica corta

que une q, q ′ ∈ Br(p), entonces β ⊂ Br(p) y en particular Br(p) ⊂M es convexa.

Demostraci�on. Sea β ⊂ U, que une q, q ′ ∈ Br(p), β(t) = expq(tz) y ‖z‖q =

d(q, q ′). Tomemos c peque~no tal que expp(Bc(0p)) = Bc(p) como en la Proposici�on

10.3.5, sea c1 = c/2. A�rmamos que si 0 < r ≤ c1, entonces β ⊂ Uc(p) = Bc(p). De
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no ser as��, existe t0 ∈ (0, 1) tal que d(β(t0), p) ≥ c. Sean γq, γq ′ geod�esicas cortas
que emanan de p tales que

L(γq) = d(q, p) < r, L(γq ′) = d(q
′, p) < r.

Si β∗ denota la curva β revertida, es decir β∗(t) = β(1− t), sean

γ1 = β|[0,t0] ] γq, γ2 = β
∗|[0,1−t0] ] γq ′ ,

que resultan dos curvas admisibles que emanan de p y salen de Bc(p). Por el teorema

de minimalidad local (10.3.4), L(γi) ≥ c. Entonces

c ≤ L(β|[0,t0]) + L(γq) < L(β|[0,t0]) + r

y tambi�en

c ≤ L(β|[1,t0]) + L(γq ′) < L(β|[1,t0]) + r.

Sumando estas dos desigualdades se tiene que

2c ≤ L(β) + 2r < L(β) + 2c1 = L(β) + c,

es decir c < L(β). Pero esto es absurdo pues L(β) = d(q, q ′) ≤ d(q, p) + d(p, q ′) <
2r ≤ 2c1 = c. Como β ⊂ Bc(p), podemos considerar w : [0, 1] → TpM dada por la

expresi�on ws = exp−1p β(s). Observemos que para cada s,

Uc(p) 3 β(s) = expp(1ws)

y ‖ws‖ < c < R, luego γs(t) = expp(tws) es la �unica geod�esica corta que une p con

β(s), con lo cual

f(s) = d(p, β(s))2 = L(γs)
2 = ‖ _γs(t)‖2γs(t) = ‖ws‖

2
p.

A�rmamos que f(s) < r2 para todo s ∈ [0, 1], lo que concluir��a la prueba del teorema.

De no ser as��, existe s0 ∈ (0, 1) donde f alcanza su m�aximo absoluto, f(s0) = δ ≥ r2.
Debe ser entonces f ′(s0) = 0, y derivando la �ultima ecuaci�on en s = s0 deducimos que

〈ws0 , _ws0〉 = 0, es decir β es tangente a la esfera Sδ(p) en s = s0. Por la proposici�on

previa, β est�a estrictamente fuera de Sδ(p) para s cerca de s0, contradiciendo la

maximalidad de s0.

10.6. Isometŕıas

Definición 10.6.1 (Isometr��as locales e isometr��as). Diremos que f : (M,bM) →
(N,bN) es una isometr��a local entre variedades de Finsler si ‖f∗V‖N = ‖V‖M
para todo V ∈ TM y f es un difeomor�smo local, y que f es una isometr��a si

dN(f(x), f(y)) = dM(x, y) para todo x, y ∈M.
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Proposición 10.6.2. Sea f : (M,bM)→ (N,bN) una aplicaci�on de clase C1 entre

variedades de Finsler. Entonces:

1. Si f es una isometr��a local, entonces para todo x, y ∈M se tiene

d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y),

mientras que si x, y est�an su�cientemente cerca se tiene la igualdad.

2. Sean M,N Riemannianas fuertes. Si f es una isometr��a tambi�en es una

isometr��a local.

Demostraci�on. Supongamos que f es isometr��a local. Sean x, y ∈ M, tomemos una

curva γ ⊂M tal que L(γ) < d(x, y) + ε. Sea β = f ◦ γ, que une f(x) con f(y) en M.

Entonces

d(f(x), f(y)) ≤ L(β) = L(γ) < d(x, y) + ε.

Luego d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y). Como f es un difeomor�smo local podemos revertir el

argumento para probar que

d(x, y) = d(f−1f(x), f−1f(y)) ≤ d(f(x), f(y))

si x, y est�an su�cientemente cerca. Supongamos ahora que f es una isometr��a, sea

V = (p, v) ∈ TM, sea α ⊂ M una geod�esica tal que α ′(0) = V. Entonces para t

peque~no en el dominio de α se tiene∫t
0

‖(f ◦ α) ′‖f◦αdt ≥ d(f(α(t)), f(p)) = d(α(t), p)

= Lt0(α) = tL(α) = t‖v‖p.

Luego ‖v‖p ≤ 1
t

∫t
0
‖(f ◦ α) ′‖f◦αdt, y haciendo tender t → 0+ se tiene ‖v‖p ≤

‖f∗pv‖f(p). Ahora revertimos el argumento, sea β ⊂ N una geod�esica tal que β ′(0) =

f∗pv, sea α = f−1β. Entonces∫t
0

‖α ′‖αdt ≥ d(α(t), p) = d(β(t), f(p))

= Lt0(β) = tL(β) = t‖f∗pv‖f(p),

y nuevamente dividiendo por t y haciendo tender t a cero se tiene la desigualdad

opuesta.
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10.6.1. Invariancia de la derivada de Levi-Civita por isometŕıas

Recordemos que dado X campo en D, y una funci�on suave e inyectiva f : D→M,

el campo f∗X en F(M) ⊂ D se de�ne como f∗X(f(p)) = Dfp(Xp).

Teorema 10.6.3 (Invariancia de la conexi�on por isometr��as). Si f : (D,g)→ (M, ~g)

es una isometr��a global, y f∗X, f∗Y son campos en M, entonces las derivadas

covariantes est�an f- relacionadas: para todo p ∈M,

∇Mf∗Xf∗Y(f(p)) = Dfp(∇
D
X Y(p)).

Demostraci�on. Est�a claro que todo par de campos enM es de la forma f∗X, f∗Y para

campos X, Y en D (Secci�on 2.5.2). Tambi�en es claro que el operador

∇f∗Xf∗Y = Df(∇DX Y)

es R-bilineal y h-lineal en la variable f∗X, para toda h :M→ R suave. Es claro que es

una derivaci�on en la segunda variable, y es f�acil ver que no tiene torsi�on. Por �ultimo,

para todo campo Z en D se tiene

f∗Z〈f∗X, f∗Y〉(f(p)) =
d

dt

∣∣∣
t=0
〈f∗X(Φ(t)), f∗Y(Φ(t))〉Φ(t)

donde Φ es el ujo de f∗Z, que por el mismo lema, es f◦φ con φ el ujo de Z. Luego

f∗Z〈f∗X, f∗Y〉(f(p)) =
d

dt

∣∣∣
t=0
〈f∗X(f ◦ φ(t)), f∗Y(f ◦ φ(t))〉f◦Φ(t)

=
d

dt

∣∣∣
t=0
〈Dfφ(t)(Xφ(t)), Dfφ(t)(Yφ(t))〉f◦Φ(t)

=
d

dt

∣∣∣
t=0
〈Xφ(t), Yφ(t)〉φ(t) = Z〈X, Y〉(p)

= 〈∇DZX(p), Yp〉p + 〈Xp,∇DZ Y(p)〉p
= 〈Dfp(∇DZX(p)), Dfp(Yp)〉p

+〈Dfp(Xp), Dfp(∇DZ Y(p))〉f(p)
= 〈∇f∗Zf∗X(f(p)), f∗Y(f(p))〉f(p)

+〈f∗X(f(p)),∇f∗Zf∗Y(f(p))〉f(p)
= 〈∇f∗Zf∗X, f∗Y〉f(p) + 〈f∗X,∇f∗Zf∗Y〉f(p),

lo que prueba que ∇ as�� de�nido enM es compatible con la m�etrica. Por la unicidad

de la derivada de Levi-Civita, queda probado el teorema.

En particular el teorema nos dice que si γ es una curva en D y µ es un campo a

lo largo de γ, entonces Dfγµ es un campo a lo largo de f ◦ γ y

∇(f◦γ) •(Dfγµ) = ∇Dfγ _γDfγµ = Dfγ(∇ _γµ).
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Corolario 10.6.4 (Invariancia del transporte paralelo por isometr��as). Si f : D→M

es una isometr��a riemanniana, transforma geod�esicas de D en geod�esicas de M.

Adem�as, si γ ⊂M, p = γ(a), y µ(t) = P(γ)tav es el transporte paralelo de v ∈ TpD
a lo largo de γ, entonces

η = Dfγµ

es el transporte paralelo de Dfpv a lo largo de f ◦ γ.

Teorema 10.6.5 (Invariancia de la curvatura por isometr��as). Si f : N → M es

una isometr��a local riemanniana, entonces Df preserva las curvaturas. Expl��ci-

tamente, para todo p ∈ N, x, y, z ∈ TpD se tiene

DfpR
N
p (x, y)z = R

M
f(p)(Dfpx,Dfpy)Dfpz.

Demostraci�on. Se deduce de la de�nici�on del tensor de curvatura y el Teorema

10.6.3.

10.6.2. Campos de Killing métricos

En la Secci�on 7.3 estudiamos los campos de Killing de un spray; veremos en esta

secci�on una subclase de campos de Killing que son los de la geometr��a riemanniana.

Definición 10.6.6. Decimos que el campo X en la variedad riemanniana (M,g) es

un campo de Killing m�etrico si el ujo ρt de X es una isometr��a para todo t, esto es

‖Dρtv‖ρt(p) = ‖v‖p para todo p ∈M, v ∈ TpM.

Denotamos Kill(M,g) al conjujnto de todos los campos de Killing de la m�etrica g.

Observaci�on 10.6.7. El Teorema 10.6.3 nos dice que toda isometr��a es automor�smo

de la conexi�on. Luego todo campo de Killing m�etrico es un campo de Killing de la

conexi�on, esto es Kill(M,g) ⊂ Kill(M,∇) (De�nici�on 7.3.9).

Teorema 10.6.8. Sea X campo en M, sea ρt su ujo. Son equivalentes:

1. X ∈ Kill(M,g).

2. Para todo par de campos Y, Z en M, y todo t en el dominio del ujo, se

tiene

〈ρ∗tY, ρ∗tZ〉 = 〈Y, Z〉 ◦ ρt

como funciones en M.
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3. Para todo par de campos Y, Z en M

〈∇YX,Z〉 = −〈∇ZX, Y〉.

4. Para todo campo Y en M, 〈∇YX, Y〉 = 0.

Demostraci�on. De la de�nici�on, cambiando t por −t y polarizando sabemos que

〈Dρ−tv,Dρ−tw〉ρ−t(p) = 〈v,w〉p

para todo p ∈ M, para todo v,w ∈ TpM. Tomamos v = Yp, W = Zp y tomando

p = ρt(q) deducimos que

〈Dρ−tYρt(q), Dρ−tZρt(q)〉 = 〈Yρt(q), Zρt(q)〉ρt(q)

que se reescribe como

〈ρ∗tY, ρ∗tZ〉(q) = 〈Y, Z〉(ρt(q)).

Esto prueba que vale la segunda a�rmaci�on; claramente podemos deshacer el razona-

miento y en realidad las dos primeras a�rmaciones son equivalentes. Ahora derivamos

ambos lados de la segunda identidad respecto de t. Por el Lema 7.3.8 y la compati-

bilidad de la m�etrica con la conexi�on obtenemos

d

dt
〈ρ∗tY, ρ∗tZ〉q = 〈[X, ρ∗tY], ρ∗tZ〉q + 〈ρ∗tY, [X, ρ∗tZ]〉q = X(〈Y, Z〉)|ρt(q)

= 〈∇XY, Z〉ρt(q) + 〈Y,∇XZ〉ρt(q).

Ahora recordemos que la conexi�on tiene torsi�on nula para escribir∇XY = ∇YX+[X, Y]

y similarmente ∇XZ = ∇ZX+ [X,Z]. Entonces

〈[X, ρ∗tY], ρ∗tZ〉q + 〈ρ∗tY, [X, ρ∗tZ]〉q = 〈∇YX,Z〉ρt(q) + 〈[X, Y], Z〉ρt(q)
+ 〈Y,∇ZX〉ρt(q) + 〈Y, [X,Z]〉ρt(q).

Podemos entonces aplicar la identidad (2) que estamos asumiendo para los campos

Y = [X, Y], Z en el segundo producto interno a la derecha de la igualdad, e Y, Z = [X,Z]

en el cuarto producto interno. Combinando con el Lema 7.3.8 obtenemos

〈[X, ρ∗tY], ρ∗tZ〉q + 〈ρ∗tY, [X, ρ∗tZ]〉q = 〈∇YX,Z〉ρt(q) + 〈[X, ρ
∗
tY], ρ

∗
tZ〉q

+ 〈Y,∇ZX〉ρt(q) + 〈ρ
∗
tY, [X, ρ

∗
tZ]〉q.

Cancelando los t�erminos iguales obtenemos

〈∇YX,Z〉ρt(q) = −〈∇ZX, Y〉ρt(q),
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y evaluando en t = 0 se deduce la tercer a�rmaci�on. La tercera a�rmaci�on es equi-

valente a la cuarta, polarizando. Acabamos de probar que en general (sin ninguna

hip�otesis sobre X) vale

d

dt
〈Y, Z〉(ρt(q)) = 〈∇YX,Z〉ρt(q) + 〈[X, ρ

∗
tY], ρ

∗
tZ〉q

+ 〈Y,∇ZX〉ρt(q) + 〈ρ
∗
tY, [X, ρ

∗
tZ]〉q.

Supongamos que vale entonces la tercera a�rmaci�on, entonces tenemos

d

dt
〈Y, Z〉(ρt(q)) =

d

dt
〈ρ∗tY, ρ∗tZ〉q

y esto dice que ambas funciones di�eren en una constante. Evaluando en t = 0 vemos

que en realidad son iguales, y esto prueba que la tercer a�rmaci�on implica la segunda.

Esto concluye la prueba de las equivalencias.

Ya observamos al comienzo de esta secci�on que los campos de Killing m�etricos

forman un subespacio del �algebra de Lie de campos de Killing de la conexi�on, y

tambi�en sabemos que los campos de Killing de la conexi�on forman un �algebra de Lie

(Teorema 7.3.14). Dejamos como ejercicio para el lector probar el siguiente resultado:

Proposición 10.6.9. Kill(M,g) es sub�algebra de Lie de Kill(M,∇).

10.7. Curvatura seccional

En esta secci�on estudiamos la relaci�on entre el tensor de curvatura y la m�etrica,

que nos de�ne la curvatura seccional de la variedad. Veremos como esta controla la

diferencial de la exponencial y los campos de Jacobi.

Dada (M,g) Riemanniana, p ∈M y un plano bi-dimensional π ⊂ TpM, queremos

de�nir una cantidad que s�olo depende del plano, que puede pensarse, ya que la ex-

ponencial en p es un difemor�smo local expp : B→ Up, como la curvatura seccional

de la super�cie bi-dimensional

Mπ = expp(B ∩ π) ⊂M.

Si v,w ∈ π, el �area del paralelogramo generado por v,w est�a dada por

A(v,w) =
√
‖v‖2‖w‖2 − 〈v,w〉2p.

Esta cantidad es positiva y no nula si v,w son linealmente independientes por la

desigualdad de Cauchy-Schwarz. De�nimos

Rp : {π ⊂ TpM con π un 2-plano}→ R
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de la siguiente manera. Sean v,w ∈ π linealmente independientes. Entonces

Rp(π) = −
〈Rp(v,w)v,w〉p
A(v,w)2

.

Lema 10.7.1. La cantidad Rp(π) no depende de la base de π que elijamos. En

particular podemos suponer que v,w son ortonormales y en ese caso

Rp(π) = −〈Rp(v,w)v,w〉p.

Demostraci�on. Si v1, v2 ∈ π son linealmente independientes y x, y ∈ π tambi�en son

linealmente independientes, entonces existen a1, a2, b1, b2 ∈ R tales que

x = a1v1 + a2v2, y = b1v1 + b2v2.

Identi�camos (π, 〈·, ·〉) con R2 con el producto interno usual. Entonces

A(x, y) = ‖(a1v1 + a2v2)× (b1v1 + b2v2)‖
= |a1b2 − b1a2|‖v1 × v2‖ = |a1b2 − b1a2|A(v1, v2).

Por otra parte,

〈R(x, y)x, y〉 =
2∑

i,j,k,l=1

aiakbjbl〈R(vi, vj)vk, vl〉.

Por el Lema 10.3.1, la �ultima expresi�on se anula si k = l, luego debe ser k 6= l. Por

otra parte, como R(w, z) = −R(z,w), tambi�en se anula si i = j, luego debe ser i 6= j.
Por �ultimo, la identidad de Bianchi nos permite deshacernos de los t�erminos c��clicos

y es un ejercicio (Ejercicio 10.viii) ver que

〈R(x, y)x, y〉 = |a1b2 − b1a2|
2〈R(v,w)v,w〉.

En consecuencia usaremos la notaci�on sec(π) para denotar la curvatura seccional

de la subvariedad generada por el plano π ⊂ TpM.

Observaci�on 10.7.2 (Invariancia de la curvatura seccional por isometr��as). Del Teo-

rema 10.6.5 deducimos que si f : N → M es una isometr��a local riemanniana, y

π ′ = Dfp(π) con π ⊂ TpN un 2-plano, entonces secN(π) = secM(π ′).
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10.7.1. Variedades planas

Una variedad Riemanniana se dice plana cuando RM ≡ 0. En ese caso es local-

mente isom�etrica a un espacio de Hilbert, como muestra el siguiente resultado.

Teorema 10.7.3. Sea (M,g) Riemanniana y completa. Supongamos que R ≡ 0.
Entonces localmente la diferencial de la exponencial es el transporte paralelo

y por ende una isometr��a, y expp : TpM → M es un difeomor�smo isom�etrico

local para todo p ∈M. SiM es simplemente conexa entonces es isom�etricamente

isomorfa a su espacio tangente.

Demostraci�on. Sea γ ⊂ Br(p) una geod�esica (r peque~no) con γ(0) = x, _γ(0) = v. Si

R ≡ 0, entonces el �unico campo de Jacobi η ∈ Lev(γ) a lo largo de γ tal que η(0) = 0,

Dγ ′η(0) = w ∈ TxM est�a dado por η(t) = tP(γ)t0w puesto que

Dtη = P(γ)t0w+ 0

y entonces D2tη = DtP(γ)
t
0w = 0 = R( _γ, η) _γ. Por otra parte, por el Teorema 7.2.3,

se tiene que η(t) = (expp)∗tvtw luego la diferencial de la exponencial coincide con

el transporte paralelo y resulta as�� una isometr��a local. Si M es simplemente conexa,

entonces podemos aplicar el Teorema de Cartan-Hadamard (Corolario 9.5.6) para

concluir que expp : TpM → M es un difeomor�smo, y por el primer item de la

proposici�on previa resulta una isometr��a global.

10.7.2. Curvatura de grupos lineales y espacios homogéneos

En esta secci�on calculamos la curvatura seccional de los ejemplos que desarrolla-

mos en la Secci�on 7.6 y en la Secci�on 10.1.2.

10.7.2.1. La esfera de un espacio de Hilbert

Comenzamos con la esfera S de un espacio de Hilbert H. Se tiene para todo

x, y, z ∈ TpS = span(p)⊥

Rp(x, y)z = 〈y, z〉x− 〈x, z〉y.

Luego si π = span(x, y) ⊂ TpS, y suponiendo sin p�erdida de generalidad que x ⊥ y,
se tiene

secπ = − 〈〈y, x〉x− 〈x, x〉y, y〉 = 〈x, x〉〈y, y〉 = 1.

Es decir, la esfera tiene curvatura seccional constante = 1. No es dif��cil ver que si

tomamos la esfera SR ⊂ H de radio R > 0, su estructura es similar con la diferencia

de que su curvatura seccional es exactamente 1/R.
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10.7.2.2. El spray métrico del grupo de inversibles

El spray obtenido en (10.6) nos permite calcular la curvatura, apelando a la f�ormu-

la (10.10), obteni�endose la siguiente expresi�on para el tensor en g = 1 (hemos usado

reiteradas veces la identidad de Jacobi para simpli�car la expresi�on):

4R1(x, y, z) = [z, [x, y]] + [z, [x∗, y∗]] + [z∗, [x∗, y]] (10.14)

+[z∗, [x, y∗]] + [z, [x, y∗]] + [z, [x∗, y]]

−[x, [y∗, z]] − [y, [z, x∗]].

En cuanto a la curvatura seccional, no aporta en principio mayor informaci�on, al

ser una expresi�on que es posible reescribir de muchas formas gracias a la ciclicidad

de la traza. >Es posible identi�car subvariedades de curvatura seccional con signo

constante? Como veremos en las pr�oximas secciones, el grupo unitario tiene curvatura

positiva mientras que los operadores positivos tienen curvatura negativa.

10.7.2.3. El grupo unitario

Si nos restringimos al grupo unitario o a los operadores positivos e inversibles, el

spray m�etrico coincide con el spray can�onico F(v) = vg−1v (g ∈ G, v ∈ A un �algebra

C∗). Entonces el tensor de curvatura se reduce por los c�alculos del cap��tulo previo a

g−1Rg(x, y, z) = −1/4[[g
−1x, g−1y], g−1z].

Es f�acil ver que, por ser la m�etrica invariante a izquierda, la curvatura es la misma

en cualquier punto del espacio homog�eneo, luego podemos suponer que g = 1, y se

tiene

R1(x, y)z = −1/4[[x, y], z].

Esta expresi�on tambi�en puede obtenerse apelando a (10.14), usando que x, y, z son

antihermitianos y apelando a la identidad de Jacobi.

Si x, y son ortonormales, y π = span(x, y), se tiene

secπ = −〈R1(x, y)x, y〉2 = 1/4〈[[x, y], x], y〉2 (10.15)

= 1/4Tr([[x, y], x]y
∗).

Como x, y ∈ Aah, se tiene

secπ = −1/4Tr([[x, y], x]y) = 1/2Tr(−xyxy+ x2y2).

Pero

Tr(xyxy) = Tr(xy(yx)∗) = 〈xy, yx〉2 ≤ ‖xy‖2‖yx‖2,

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y por otra parte es f�acil ver que

‖yx‖22 = ‖xy‖22 = Tr(x2y2),
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se tiene nuevamente por C-S

2secπ = Tr(−xyxy+ x2y2) = −〈xy, yx〉+ ‖xy‖22 ≥ 0.

Esto nos dice que la curvatura del grupo unitario es no negativa, y de hecho es f�acil ver

que para que sea nula debe ser xy = yx, pues debe valer la igualdad en la desigualdad

de Cauchy-Schwarz. Luego tenemos subvariedades planas (conocidas como ats) para

cada familia de operadors que conmutan, y por ejemplo si estamos en dimensi�on �nita

y U es el grupo unitario de las matrices n× n, la dimensi�on maximal de los ats es

n, que corresponde a considerar el �algebra abeliana maximal dada por las matrices

unitarias diagonales respecto de una base ortonormal �ja. En el lenguaje de espacios

sim�etricos, esta cantidad se conoce como el rango del espacio. Es decir rango(U) = n
donde n = dimH. Una referencia fundamental en este contexto de espacios sim�etricos

es el libro de S. Helgason [46].

10.7.2.4. Operadores positivos inversibles

Supongamos ahora que estamos en el espacio de operadores positivos e inversibles

M = G+
A. Cabe aqu�� distinguir dos casos sutilmente distintos. El primero compete a

la discusi�on de las dos secciones previas, y es cuando pensamos a este espacio como

subvariedad del grupo de inversibles, con el spray m�etrico. En ese caso, dados x, y, z

Hermitianos, el tensor de curvatura en g = 1 se computa de (10.14) obteni�endose

R1(x, y)z = −7/4[[x, y], z].

Luego, con una cuenta similar a la efectuada en (10.15), recordando que con nuestra

convenci�on sec di�ere de R en un signo, obtenemos

2/7sec
G+
A

π = Tr(xyxy− x2y2) = 〈xy, yx〉− ‖xy‖22 ≤ 0

para todo π ⊂ T1G+
A = Ah. Esta curvatura es nula si y s�olo si xy = yx.

El otro caso, corresponde a considerar a la variedad de operadores positivos e

inversibles con la m�etrica dada por

‖v‖a = ‖a−1/2va−1/2‖2,

seg�un lo discutimos en la Secci�on 9.4.3. Aqu�� usamos la norma Frobenius (o la nor-

ma de Hilbert-Schmidt, ver la Secci�on 10.3.5.2) para computar la norma del vector

trasladado; a ∈ G+
A, v ∈ TaG

+
A al igual que antes. Esto es,

〈v,w〉a = 〈gav,w〉2

donde ahora gav = a
−1va−1. Apelando a la ecuaci�on (10.3), es f�acil ver que en este

caso el spray coincide con el spray can�onico Fa(v) = va−1v que introdujimos en
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la Secci�on 7.6.5.2. Luego se aplican las consideraciones all�� hechas, y en particular

tenemos la expresi�on para la curvatura dada por

R1(x, y)z = −1/4[[x, y], z]

y con una cuenta id�entica a la reci�en hecha deducimos que en este caso tambi�en la

curvatura es no positiva. Veremos (Teorema 10.9.5) que esta condici�on es en general

equivalente a la condici�on de curvatura semi-negativa en el contexto de variedades de

Finsler con spray.

Observemos que si bien en ambos casos la curvatura es no positiva, las geometr��as

no coinciden ya que, en el segundo caso las geod�esicas son los grupos a un par�ametro,

luego se describen como β(t) = aetv, as�� que la �unica geod�esica que une a, b ∈ G+
A

est�a dada por

β(t) = a exp(t ln(a−1b)) = a1/2(a−1/2ba−1/2)ta1/2.

Notar que esta curva est�a ��ntegramente contenida en G+
A (lo cual es esperable pues

es la geod�esica de una conexi�on m�etrica de�nida all��). La geometr��a de este caso hace

que la posici�on relativa de G+
A en GA sea buena.

No ocurre lo mismo en el primer caso: de acuerdo a la ecuaci�on (10.9), las geod�esi-

cas que pasan por a ∈ G+
A se describen como α(t) = aetv

∗
et(v−v

∗). Notemos que por

el teorema de Hopf-Rinow, como las geod�esicas est�an de�nidas para todo t ∈ R, dado
b ∈ G+

A existe una de estas que una a, b en el grupo GA. Para que esta curva sea

un grupo a un par�ametro aetz, debe ocurrir que z = v (esto se deduce derivando

en t = 0). Pero etxety = et(x+y) s�olo es posible si x, y conmutan, lo cual equivale

a que v sea normal; entonces v = ln(a−1b) es normal o equivalentemente a−1b es

normal y a su vez esto equivale a que b conmuta con a (Ejercicio 10.xii). Dejamos

tambi�en como ejercicio (10.xiii) veri�car que α∗ = α solamente en el caso especial

reci�en mencionado, luego esta curva en general no permanece dentro de G+
A, es decir

G+
A no es geod�esicamente convexa en GA si dotamos a este �ultimo del spray m�etrico

que viene de la m�etrica invariante a izquierda.

10.7.2.5. La Grassmanniana

Como vimos en la Secci�on 10.1.1.1, el spray que introdujimos en la Grassman-

niana no es otra cosa que el spray m�etrico inducido por la inclusi�on Gr(p) ⊂ Ah,
donde consideramos a este �ultimo como espacio de Hilbert con la norma Frobenius.

Recordemos entonces que (Ejemplo 7.6.6 en la Secci�on 7.6), dado un proyector p se

ten��a la f�ormula del tensor de curvatura

Rp(x, y, z) = [[x, y], z].
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A partir de este, calculamos, para x ⊥ y ∈ TpP(A), la curvatura seccional sec(x, y)

dada por

sec(x, y) = −〈Rp(x, y)x, y〉p = −2Tr(xyxy) + 2Tr(x2y2)

= −2〈xy, yx〉+ 2‖xy‖22 ≥ 0,

de manera similar al caso de los operadores unitarios y el espacio de operadores

positivos invertibles, obteni�endose sec(x, y) = 0 si y s�olo si xy = yx.

10.8. Espacios simétricos riemannianos

Vamos a especializar aqu�� resultados obtenidos para conexiones que provienen de

sprays (obtenidos en las Secciones 7.5 y 7.5.1) al caso particular de (M,∇) donde ∇
es la derivada de Levi-Civita de una m�etrica riemanniana g en M.

Definición 10.8.1. Sea (M,g) riemanniana y conexa, diremos que M es un espacio

sim�etrico si para cada p ∈ M existe una isometr��a Sp : M → M tal que Sp(p) = p,

(DSp)p = −idTpM.

Teorema 10.8.2. Con la estructura µ(p, q) = Sp(q) el par (M,µ) es un espacio

sim�etrico (De�nici�on 7.5.1).

Demostraci�on. El primer axioma se cumple por de�nici�on de punto �jo. Si γ es

la geod�esica por p con γ ′0 = v entonces β = Spγ es geod�esica por p porque Sp es

isometr��a, y como β ′0 = (DSp)pv = −v debe ser Spγ(t) = γ(−t). Entonces S2p = id

en un entorno de p y por el Lema 7.3.11 debe ser S2p = idM. Esto nos dice que se

cumple el segundo axioma. Veamos que vale el tercer axioma: como Sp es isometr��a

entonces (Sp)∗ es automor�smo de la conexi�on de Levi-Civita (Teorema 10.6.3), y

esto nos dice que Sp es automor�smo de la estructura sim�etrica (demostraci�on del

Teorema 7.5.6). Por �ultimo, si Sp(q) = q y q est�a cerca de p entonces q = expp(v) y

por lo reci�en observado debe ser

expp(v) = q = Sp(q) = expp(−v)

y por la inyectividad local de la exponencial debe ser v = 0, o equivalentemente

q = p. Esto prueba que p es punto �jo aislado de Sp y valel cuarto axioma de

espacios sim�etricos.

Razonando como en la prueba del �ultimo ��tem del Teorema 7.5.8, deducimos

que ∇R = 0 en un espacio sim�etrico riemanniano. Veamos ahora la categor��a de los

espacios localmente sim�etricos.
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Teorema 10.8.3 (Espacios localmente sim�etricos). Sea (M,g) riemanniana, son

equivalentes

1. ∇R = 0

2. P Rγ(X, Y, Z) = Rγ(P X, P Y, P Z) para toda curva γ y todo X, Y, Z ∈ X(M)

(aqu�� P = P(γ) denota el transporte paralelo a lo largo de γ)

3. Para todo p ∈ M la simetr��a geod�esica Sp(expp(v)) = expp(−v) es una

isometr��a en un entorno normal de p.

Demostraci�on. La equivalencia entre los dos primeros ��tems tiene la misma prueba

que en el Teorema 7.5.12 y la omitimos. Tambi�en la implicaci�on (2) ⇒ (3) tiene la

misma demostraci�on, de hecho (DSp)γt = −P−tt (γ) y como el transporte paralelo es

una isometr��a, entonces Sp es isometr��a local (Teorema 10.6.2), que veri�ca Sp(p) = p,

(DSp)p = −idTpM. Suponiendo que este es el caso, tenemos una estructura de espacio

riemanniano sim�etrico en un entorno normal de p por el teorema anterior, y entonces

por la observaci�on previa a este teorema ∇R = 0 (que es una condici�on local).

Apelando a la versi�on global del Teorema de Ambrose (observaci�on que le sigue

al Teorema 7.4.8), se obtiene lo siguiente:

Teorema 10.8.4. Si (M,g) es localmente sim�etrica, completa y simplemente co-

nexa, entonces las simetr��as geod�esicas son isometr��as globales deM, y entonces

M es un espacio sim�etrico.

10.8.1. Espacios simétricos de Cartan (caso Finsler y

riemanniano)

Para seguir especializando los resultados obtenidos para conexiones de un spray

al caso m�etrico y en especial al caso riemanniano, discutimos aqu�� los espacios de

Cartan M = G/K con (G,σ) un grupo involutivo, σ automor�smo del grupo de Lie

G con σ2 = id y K = Gσ el conjunto de puntos �jos de σ (Secci�on 7.5.2).

Tenemos la estructura diferenciable q∗1 : Lie(G) ' k⊕m→ ToM con q : G→M

el mapa cociente y o = q(1) ∈M; recordemos que k = Lie(K) = kerq∗1 y que q∗1|m
es un isomor�smo con ToM.

Observaci�on 10.8.5 (M�etricas de Finsler via normas AdK-invariantes). Si pretende-

mos dotar a M de una m�etrica de Finsler, podemos comenzar por darle a Lie(G)

una norma, pero notemos que si pretendemos que el trasnporte paralelo en M sea

una isometr��a es necesario y su�ciente que la norma sea AdK invariante. En efecto:

si V = q∗1v con v ∈ m entonces de�nimos ‖V‖o = ‖v‖ y en general

‖V‖g·o = ‖v‖
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si V = q∗g(gv) = (`g)∗oq∗1v, con v ∈ m. Notemos que V = q∗h(hw) s�olo es posible

si g−1h = u ∈ K y (`g)∗oq∗1v = (`h)∗oq∗1w. Esto s�olo es posible si v = Aduw

(ejercicio usando la ecuaci�on (3.13)). Luego

‖w‖ = ‖Aduw‖ = ‖v‖

y esto muestra la buena de�nici�on. Por otro lado, como el transporte paralelo est�a

dado por los mapas (`g)∗ (Teorema 7.5.23), para ver que la m�etrica de Finsler es

invariante por transporte paralelo basta observar que

‖(`h)∗V‖h·(g·o) = ‖(`h)∗(`g)∗q∗1v‖(hg·o = ‖(`hg)∗q∗1v‖
= ‖v‖ = ‖(`g)∗q∗1v‖g·o = ‖V‖g·o.

Observaci�on 10.8.6 (Funci�on exponencial). Dado que las geod�esicas del spray son

de la forma t 7→ getx · o con x ∈ m, la funci�on exponencial expg·o : ToM → M est�a

dada por expg·o(V) = ge
v ·o para V = (`g)∗oq∗1v = q∗g(gv) ∈ Tg·oM, y no es dif��cil

ver usando la f�ormula de la diferencial de la exponencial que

(D expg·o)VW = (`g)∗oq∗1(
sinh(adv)

adv
w)

cuando V = (`g)∗oq∗1v,W = (`g)∗oq∗1w ∈ Tg·oM (aqu�� como antes v,w ∈ m). Como

esta funci�on es un difeomor�smo local alrededor de V = 0, la norma es equivalente a

la norma original del espacio de Banach m.

Observaci�on 10.8.7 (De espacios sim�etricos a espacios de Cartan). Si M tiene di-

mensi�on �nita, puede probarse que el grupo de isometr��as Iso(M,g) para la m�etrica

riemanniana g, munido de la topolog��a compacto abierta, es un grupo localmente com-

pacto (ver [53, Cap��tulo 1, Teorema 4.7]). Entonces de acuerdo a lo discutido en la

Secci�on 7.5.2.1, Iso(M,g) tiene estructura de grupo de Lie y la acci�on A : G×M→M

dada por la evaluaci�on A(f, p) = f(p) es suave. Fijando o ∈ tenemos el mapa cociente

q : G → M dado por f 7→ f(o) que es sobreyectivo. Luego M ' G/K y adem�as

podemos considerar el automor�smo involutivo

σ(g) = So ◦ g ◦ So.

Como So tiene s�olo a o como punto �jo, de acuerdo a lo discutido en dicha secci�on,

obtenemos

K = {f ∈ G : f(o) = o} = kerq = {f ∈ G : σ(f) = f} = Kσ.

Adem�as es claro que

Lie(Iso(M,g) = Kill(M,g),
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y la descomposici�on Kill(M,g) = ko ⊕ mo es la descomposici�on de Cartan del �alge-

bra de Lie del grupo de isometr��as. Entonces M es un espacio sim�etrico de Cartan

(riemanniano) por la acci�on del par (Iso(M,g), σ).

En s��ntesis, si (M,µ) es espacio sim�etrico riemanniano de dimensi�on �nita entonces

M es espacio sim�etrico de Cartan para la acci�on del grupo de isometr��as dada por

evaluar y la involuci�on reci�en mencionada. Notemos por �ultimo que el rango del

espacio sim�etrico es la dimensi�on de cualquier variedad plana maximal, ya que la

curvatura est�a dada por los conmutadores.

Observaci�on 10.8.8 (Clasi�caci�on de espacios sim�etricos). Podemos separar los es-

pacios sim�etricos riemannianos en reducibles e irreducibles, siendo los primeros los

que se pueden escribir como un producto directo de espacios sim�etricos riemannianos.

El teorema de descomposici�on de de Rham muestra que todo espacio admite via su

revestimiento riemanniano universal una descomposici�on en factores sim�etricos irre-

ducibles [82, Teorema 6.9]; un factor irreducible tiene �algebra de Lie g semisimple y

adem�as [m,m] = k. Los factores irreducibles a su vez se clasi�can en tres tipos: los eu-

clideos, donde m es abeliana (y entonces M es plana), y luego en dos clases llamadas

de tipo compacto (con curvatura seccional no negativa) y de tipo no compacto (con

curvatura seccional no positiva). Los espacios sim�etricos riemannianos simplemente

conexos en dimensi�on �nita fueron completamente clasi�cados por Cartan, en 7 clases

in�nitas por un lado y 12 espacios excepcionales por el otro [24, 25].

Ejemplos de espacios sim�etricos de tipo compacto son la esfera S de un espacio

de Hilbert, la Grassmanniana Gr(p) y los grupos unitario y ortogonal U (Secci�on

10.7.2). El espacio de operadores positivos inversibles GL+ discutido en esa secci�on en

cambio, es un ejemplo de tipo no compacto con una propiedad universal: todo espacio

sim�etrico M de tipo no compacto admite una sumersi�on cerrada i : M ↪→ GL+ que

preserva la m�etrica en el siguiente sentido: el pull-back por i de la m�etrica de GL+

a M es un m�ultiplo constante de la m�etrica de M, en cada factor irreducible de de

Rham [38].

10.9. El teorema de Cartan

En esta secci�on probamos la equivalencia entre curvatura seccional no positiva,

y la propiedad curvatura semi-negativa de la diferencial de la exponencial (Secci�on

9.5), obteniendo como corolario el teorema cl�asico de Cartan para variedades Rie-

mannianas.
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10.9.1. Campos de Jacobi versus curvatura

En esta proposici�on se hace expl��cita la relaci�on entre los campos de Jacobi a lo

largo de geod�esicas y la curvatura seccional de una variedad Riemanniana (M,g), a

trav�es de las derivadas de la norma del campo.

Proposición 10.9.1. Sean (M,g) Riemanniana d�ebil, α(t) = expp(tv) una

geod�esica de M y η ∈ Lev(α) un campo de Jacobi. Sea f(t) = ‖η‖. Entonces:

1. Para aquellos t tales que η(t) 6= 0, se tiene

f ′(t) =
1

‖η‖
〈Dtη, η〉,

f ′′(t) =
1

‖η‖3
(‖Dtη‖2‖η‖2 − 〈Dtη, η〉2) +

1

‖η‖
〈R( _α, η) _α, η〉,

y

f ′′(t) ≥ −
1

‖η‖
secπ( _α, η)A( _α, η).

2. Si η(0) = 0 y _η(0) = w ∈ TpM, entonces f es derivable tres veces en el

origen, siendo

f ′(0) = ‖w‖p, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) =
1

‖w‖p
〈Rp(v,w)v,w〉p.

Demostraci�on. Las expresiones de f ′, f ′′ son inmediatas de la compatibilidad de

la m�etrica y la de�nici�on de campo de Jacobi. La desigualdad para f ′′ se obtiene

utilizando la de�nici�on de curvatura seccional y la desigualdad Cauchy-Schwarz:

‖Dtη‖‖η‖ ≥ |〈Dtη, η〉|.

Las derivadas en el origen se calculan recordando que en una carta, η(t) = tw +

o(t2).

Definición 10.9.2. Sea (M,g) Riemanniana. Diremos que M tiene curvatura sec-

cional no positiva (secM ≤ 0) si secπ ≤ 0 para todo π que sea un 2-plano en TpM,

para todo p ∈M.

Corolario 10.9.3. Si (M,g) es Riemanniana d�ebil, y secM ≤ 0, entonces para
todo p ∈M, para todo v ∈ Dom(expp) y para todo w ∈ TpM, se veri�ca

‖(expp)∗vw‖expp(v) ≥ ‖w‖p

y adem�as (expp)∗tvtw no se anula en (0, 1].
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Demostraci�on. Sea α(t) = expp(tv), tomamos η el �unico campo de Jacobi a lo largo

de α tal que η(0) = 0, Dtη(0) = w. Por el Teorema 7.2.3 que da la identi�caci�on entre

η(t)/t y la diferencial de la exponencial, tenemos que probar que ‖η(t)‖ ≥ t‖w‖, y
que η(t) 6= 0 para todo t ∈ (0, 1]. De no ser as��, supongamos que η se anula en

tn ∈ (0, 1] con tn → 0. Entonces

w = _η(0) = l��m
n
η(tn)/tn = 0

lo cual es absurdo. La otra posibilidad es que exista t0 > 0 que es el m��nimo de los

t ∈ (0, 1] donde η se anula. Como la curvatura deM es no positiva, por la proposici�on

previa se tiene que en el intervalo (0, t0) la funci�on f es convexa, es decir f
′′ ≥ 0. Por

otra parte, como f ′(0) = ‖w‖p > 0, se deduce que f es creciente en [0, t0) y como

f(0) = 0 se tiene un absurdo pues f no se anulaba en (0, t0).

Sea h(t) = ‖η(t)‖ − t‖w‖ para t ∈ [0, 1]. Entonces aplicando la f�ormula de la

Proposici�on 10.9.1 en el intervalo [0, 1] tenemos que h ′(t) = f ′(t) − ‖w‖, h ′′(t) =

f ′′(t) ≥ 0. Como h ′(0) = f ′(0) − ‖w‖p = 0, h tambi�en es creciente y se tiene la

conclusi�on.

10.9.2. La adjunta de la diferencial de exp

En esta secci�on supondremos que (M,g) es Riemanniana d�ebil.

Lema 10.9.4. Sea (M,g) pseudo-Riemanniana, p ∈ M y α(t) = expp(tv) con

v ∈ Dom(expp) y q = α(1). Sea P el transporte paralelo a lo largo de α y sea

v ′ = −Pv ∈ TqM. Entonces si w ∈ TpM, z ∈ TqM, se veri�ca

〈(expp)∗vw, z〉q = 〈w, (expq)∗v ′z〉p,

y si P∗ indica el transporte paralelo desde 1 hasta 0, entonces

〈P∗(expp)∗vw,P∗z〉p = 〈w, (expq)∗v ′PP∗z〉p,

luego el operador adjunto de P∗(expp)∗v es (expq)∗v ′P.

Demostraci�on. Sea η el �unico campo de Jacobi a lo largo de α tal que η(0) = 0,

_η(0) = w, y sea ξ el �unico campo de Jacobi a lo largo de α tal que ξ(1) = 0 y _ξ(1) = z.

Derivando

g(t) = 〈Dtη, ξ〉− 〈η,Dtξ〉

se deduce que

g ′(t) = 〈R( _α, η) _α, ξ〉+ 〈Dtη,Dtξ〉− 〈Dtη,Dtξ〉− 〈η, R( _α, ξ) _α〉 = 0
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por el Lema 10.3.1. Entonces g(t) = C = cte, luego g(1) = g(0), y se tiene

g(0) = 〈w, ξ(0)〉− 〈η(0), Dtξ(0)〉 = 〈w, ξ(0)〉p.

puesto que η(0) = 0. Por otra parte, considerando la curva revertida α∗(t) = α(1−t),

el campo ξ∗(t) = ξ(1−t) es el �unico campo de Jacobi a lo largo de α∗ tal que ξ∗(0) = 0,
_ξ∗(0) = −Dtξ(1) = −z, luego

ξ(0) = ξ∗(1) = (expq)∗v ′z,

y como

g(1) = 0− 〈η(1), Dtξ(1)〉 = 〈(expp)∗vw, z〉q,

se tiene el resultado.

10.9.3. Curvatura no positiva

Recordemos que en el contexto de variedades de Banach-Finsler (Secci�on 9.5)

de�nimos curvatura semi-negativa via la diferencial de la exponencial (De�nici�on

9.5.4). Probamos aqu�� la equivalencia en el contexto Riemanniano de esa noci�on con

la de curvatura seccional no positiva. Nuevamente supondremos que g es acotada

superiormente, es decir que (M,g) es Riemanniana d�ebil.

Teorema 10.9.5. Sea (M,g) Riemanniana d�ebil. Entonces M tiene curvatura

seccional no positiva si y s�olo si es una variedad de curvatura semi-negativa.

Es decir secM ≤ 0 si y s�olo si para todo p ∈M, para todo v ∈ Dom(expp) y para

todo w ∈ TpM, el operador (expp)∗v : TpM→ Texpp(v)M es invertible y se veri�ca

‖(expp)∗vw‖expp(v) ≥ ‖w‖p.

Demostraci�on. Supongamos primero que M tiene curvatura seminegativa. Sea p ∈
M, v,w ∈ TpM. Si α(t) = expp(tv) y η es el �unico campo de Jacobi a lo largo de α

tal que η(0) = 0, _η(0) = w, se tiene por hip�otesis

f(t) = ‖η(t)‖α(t) ≥ t‖w‖p

donde f es la funci�on de la Proposici�on 10.9.1. Sea h(t) = f(t) − t‖w‖p, entonces
h(t) ≥ 0 en [0, 1], y por la misma proposici�on se tiene h(0) = h ′(0) = h ′′(0) = 0,

mientras que

h ′′′(0) =
1

‖w‖p
〈Rp(v,w)v,w〉p.

Si fuese sec(v,w) > 0, se tendr��a h ′′′(0) < 0, lo cual dir��a que h es estrictamente

decreciente en un entorno de cero, y esto es absurdo. Luego sec(v,w) ≤ 0, lo que

prueba que secM ≤ 0.
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Ahora supongamos que secM ≤ 0. Sea η como antes, por el Corolario 10.9.3 se

tiene la desigualdad de la curvatura seminegativa, resta ver que (expp)∗v es invertible

para v ∈ Dom(expp). Componiendo con el transporte paralelo P a lo largo de α∗(t) =

α(1−t), se tiene que T = P(expp)∗v ∈ B(H) donde H = TpM es un operador acotado,

inyectivo y de rango cerrado por la desigualdad ‖Tw‖ ≥ ‖w‖ para todo w ∈ H. Resta
ver que Ran(T) = H, o equivalentemente, como el rango es cerrado, que ker(T∗) = {0}.

Pero por el Lema previo, T∗ es otra diferencial de la exponencial que por hip�otesis es

expansiva y por ende inyectiva.

Tenemos el siguiente corolario, consecuencia de los resultados de la secci�on 9.5,

que nos dice que la exponencial es un revestimiento y vale propiedad EMI (Teorema

9.5.5 y Corolario 9.5.6).

Corolario 10.9.6 (Teorema de Cartan-Hadamard). Si (M,g) es Riemanniana

fuerte, de curvatura seccional no positiva y geod�esicamente completa, enton-

ces la exponencial expp : TpM → M es un revestimiento para todo p ∈ M. Si

adem�as M es simplemente conexa expp resulta un difeomor�smo.

10.A. Problemas

10.I. Si Γ es la forma bilineal asociada al spray m�etrico de una variedad Riemanniana

(M,g), probar la propiedad de compatibilidad de la derivada covariante de campos

(10.1) y la propiedad de compatibilidad de la derivada covariante de curvas levantadas

(10.2) a partir de la identidad (10.4) que de�ne localmente Γ .

10.II. Probar que si (M,g) es de dimensi�on n <∞, el espacio de campos suaves sobre

M tiene dimensi�on n como m�odulo sobre C∞(M).

10.III. Probar la f�ormula de la derivada covariante para curvas levantadas (10.11) del

grupo de inversibles con su spray can�onico.

10.IV. Probar el Teorema 10.3.14 sobre curvas cortas en la Grassmanniana con la

m�etrica dada por una norma sim�etrica. Sugerencia: considerar el isomor�smo p 7→
2p− 1 entre proyecciones y simetr��as, el Teorema 10.3.13 y la Observaci�on 4.7.1.

10.V. Probar que la funcional energ��a E(γ) = 1/2
∫1
0
‖ _γ‖2γdt no es independiente de la

parametrizaci�on de γ.

10.VI. Probar el Teorema 10.2.5 y el Corolario 10.2.6.

10.VII. Probar la segunda identidad del Lema 10.3.1,

〈Rp(x, y)x, z〉g = 〈Rp(x, z)x, y〉g

para todo x, y, z ∈ TpM, para todo p ∈M.
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10.VIII. Dado p ∈ M Riemanniana, sean ai, bi ∈ R, vi ∈ π ⊂ TpM. Probar que, si

x = a1v1 + a2v2, y = b1v1 + b2v2, entonces

〈R(x, y)x, y〉 = |a1b2 − b1a2|
2〈R(v,w)v,w〉.

10.IX. Probar que si S es la esfera de un espacio de Hilbert con la m�etrica ambiente

y la conexi�on de Levi-Civita, entonces la diferencial de la aplicaci�on exponencial es

un difeomor�smo (Ejemplo 10.3.9), en cada entorno {v ∈ TpS : ‖v‖ < π}.

10.X. Sea R > 0 y H un espacio de Hilbert. Sea SR = {v ∈ H : ‖v‖ = R}. Calcular

el spray m�etrico de SR, sus geod�esicas y probar que la curvatura seccional de SR es

exactamente 1/R.

10.XI. Probar la expresi�on de R1 para el grupo de inversibles de un �algebra C∗ dada

en la Secci�on 10.7.2.2.

10.XII. Probar que si x, y ∈ A un �algebra de Banach y etxety = et(x+y) en alg�un

entorno de t = 0, entonces x conmuta con y. Probar que si a, b ∈ A es un �algebra C∗

son positivos e inversibles, y a−1b es normal, entonces a conmuta con b. Sugerencia:

probar que ab es normal y luego su espectro es real.

10.XIII. Probar que si α(t) = aetv
∗
et(v−v

∗) es una curva en A un �algebra C∗ con

a, b = α(1) positivos e inversibles, entonces α(t) = α(t)∗ si y s�olo si a conmuta con

b.

10.XIV. Calcular las derivadas primera, segunda y tercera de la funci�on f(t) = ‖η‖,
en la notaci�on de la Proposici�on 10.9.1 (con las hip�otesis del segundo ��tem). >Existe

la derivada cuarta en el origen?
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Parte III

Apéndices: Álgebras de Operadores

E n estos ap�endices, vamos a presentar los resultados del c�alculo funcional en

�algebras de operadores (sin restricciones de dimensi�on) que utilizamos a lo

largo del texto, as�� como resultados sobre funcionales continuas y normas en

�algebras de operadores, para poder estudiar los ejemplos relevantes de estructuras

geom�etricas en espacios homog�eneos del grupo de operadores inversibles.

Esencialmente, hay dos clases de �algebras que nos interesan por encima de las

dem�as, que son las �algebras C∗ y de von Neumann. Una es una subclase de la otra,

ambas son �algebras de Banach. Sea H un espacio de Hilbert complejo, usemos B(H)
para denotar el conjunto de todos los operadores lineales acotados en H. Si 〈, 〉 denota
el producto escalar de H, y a ∈ B(H), entonces denotamos con a∗ ∈ B(H) al �unico
operador acotado tal que

〈a∗ψ, η〉 = 〈ψ,aη〉

para todo ψ, η ∈ H. Esta es la involuci�on usual de B(H). Tiene la siguiente propiedad
fundamental: si ‖ ·‖ denota la norma supremo de operadores acotados en H, entonces

‖a∗a‖ = ‖a‖2

para todo a ∈ B(H). En particular se deduce de aqu�� que ∗ es isom�etrico, ‖x∗‖ = ‖x‖.
Observemos que como

(ab)∗ = b∗a∗

no se trata de un automor�smo sino de un antiautomor�smo.

La topolog��a fuerte en B(H) se de�ne de la siguiente manera: dados an, a ∈ B(H),
decimos que an → a SOT (por Strong Operator Topology) si anξ → aξ para todo

ξ ∈ H -como vectores de H con la norma del espacio de Hilbert-. Es decir, es la

topolog��a de convergencia puntual.

La topolog��a d�ebil en B(H) se de�ne de la siguiente manera: dados an, a ∈ B(H),
decimos que an → aWOT (por Weak Operator Topology) si 〈anξ, η〉→ 〈aξ, η〉 para
todo ξ, η ∈ H.

Estas topolog��as son una m�as d�ebil que la otra, en el sentido siguiente:

(an → a uniformemente )⇒ (an → a SOT) ⇒ (an → a WOT) .

321
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En efecto, dados ξ, η ∈ H, entonces

|〈(an − a)ξ, η〉| ≤ ‖anξ− aξ‖H‖η‖H ≤ ‖an − a‖‖ξ‖H‖η‖H.

En el caso dimH = +∞ estas topolog��as no coinciden. Una sub�algebra involutiva

A ⊂ B(H) es una sub�algebra sobre C tal que a∗ ∈ A cada vez que a ∈ A. Diremos

que una sub�algebra involutiva A es

Un �algebra C∗ cuando A es cerrada para la topolog��a de la norma uniforme.

Un �algebra W∗ o �algebra de von Neumann si A es cerrada para la topolog��a

fuerte.

Se deduce que toda �algebra de von Neumann es un �algebra C∗. En la de�nici�on

de �algebra de von Neumann, se puede reemplazar la topolog��a fuerte por la d�ebil.

Supongamos que H es in�nito dimensional y separable. El primer ejemplo de

�algebra C∗ que no es de von Neumann es el �algebra K(H) de operadores compactos en

H, donde por un operador compacto t : H→ H entendemos un operador acotado tal

que la imagen de todo conjunto acotado tiene clausura compacta. Equivalentemente,

se consigue K(H) como la clausura en norma uniforme de todos los operadores de

rango �nito. De hecho, si {ei} es una b.o.n. de H y pi = ei ⊗ ei son los proyectores

unidimensionales asociados, poniendo

Tn =

n∑
i=1

pi

tenemos que cada Tn ∈ K(H) (de hecho, tiene rango �nito). Pero si x =
∑
i xiei,

y =
∑
i yiei son dos vectores cualesquiera de H, entonces

〈Tnx, y〉 =
n∑
i=1

xiyj →∑
i≥1

xiyj = 〈x, y〉

lo que prueba que Tn tiende d�ebilmente a la identidad de H, que no es un operador

compacto.

Se pueden de�nir las �algebras C∗ y de von Neumann de manera abstracta (que

resulta ser equivalente a la de�nici�on como operadores en H). En el primer ap�endice

introducimos las nociones necesarias para este enfoque.
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Ap�endice A

Álgebras de Banach

S ea A un �algebra asociativa con identidad 1 sobre C, provista de una norma

‖ ·‖ que la hace un �algebra de Banach, es decir A es un espacio de Banach y

el producto no s�olo es una funci�on conjuntamente continua, sino que adem�as

se veri�ca la desigualdad siguiente:

‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖.

En general supondremos que la identidad del �algebra tiene norma unitaria, es decir

‖1‖ = 1.

A.1. Álgebras con involución

Sea ∗ : A→ A una involuci�on es decir, para todo a ∈ A, se tiene

(a∗)∗ = a.

Notemos que ∗ es una biyecci�on. Supongamos que es tambi�en antiautomor�smo

antilineal, es decir para todo a, b ∈ A, λ ∈ C, se tiene

(λa)∗ = λa∗

(a+ b)∗ = a∗ + b∗

(ab)∗ = b∗a∗.

Usualmente se dice que A es un �algebra de Banach con involuci�on. Diremos que A
es un �algebra C∗ si la involuci�on veri�ca

‖a∗a‖ = ‖a‖2 para todo a ∈ A.

323
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324 Álgebras de Banach

En esta presentaci�on abstracta, un �algebra de von Neumann es una �algebra C∗ que tie-

ne predual (como espacio de Banach). En ese caso, el predual es (salvo isomor�smos)

�unico. Este resultado se debe a S. Sakai, la prueba puede encontrarse en [81].

Observaci�on A.1.1. Las �algebras de von Neumann se suelen considerar con 1, en todo

caso siempre se puede adjuntar una identidad a un �algebra C∗ de manera est�andar:

tomamos la suma directa A~ = A ⊕ C, que resulta ser un �algebra con identidad

I = (0, 1), con el producto

(a, λ) · (b, µ) = (ab+ µa+ λb, λµ).

Se le da la norma

‖(a, λ)‖ = sup
b∈A, ‖b‖≤1

‖ab+ λb‖.

Entonces A~ es un �algebra C∗ y adem�as A ⊂ A~ es un ideal maximal (en particular

cerrado).

A.2. Cálculo funcional anaĺıtico

En un �algebra de Banach B, el espectro σ(a) del elemento a ∈ B se de�ne de la

manera habitual como el conjunto de los λ ∈ C tales que a− λ no es inversible en B.
El complemento de σ(a) es el conjunto resolvente de a, denotado ρ(a).

A.2.1. Propiedades del espectro

Observaci�on A.2.1. Si µ ∈ C, entonces para todo a ∈ B se tiene

σ(1− µa) = {1− µλ : λ ∈ σ(a)}.

Para µ = 0 la a�rmaci�on es trivial. Supondremos µ 6= 0. Si λ ∈ σ(a) entonces

1− µa− (1− µλ) = µ(λ− a)

lo que prueba que 1 − µλ ∈ σ(1 − µa). Rec��procamente, si x ∈ σ(1 − µa), tomamos

λx = 1−x
µ

y se tiene

a− λx = 1/µ[(1− µa) − x]

lo que prueba que λx ∈ σ(a) y x = 1− µλx.

Lema A.2.2. Para todo a, b ∈ B,

1 − ab tiene inversa a izquierda (resp. derecha) si y s�olo si 1 − ba tiene

inversa a izquierda (resp. derecha).

http://www.genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=23206
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σ(ab) ∪ {0} = σ(ba) ∪ {0}.

Demostraci�on. El segundo resultado es consecuencia m�as o menos inmediata del pri-

mero y de la observaci�on previa, y queda como ejercicio. Para ver el primer resultado,

supongamos que c ∈ B es la inversa a derecha de 1− ab, es decir

(1− ab)c = 1.

Esto se puede reescribir como abc = c−1. Se tiene que 1+bca es la inversa a derecha

de 1− ba:

(1− ba)(1+ bca) = 1− ba+ bca− babca

= 1− ba+ bca− b(c− 1)a

= 1− ba+ bca− bca+ ba = 1.

Para la inversa a izquierda se razona de forma an�aloga.

A.2.1.1. Radio espectral

El radio espectral de a ∈ B es

r(a) = m�ax{|λ| : λ ∈ σ(a)}.

Observemos que r puede anularse sobre elementos no nulos. Por ejemplo, si H = C2
y

a =

(
0 1

0 0

)
,

entonces σ(a) = {0}, con lo cual r = 0, pero a 6= 0. En general, el radio espectral de

cualquier nilpotente (ak = 0 para alg�un k ∈ N) es nulo. La f�ormula

x−1 =
∑
n≥0

(1− x)n

si ‖1− x‖ < 1 tiene la misma prueba que en el caso de matrices. Si b es inversible y

‖b− c‖ < ‖b−1‖−1, como

‖1− b−1c‖ = ‖b−1(b− c)‖ ≤ ‖b−1‖‖b− c‖ < 1,

se sigue que b−1c es inversible y en consecuencia, c es inversible. Luego el conjunto

de inversibles es un grupo abierto en B, que denotaremos con GB. Observemos que

si |λ| > ‖a‖ entonces ‖a
λ
‖ < 1 con lo cual 1 − a

λ
es inversible o equivalentemente

λ− a es inversible lo que nos dice que λ /∈ σ(a). Luego σ(a) es un conjunto acotado,

r(a) ≤ ‖a‖ para todo a ∈ B.
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326 Álgebras de Banach

Consideremos g(λ) = a − λ, que resulta ser una funci�on continua g : C → B. El
conjunto

g−1(GB) = {λ ∈ C : a− λ es inversible}

coincide con el complemento del espectro de a, es decir ρ(a) = g−1(GB), lo que prueba

que la resolvente es abierta, y en consecuencia σ(a) es cerrado; como es acotado resulta

ser compacto. Veremos que es siempre no vac��o. Previamente, probamos un lema que

establece que el espectro σ : B → 2C es una funci�on semicontinua inferiormente en el

siguiente sentido:

Lema A.2.3. Sea a ∈ B tal que σ(a) ⊂ Ω con Ω ⊂ C abierto. Entonces existe

ε(Ω) tal que ‖x− a‖ < ε implica σ(x) ⊂ Ω.

Demostraci�on. Si λ /∈ σ(a), entonces f(λ) = ‖(a − λ)−1‖ es una funci�on continua,

que veri�ca f(λ) → 0 cuando λ → ∞ pues para λ su�cientemente grande ‖a/λ‖ < 1
y entonces

‖(a− λ)−1‖ = 1

|λ|
‖(1− a/λ)−1‖ ≤ 1

|λ|

∑
n≥0

‖a/λ‖n =
1

|λ|− ‖a‖
.

En consecuencia, existeM > 0 tal que f(λ) < M para todo λ ∈ C−Ω. Sea ε = 1/M,

entonces si x ∈ B veri�ca ‖x − a‖ < ε y µ /∈ Ω, probaremos que µ /∈ σ(x). Se tiene

que µ− a es inversible y adem�as

‖(µ− a)−1(x− a)‖ < f(µ)‖x− a‖ < 1,

con lo cual 1− (µ− a)−1(x− a) es inversible y entonces

µ− x = (µ− a)
[
1− (µ− a)−1(x− a)

]
tambi�en es inversible por ser producto de inversibles.

A.2.2. El grupo de inversibles

Observaci�on A.2.4. Observemos que el producto m : GB ×GB → GB

m(x, y) = xy

es una funci�on continua en cada variable, pues

‖(x+ h)y− xy‖ = ‖hy‖ ≤ ‖h‖‖y‖.

Por ser una forma bilineal, resulta continua, por ende diferenciable y de hecho anal��ti-

ca. Se sigue que la inversi�on tambi�en es anal��tica.
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Es sencillo ver que, como g = T1G = B, por ser el grupo un abierto en el �algebra,

entonces el corchete de Lie est�a dado por el conmutador usual, es decir si v,w ∈ g = B,
entonces

[v,w] = vw−wv.

Observemos que aqu�� los grupos a un par�ametro etv est�an de hecho dados por la serie

de potencias usual de la exponencial, la prueba es que veri�can la ecuaci�on diferencial

correspondiente al campo invariante a izquierda

Xv(g) := gv.

Luego exp : B → GB est�a dada por

v 7→ ev =
∑
n≥0

1

n!
vn,

y la serie converge uniformemente en conjuntos acotados de B. Sea

log : U = {k ∈ GB : ‖k− 1‖ < 1}→ B
la funci�on anal��tica dada por la serie de potencias

log(k) =
∑
n≥0

(−1)n+1

n!
(k− 1)n.

Es f�acil ver que elog(k) = k para todo k tal que ‖k − 1‖ < 1, y que log(ez) = z para

todo z ∈ B tal que ‖z‖ < log(2). Restringida a U, la exponencial es un isomor�smo

con su imagen, y para cada g ∈ G ponemos

ϕg = log(g−1k),

de�nida en el abierto gU ⊂ GB. Entonces (gU,ϕg) es una carta en GB alrededor de

g ∈ G, y si g, h est�an su�cientemente cercanos entonces los mapas transici�on est�an

dados por

ϕh ◦ϕg−1(z) = log(h−1gez),

lo que prueba que GB es un grupo de Lie-Banach de clase Cω.

A.2.3. Cálculo funcional de Cauchy

Ahora introducimos el c�alculo funcional con una identidad fundamental:

Lema A.2.5. Sea γ una curva simple alrededor del espectro de a, orientada de

forma positiva. Para todo n ∈ N0, se tiene

an =
1

2πi

∮
γ

wn(w− a)−1dw.
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328 Álgebras de Banach

Demostraci�on. En la resolvente de a, que como dijimos es un conjunto abierto en

el plano complejo, de�nimos f : ρ(a)→ B como

f(λ) = (λ− a)−1,

que es una funci�on continua -de hecho, anal��tica-. Sea ϕ ∈ B ′ una funcional continua,
consideramos la composici�on g = ϕ ◦ f : ρ(a)→ C, que es una funci�on genuinamente

anal��tica y por ende holomorfa en ρ(a). Supongamos que |λ| > ‖a‖: entonces por la
f�ormula de la serie de Neumann,

g(λ) = ϕ((λ− a)−1) =
∑
k≥0

λ−1−kϕ(ak).

Tomando una circunferencia ΓR ⊂ C centrada en el origen y de radio R > ‖a‖ nos
aseguramos que ΓR ⊂ ρ(a) y que σ(a) ⊂ Int(ΓR). Podemos entonces calcular, para

cualquier n ∈ N0, la integral

1

2πi

∮
ΓR

λng(λ)dλ =
1

2πi

∮
ΓR

∑
k≥0

λn−k−1dλϕ(ak) = ϕ(an),

donde el �unico t�ermino que sobrevive es el correspondiente a k = n pues todos los

dem�as tienen primitiva (estamos usando la f�ormula de los residuos). Reemplazando

la curva ΓR por una curva cualquiera γ simplemente orientada que tenga al espectro

de a en su interior, tenemos que

1

2πi

∮
γ

λng(λ)dλ = ϕ(an).

pues λng(λ) es anal��tica en el interior de la regi�on encerrada por γ y ΓR. Como esto

vale para cualquier ϕ en el dual, se tiene

an =
1

2πi

∮
γ

λnf(λ)dλ.

Corolario A.2.6. Si a ∈ B, entonces

El espectro σ(a) es un compacto no vac��o en el plano complejo.

El radio espectral satisface

r(x) = l��m
n→∞ ‖xn‖1/n = ��nf

n≥1
‖xn‖1/n.
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Demostraci�on. Ya probamos que σ(a) es un conjunto compacto. Si fuera vac��o,

entonces todas las integrales del lema previo ser��an nulas (basta componer con una

ϕ del dual y observar que λnϕ((a − λ)−1) es una funci�on entera). Esto es absurdo,

por ejemplo para n = 0 o n = 1. Si z ∈ σ(a), entonces

zn − an = (z− a)q(z, a)

nos dice que zn ∈ σ(an), luego |zn| ≤ ‖an‖, de donde deducimos |z| ≤ ‖an‖1/n, con
lo cual

|z| ≤ l��m ��nf
n→∞ ‖an‖1/n

y tomando supremo sobre z ∈ σ(a) se tiene

r(a) ≤ l��m ��nf
n→∞ ‖an‖1/n.

Por otra parte, si ponemos M(r) = m�ax
θ
‖f(reiθ)‖ para r > r(a), con f la funci�on

f(λ) = (a− λ)−1 del lema anterior, tenemos por la f�ormula integral que

‖an‖ ≤ rn+1M(r),

con lo cual l��m sup
n→∞ ‖an‖1/n ≤ r, de manera que

l��m sup
n→∞ ‖an‖1/n ≤ r(a).

Ahora

r(a) ≤ l��m ��nf
n→∞ ‖an‖1/n ≤ l��m sup

n→∞ ‖an‖1/n ≤ r(a),
con lo cual el l��mite existe y coincide con r(a). Por �ultimo, de |z| ≤ ‖an‖1/n tambi�en

se deduce que

r(a) ≤ ��nf
n→∞ ‖an‖1/n ≤ l��m

n→∞ ‖an‖1/n = r(a).

Esta funci�on anal��tica que tuvo gran protagonismo

λ 7→ (a− λ)−1

se conoce como resolvente de a, y se suele denotar f(λ) = Ra(λ).

Consideremos, para a ∈ B, el conjunto

H(σ(a)) = {f : existe un abierto Ω ⊃ σ(a) tal que f es anal��tica en Ω}.
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330 Álgebras de Banach

Notemos que el abierto Ω ⊂ C depende de f. Dada f ∈ H(σ(a)), consideremos una

curva simple cerrada γ : [0, 1] → Ω alrededor del espectro de a, orientada de forma

positiva, y notamos que

t 7→ f(γ(t))(a− γ(t))−1γ ′(t) ∈ B

es una funci�on continua. La integral

f(a) =
1

2πi

∮
γ

f(w)(w− a)−1dw

=
1

2πi

∫1
0

f(γ(t))(a− γ(t))−1γ ′(t)dt (A.1)

est�a bien de�nida como integral de una curva continua a valores en el espacio de

Banach B, y adem�as no depende de la curva γ. Para convencernos, componemos

con una ϕ ∈ B ′, y si ~γ es otra curva con las mismas caracter��sticas, entonces la

diferencia de las integrales -que son ahora integrales de funciones a valores en C- se
puede reescribir -como es habitual- como suma de integrales de curvas cerradas, y en

este caso los integrandos quedan anal��ticos en los interiores, con lo cual la diferencia

es nula. Esta f�ormula se conoce como la f�ormula de Cauchy del c�alculo funcional

anal��tico. Tomemos un polinomio

p(z) = αnz
n + · · ·+ α1z+ α0

donde los αi son n�umeros reales o complejos. Entonces tiene sentido calcular

p(a) = αna
n + · · ·+ α1a+ α0

para cualquier a ∈ B. Como es habitual, evaluar α0 en el elemento a ∈ A lo pensamos

como el elemento α01 ∈ A, donde 1 denota a la identidad del �algebra A. Tambi�en

seguimos la costumbre de denotar α01 directamente como α0.

Claramente, si γ es cualquier curva simple orientada de manera positiva alrededor

de σ(a), se tiene

p(a) =
1

2πi

∮
γ

p(w)(w− a)−1dw

por el Lema A.2.5. Por otra parte, los l��mites de polinomios dan funciones anal��ticas.

Un resultado que necesitamos para seguir adelante es el teorema de Runge que re-

cordamos a continuaci�on (la prueba puede encontrarse en cualquier libro de variable

compleja):

Teorema A.2.7 (Teorema de Runge). Sea Ω ⊂ C un abierto contenido en un

compacto K. Si f : K → C es continua y anal��tica en Ω, existe una sucesi�on de

funciones racionales rn = pn/qn en K tales que rn → f uniformemente sobre K.

Si C − K es conexo, existe una sucesi�on de polinomios pn = pn(z) tales que

pn → f uniformemente sobre K.
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En nuestro caso, tomamos f ∈ H(σ(a)) y una curva simple γ que contiene al

espectro de a, contenida en alg�un entorno abierto del mismo, y consideramos K =

Int(γ), Ω = Int(γ). Si σ(a) es conexo, podemos suponer que Ω y por ende K es

conexo, y se sigue del teorema de Runge que existe una sucesi�on de polinomios que

aproxima a f en K, en particular en γ. Luego

‖f(a) − pn(a)‖ ≤
1

2π

∫
γ

|f(w) − pn(w)|‖(w− a)−1‖d|γ|

≤ cte.m�ax
w∈γ

|f(w) − pn(w)|→ 0. (A.2)

Esto prueba que la de�nici�on de la f�ormula de Cauchy es natural para toda f ∈
H(σ(a)). Si σ(a) no es conexo, el argumento es v�alido en cada componente conexa Ki
de σ(a), para funciones anal��ticas de�nidas en un abierto que contiene a alguna de

las componentes. Terminamos esta secci�on con un resultado conocido como teorema

espectral para funciones anal��ticas. El caso general queda como ejercicio, se deduce

del caso para polinomios que probamos a continuaci�on.

Proposición A.2.8. Si p es un polinomio y a ∈ B, entonces

σ(p(a)) = p(σ(a)) = {p(λ) : λ ∈ σ(a)}.

Demostraci�on. Supongamos primero que α ∈ σ(p(a)). Escribimos

p(z) − α = cn
∏

(z− λi)

con λi ∈ C las n ra��ces del polinomio p− α. Como

p(a) − α = cn
∏

(a− λi)

y p(a) − α no es inversible, al menos uno de los factores -digamos a − λ1- es no

inversible, es decir λ1 ∈ σ(a). Ahora observemos que p(λ1) −α = 0, luego α = p(λ1)

con λ1 ∈ σ(a) lo que prueba que α ∈ p(σ(a)). Para ver la otra inclusi�on, tomamos

p(λ) ∈ p(σ(a)) con λ ∈ σ(a). Escribimos

p(z) = cnz
n + · · ·+ c1z+ c0,

luego

p(a) − p(λ) = cn(a
n − λn) + · · ·+ c1(a− λ)

= (a− λ)q(a, λ) = q(a, λ)(a− λ).

Como a− λ no es inversible, concluimos que p(a) − p(λ) no es inversible puesto que

de serlo, si c es su inversa entonces cq(a, λ) resultar��a la inversa de a− λ.
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Observaci�on A.2.9. Si r(z) = p(z)/q(z) es una funci�on racional en σ(a), entonces

q(z) no se anula en σ(a), con lo cual q(a) es inversible lo que prueba que la de�nici�on

de

r(a) = p(a)q(a)−1

es natural usando las operaciones del �algebra de Banach (incluyendo la inversi�on).

Luego el teorema de Runge nos dice que si f es anal��tica en un entorno de σ(a),

existe una sucesi�on rn de funciones racionales que lo aproxima, y como tiene sentido

calcular rn(a) para todo n ∈ N, se sigue de la f�ormula integral de Cauchy que

‖f(a) − rn(a)‖→ 0

cuando n→∞.

La prueba del siguiente teorema queda para el lector (Ejercicio A.v).

Teorema A.2.10. Dado a ∈ B, y H holomorfa en un entorno del espectro de a,

se tiene

1. El mapa Ψ : H(σ(a)) → B dado por f 7→ f(a) es un monomor�smo de

�algebras, continuo si en H(σ(a)) consideramos la topolog��a de convergencia

uniforme sobre compactos.

2. σ(f(a)) = f(σ(a)) para toda f ∈ H(σ(a)).

A.3. Rango y radio numérico

En este ap�endice estudiamos propiedades del rango y radio num�erico de un elemen-

to de un �algebra de Banach, y su relaci�on con el espectro. Una referencia fundamental

sobre este tema es el libro de Bonsall y Duncan [19]. Para a no nulo en un espacio

de Banach E, de�nimos

D(a) = {ϕ ∈ E ′ : ‖ϕ‖ = 1, ϕ(a) = ‖a‖}.

Observemos que por el teorema de Hahn-Banach, este conjunto es siempre no vac��o.

De hecho, como

(tϕ+ (1− t)ψ)(a) = tϕ(a) + (1− t)ψ(a)

el conjunto D(a) es un convexo. Con un argumento similar, vemos que es cerrado en

la topolog��a ω∗ de E ′. Luego es un compacto convexo no vac��o.
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Observaci�on A.3.1. Notar que si E es un espacio de Hilbert, entonces para x 6= 0 en
E la funcional

ϕx =
〈x, ·〉
‖x‖

es un elemento de D(x), y por la convexidad estricta de la bola de E, resulta �unico.

Si ahora B es un �algebra de Banach con identidad 1, los elementos de D(1) se

denominan estados del �algebra.

Observaci�on A.3.2. Si B =Mn(C) es el �algebra de matrices con la norma uniforme,

podemos considerar, para A ∈ B la descomposici�on polar dada por A = U|A| con U

matriz unitaria y |A| =
√
A∗A (ver la Secci�on B.4 para m�as detalles). Entonces, si

x es un autovector unitario correspondiente al m�aximo autovalor de |A|, como este

autovalor coincide con ‖ |A| ‖ = ‖A‖, de�nimos

ϕA(T) = 〈Ux, Tx〉

que resulta un elemento deD(A). Notar que si la multiplicidad de ‖A‖ como autovalor

de |A| no es simple, entonces D(A) tiene m�as de un elemento (de hecho in�nitos). En

este contexto es f�acil ver entonces que

{ϕx = 〈x, · x〉 : x ∈ Cn, ‖x‖ = 1} ⊂ D(1),

dejamos como ejercicio (A.vi) probar que en realidad

D(1) = {ϕT = Tr(T · ) : Tr(T) = 1 = ‖T‖1 = Tr|T |}

y por el Lema B.3.12, se tiene

D(1) = {ϕT = Tr(T · ) : T ≥ 0, Tr(T) = 1}.

Volviendo al caso general, sea S ⊂ B la esfera unitaria de un �algebra de Banach,

es decir

S = {x ∈ B : ‖x‖ = 1}.

Dados a ∈ B, de�nimos para x ∈ S

V(a, x) = {ϕ(ax) : ϕ ∈ D(x)} ⊂ C.

Es un conjunto no vac��o, y observemos que si λ ∈ V(a, x) entonces |λ| ≤ ‖a‖.
Se de�ne el rango num�erico de a ∈ B como

V(a) = ∪x∈SV(a, x) ⊂ C.

Claramente V(a) ⊂ B(0, ‖a‖). El radio num�erico de a ∈ B es

v(a) = sup{|λ| : λ ∈ V(a)} ≤ ‖a‖.
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Observemos que V(a, 1) ⊂ V(a) es obvio pero adem�as si λ ∈ V(a) entonces existen
x ∈ S, ϕ ∈ D(x) tal que λ = ϕ(ax). De�nimos φ(z) = ϕ(zx) (z ∈ B). Entonces
φ ∈ B ′ pero adem�as φ(1) = ϕ(x) = 1 y ‖φ‖ = 1; es decir φ ∈ D(1). Como

λ = ϕ(ax) = φ(a),

se deduce que λ ∈ V(a, 1). En resumen, para todo a ∈ B, V(a, 1) = V(a).

Definición A.3.3. Dado un espacio de Banach E, podemos de�nir, para T : E → E

lineal y acotado, el rango num�erico espacial como

VE(T) = {ξ(Tx) : x ∈ E, ‖x‖ = 1, ξ ∈ D(x)}.

Dado λ ∈ VE(T), λ = ξ(Tx), podemos considerar ϕ(A) = ξ(Ax). Claramente ϕ ∈
B(E) ′, pero adem�as es f�acil ver que ϕ ∈ D(T). Como ϕ(T) = ξ(Tx) = λ, se tiene la

inclusi�on VE(T) ⊂ V(T) para todo T ∈ B(E). Puede probarse [19, p. 83] que

coVE(T) = V(T),

y por otro lado cuando E es un espacio de Hilbert el Teorema de Toeplitz-Hausdor�

[33] nos dice que VE(T) es un conjunto convexo, luego para todo operador T en un

espacio de Hilbert H se tiene la igualdad entre rango num�erico y rango num�erico

espacial.

Observaci�on A.3.4. >Qu�e es el rango num�erico de una matriz A ∈ Mn(C)? Por la

Observaci�on A.3.2), se trata del conjunto compacto y convexo del plano complejo

dado por

V(A) = {Tr(TA) : T ≥ 0, Tr(T) = 1} ,

y por lo comentado en el �ultimo p�arrafo, tambi�en se tiene la igualdad

V(A) = {〈Ax, x〉, ‖x‖ = 1}.

Si A es una matriz de 2×2, entonces V(A) es una elipse cuyos focos son los autovalores

de A [70] (cabe observar que esta elipse degenera a una l��nea en el plano cuyos

extremos son los dos autovalores de A cuando A es normal, ver la pr�oxima secci�on y

los ejercicios).

Lema A.3.5. Si a ∈ B un �algebra de Banach, entonces

1. V(a) es un conjunto compacto, convexo y no vac��o de C.

2. σ(a) ⊂ V(a) y r(a) ≤ v(a) ≤ ‖a‖.
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Demostraci�on. Sea S ′ la esfera unitaria de B ′ con la topolog��a ω∗ y ev : S ′ → C la

evaluaci�on ev(ϕ) = ϕ(a). Esta es una funci�on lineal y continua. Como D(1) ⊂ S ′ es
compacto convexo y no vac��o, lo mismo vale para

V(a) = V(a, 1) = ev(D(1)).

Veamos 2. Si λ ∈ σ(a), entonces a−λ no tiene inversa a izquierda o no tiene inversa
a derecha. Supongamos que no tiene inversa a izquierda, entonces J = B(a− λ) es un
ideal propio (a izquierda) de B. Se tiene ‖1 − x‖ ≥ 1 para todo x ∈ J pues la bola

unitaria alrededor del uno consta de elementos inversibles. Luego J est�a dentro de un

hiperplano cerrado que no contiene al 1 ∈ B. Por el teorema de Hahn-Banach, existe

ϕ ∈ B ′ tal que ϕ(1) = 1 = ‖1‖ y J ⊂ kerϕ. Es decir ϕ ∈ D(1) y como ϕ(a− λ) = 0,

ϕ(a) = λ lo que nos dice que λ ∈ V(a). Si a−λ no tiene inversa a derecha, la prueba

es id�entica. La desigualdad r(a) ≤ v(a) es ahora evidente, y ya mencionamos que

v(a) ≤ ‖a‖.

A.3.1. El rango numérico y los grupos a un parámetro

En este teorema damos relaciones m�as �nas entre espectro y rango num�erico.

Teorema A.3.6. Si a ∈ B un �algebra de Banach, entonces

1. m�ax{Re λ : λ ∈ σ(a)} = ��nf
n∈N

1
n
log ‖ena‖ = l��m sup

t→+∞ 1
t
log ‖eta‖.

2. m�ax{Im λ : λ ∈ σ(a)} = ��nf
n∈N

1
n
log ‖e−ina‖ = l��m sup

t→+∞ 1
t
log ‖e−ita‖.

3. m�ax{Re λ : λ ∈ V(a)} = sup
t>0

1
t
log ‖eta‖ = l��m

t→0+ 1
t
log ‖eta‖

= ��nf
t>0

1
t
( ‖1+ ta‖− 1 ) = l��m

t→0+ 1
t
( ‖1+ ta‖− 1 ).

4. m�ax{Im λ : λ ∈ V(a)} = sup
t>0

1
t
log ‖e−ita‖ = l��m

t→0+ 1
t
log ‖e−ita‖

= ��nf
t>0

1
t
( ‖1− ita‖− 1 ) = l��m

t→0+ 1
t
( ‖1− ita‖− 1 ).

Demostraci�on. Veamos 1. Como σ(ea) = exp(σ(a)), se tiene

{|µ| : µ ∈ σ(ea)} = {eRe λ : λ ∈ σ(a)}

luego log r(ea) = m�ax{Reλ : λ ∈ σ(a)}. Por otro lado

log r(ea) = log ��nf
n∈N
‖(ea)n‖1/n = ��nf

n∈N

1

n
log ‖ena‖.
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Sea f(t) = log ‖eta‖, f : R → R. Esta es una funci�on continua pero adem�as es

subaditiva pues

f(t+ s) = log ‖etaesa‖ ≤ log ‖eta‖‖esa‖ = f(t) + f(s).

Ciertamente

I = ��nf
n∈N

1

n
f(n) ≤ sup

n∈N

1

n
f(n) ≤ l��m sup

t→+∞
1

t
f(t) = S.

Para terminar la demostraci�on del primer ��tem, veamos que S = I. Tomemos α > I y

elijamos n ∈ N tal que 1
n
f(n) < α. Sea

m = sup{f(r) : n ≤ r ≤ 2n} <∞.
Dado k ∈ N, tomemos t ∈ [(k+ 1)n, (k+ 2)n] y por la subaditividad de f,

f(t) ≤ f(kn) + f(t− kn) ≤ kf(n) +m,

luego

1/t f(t) ≤
kf(n)

t
+
m

t
<
kn

t
α+

m

t
.

Si hacemos tender k → ∞, dejando que t permanezca en el intervalo dado, se tiene
kn
t
≤ 1, y deducimos que

l��m sup
t→+∞ 1/t f(t) ≤ α,

lo que prueba la desigualdad que faltaba, S ≤ I. El segundo ��tem se deduce del

primero, notando que σ(−ia) = −iσ(a) y entonces

m�ax{Re λ : λ ∈ σ(−ia)} = m�ax{Re λ : λ ∈ −iσ(a)}

= m�ax{Im µ : µ ∈ σ(a)}.

Para probar el ��tem 3., sea µ = m�ax{Re λ : λ ∈ V(a)}. Tomemos t > 0, y para x ∈ S,
ϕ ∈ D(x) entonces

ϕ((1− ta)x) = ϕ(x) − tϕ(ax) = 1− tλ

con λ ∈ V(a). Entonces

‖(1− ta)x‖ ≥ |ϕ((1− ta)x)| ≥ Reϕ((1− ta)x) ≥ 1− tµ. (A.3)

Si a = 0 la a�rmaci�on es trivial. Si tomamos 0 < t < ‖a‖−1, se tiene 1 − tµ ≥
1− α‖a‖ > 0, y aplicando la desigualdad (A.3) a x = 1+ta

‖1+ta‖ , obtenemos

(1− tµ)−1(1+ t2‖a2‖) ≥ (1− tµ)−1‖1− t2a2‖ ≥ ‖1+ ta‖.
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Entonces

‖1+ ta‖− 1 ≤ 1t
2‖a2‖
1− tµ

− 1 =
tµ+ t2‖a2‖
1− tµ

.

Luego

i = ��nf
t>0

1

t
( ‖1+ ta‖− 1 ) ≤ 1

t
( ‖1+ ta‖− 1 ) ≤ µ+ t‖a2‖

1− tµ

para 0 < t < ‖a‖−1. Basta probar que µ ≤ i para obtener, tomando l��mite, la primera

identidad

µ = ��nf
t>0

1

t
( ‖1+ ta‖− 1 ) = l��m

t→0+
1

t
( ‖1+ ta‖− 1 ). (A.4)

Pero si ϕ ∈ D(1) entonces ϕ(a) = 1/t(ϕ(1+ ta) − 1) para todo t > 0, con lo cual

Re ϕ(a) = 1/t(Re ϕ(1+ ta) − 1) ≤ 1/t(|ϕ(1+ ta)|− 1) ≤ 1/t(‖1+ ta‖− 1),

de donde se deduce que µ ≤ i. Ahora vamos a probar la identidad

l��m
t→0+

1

t
log ‖eta‖ = sup

t>0

1

t
log ‖eta‖ = µ. (A.5)

Tomemos t > 0, e iteramos la ecuaci�on (A.3) para obtener

‖(1− ta)nx‖ ≥ (1− tµ)n‖x‖

para todo x ∈ B, para todo n ∈ N. Dividiendo por n! y sumando sobre n, se deduce

que

‖ exp(1− ta)x‖ ≥ e1−tµ‖x‖.

Cancelando los t�erminos exp(1) = e de ambos lados y tomando x = eta se tiene

etµ ≥ ‖eta‖ para todo t > 0 con lo cual

sup
t>0

1

t
log ‖eta‖ ≤ µ.

Ahora, como ‖eta‖ = ‖1+ ta+o(t2)‖ ≥ ‖1+ ta‖−o(t2), y usando que r−1(r− 1) ≤
log(r) para todo r > 0, tenemos

1
t
{‖1+ ta‖− 1}− o(t)
‖1+ ta‖− o(t2)

≤ 1
t
log ‖eta‖

para todo t > 0. Luego

1
t
{‖1+ ta‖− 1}− o(t)
‖1+ ta‖− o(t2)

≤ 1
t
log ‖eta‖ ≤ sup

t>0

1

t
log ‖eta‖ ≤ µ.

para todo t > 0, y haciendo tender t → 0+ en el t�ermino de la izquierda y usando

(A.4), obtenemos (A.5). El cuarto ��tem se deduce del tercero, de la misma manera

que el segundo se dedujo del primero.
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A.3.2. La relación entre rango numérico y espectro

Dado X ⊂ C, denotamos con co(X) a la c�apsula convexa de X,

co(X) = {z ∈ C : z = tµ+ (1− t)λ, λ, µ ∈ X, t ∈ [0, 1]}.

Como V(a) es convexo (Lema A.3.5), se deduce que co(σ(a)) ⊂ V(a).
Recordemos que x ∈ B es Hermitiano si eitx tiene norma unitaria para todo

t ∈ R (Observaci�on 4.5.3).

Teorema A.3.7. Sea a ∈ Herm(B). Entonces:

1. ‖a‖ = r(a).

2. m��nσ(a) = m��nV(a) y m�axV(a) = m�axσ(a). En particular r(a) = v(a) y

V(a) = co(σ(a)).

Demostraci�on. Para probar el primer��tem, usamos el desarrollo en serie de potencias

de la funci�on arc sen : [−1, 1]→ [−π/2, π/2]:

arc sen(x) =
∑
n≥0

akx
k.

Los ak son reales y positivos. No es dif��cil probar que la serie converge uniformemente

en |x| < 1, y que para x = 1 es convergente y

arc sen(1) =
∑
n≥0

ak =
π

2
.

Sea b ∈ Herm(B) tal que r(b) < π/2. Entonces r(sen(b)) = sen(r(b)) < 1, y por el

c�alculo funcional anal��tico,

b = arc sen(sen(b)) =
∑
n≥0

ak sen(b)
k.

Como sen(b) = eib−e−ib

2i
y b es Hermitiano, resulta ‖ sen(b)‖ ≤ 1, con lo cual

‖b‖ ≤
∑
n≥0

ak‖ sen(b)‖k ≤
∑
n≥0

ak =
π

2
.

Para a ∈ Herm(B), si r(a) = 0, tomamos t > 0 y entonces por lo que acabamos de

probar, como r(ta) = r(a)t = 0, se tiene ‖ta‖ ≤ π/2; haciendo tender t → +∞ se

tiene un absurdo. Sea entonces 0 < t < π
2r(a) . Entonces r(ta) = r(a)t < π/2, con

lo cual t‖a‖ ≤ π/2. Haciendo tender t → π
2r(a)

−, se tiene π
2r(a)‖a‖ ≤ π/2, luego

‖a‖ ≤ r(a) y la otra desigualdad vale siempre.
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Para probar 2, usamos el ��tem previo y el ��tem 3 del Teorema A.3.6: tomamos

t > 0 tal que σ(a+ t) ⊂ V(a+ t) ⊂ [0,+∞) y calculamos

m�axV(a+ t) = sup
α>0

1

α
log ‖eα(a+t)‖ ≤ sup

α>0

1

α
log eα‖a+t‖

= ‖a+ t‖ = r(a+ t).

Como σ(a+ t) ⊂ [0,+∞), se tiene r(a+ t) = m�axσ(a+ t), luego

m�axV(a+ t) ≤ m�axσ(a+ t).

Como la otra desigualdad vale siempre en realidad tenemos

m�axV(a+ t) = m�axσ(a+ t).

Entonces de V(a) + t = V(a+ t) y σ(a+ t) = σ(a) + t deducimos que

m�axV(a) = m�axσ(a).

Ahora usamos que

m��nV(a) = m��nV(−(−a)) = m��n−V(−a)) = −m�axV(−a)

= −m�axσ(−a) = m��n−σ(−a) = m��nσ(a).

Luego

m��nσ(a) = m��nV(a) ≤ m�axV(a) = m�axσ(a),

y como V(a) es convexo se tiene la conclusi�on V(a) = co(σ(a)).

A.4. Problemas

A.I. Probar las a�rmaciones de la Observaci�on A.1.1: la unitizaci�on A~ de un �algebra

C∗ es a su vez un �algebra C∗ y adem�as A ⊂ A~ es un ideal maximal.

A.II. Probar que todo ideal maximal en un �algebra C∗ es cerrado.

A.III. Si a, b ∈ B un �algebra de Banach, probar que σ(ab)∪ {0} = σ(ba)∪ {0} (ver el
Lema A.2.2).

A.IV. Si B es un �algebra de Banach y GB es el grupo de inversibles, dados

v,w ∈ B sean Xv, Xw los correspondientes campos invariantes a izquierda. Si [v,w] =

LXvXw(1) indica el corchete de Lie usual del grupo, probar que [v,w] = vw − wv.

Probar adem�as que la exponencial abstracta del grupo de Lie coincide con la serie de

potencias de la exponencial usual del �algebra.

A.V. Probar el Teorema A.2.10 del c�alculo funcional anal��tico.

A.VI. Sea B =Mn(C) el �algebra de matrices con la norma uniforme.
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1. Probar que toda funcional ϕ del dual de B est�a realizad por la traza, es decir

existe T ∈Mn(C) tal que ϕ(A) = Tr(AT).

2. Probar que ‖ϕ‖ = ‖T‖1 = Tr|T |.

3. Probar que D(1) = {Tr(T ·) : Tr(T) = 1 = Tr|T |}.

A.VII. ∗ Sea B un �algebra de Banach.

1. Probar que si A ⊂ B es una sub�algebra que contiene a la identidad, entonces

el rango num�erico no depende del �algebra que se mire. Es decir VB(a) = VA(a)

para todo a ∈ A.

2. Un elemento n ∈ B es normal si existen h, k ∈ Herm(B) tales que n = h + ik

y hk = kh. Probar que si n es normal, entonces co(σ(n)) = V(n). Sugerencia:

aplicar la teor��a de Gelfand (Lema B.3.1 y Corolario B.3.2) al doble conmutante

del �algebra conmutativa generada por 1, h, k.
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Ap�endice B

Álgebras C∗

C onsideraremos en este ap�endice el c�alculo funcional en el caso particular

de un �algebra C∗. Un elemento a ∈ A es autoadjunto o Hermitiano si

a∗ = a. Un elemento n ∈ A es normal si n∗n = nn∗. Todo elemento

autoadjunto es normal. Comenzamos con las propiedades del radio espectral para

elementos normales.

B.1. El radio espectral de un operador normal

Proposición B.1.1. Sea a ∈ A un elemento normal en un �algebra C∗. Entonces

‖a2‖ = ‖aa∗‖ = ‖a∗a‖ = ‖a‖2

y adem�as

r(a) = ‖a‖.

Demostraci�on. Observemos primero que, si x∗ = x, entonces

‖x‖2 = ‖x∗x‖ = ‖x2‖.

Ahora notemos que x = aa∗ = a∗a es Hermitiano, y tambi�en que (aa)∗ = a∗a∗.

Luego

‖aa∗‖2 = ‖aa∗aa∗‖ = ‖aaa∗a∗‖ = ‖a2(a∗)2‖ = ‖a2(a2)∗‖ = ‖a2‖2.

Esto nos dice que ‖a2‖ = ‖aa∗‖ = ‖a∗a‖ = ‖a‖2. Iterando, obtenemos ‖a2n‖ =

‖a‖2n para todo n ∈ N. Luego

‖a2
n

‖1/2n = ‖a‖

y tomando l��mite se tiene el resultado, mediante la f�ormula del radio espectral r(a) =

l��mk ‖ak‖1/k.
341
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B.2. Cálculo funcional continuo

Combinando resultados previos, se deduce que si a∗ = a y f es anal��tica en

un entorno de σ(a), entonces el elemento f(a) es normal, y autoadjunto si adem�as

f(R) ⊂ R. Luego

‖f(a)‖ = m�ax{|f(λ)| : λ ∈ σ(a)} = ‖f‖∞,σ(a).
Por el Teorema de Runge (Teorema A.2.7) existe una sucesi�on de funciones racionales

rn(z) que convergen uniformemente sobre σ(a) a la funci�on f. Observemos que f(a),

en este contexto de �algebras C∗ puede calcularse (o incluso de�nirse) como

f(a) = l��m
n
rn(a) ∈ A,

donde la convergencia es en el sentido de la norma del �algebra A. Observemos que el

l��mite existe pues

‖rn(a) − rm(a)‖ = ‖(rn − rm)(a)‖ = ‖rn − rm‖∞,σ(a),
con lo cual la sucesi�on rn(a) ∈ A es de Cauchy y A es un espacio de Banach. De

hecho, si f tiene una expansi�on anal��tica

f(z) =
∑
k≥0

αk(z− z0)
k,

entonces

f(a) =
∑
k≥0

αk(a− z0)
k

donde la convergencia de la serie es con la norma deA. Ahora supongamos que f es una

funci�on �unicamente continua en el compacto σ(a). Enunciamos un caso particular del

teorema de Stone-Weierstrass que ser�a de extrema utilidad. La demostraci�on puede

verse en el libro de Reed-Simon, [79, p�ag. 103].

Teorema B.2.1 (Teorema de Stone-Weierstrass). Sea K ⊂ C compacto. Si C(K)

denota el �algebra de Banach de funciones continuas a valores complejos sobre

K, con la topolog��a de convergencia uniforme, entonces los polinomios en dos

variables p = p(z, z) son densos en C(K).

Observaci�on B.2.2. Si adoptamos la convenci�on de que evaluando z en z = a obte-

nemos a∗, tiene sentido calcular p(a, a∗) para un polinomio p = p(z, z). Por ejemplo,

si

p(z, z) = 2z2 + 3z+ z2z+ z3,

entonces

p(a, a∗) = 2a2 + 3a+ (a∗)2a+ (a∗)3.
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Supongamos que a ∈ A es normal, entonces p(a) es normal tambi�en, y el �algebra

generada por a, a∗ y la identidad se identi�ca con los polinomios en dos variables

evaluados en a, a∗, donde z(a) = a∗.

Si a = a∗, en realidad se tiene que p(z, z)|a = q(a) donde q = q(z) es otro

polinomio �unicamente en la variable z. Luego si pn → f, entonces

‖pn(a) − pm(a)‖ = ‖qn,m(a)‖ = ‖qn,m‖∞,σ(a) = ‖pn − pm‖∞,σ(a) → 0,

con lo cual podemos de�nir como antes f(a) = l��m
n→∞pn(a).

Al �algebra C∗(a) ⊂ A de todas las funciones continuas f ∈ C(σ(a)), evaluadas
en a, la llamamos �algebra C∗ generada por a. Observemos que es un �algebra C∗

conmutativa, que de hecho por de�nici�on coincide con la clausura del �algebra generada

por las potencias de a y la identidad de A.

Lema B.2.3. Sean a = a∗ ∈ A, f, g ∈ C(σ(a)). Entonces:

fg(a) = f(a)g(a) = g(a)f(a), f(a) = f(a)∗.

‖f(a)‖ = ‖f‖∞,σ(a).
f(a) es inversible si y s�olo si f(λ) 6= 0 para todo λ ∈ σ(a).

σ(f(a)) = f(σ(a)).

Demostraci�on. Las a�rmaciones del primer ��tem son obvias para polinomios, y se

sigue que valen tomando l��mite. Lo mismo se puede decir del segundo ��tem.

Para ver el tercer ��tem, supongamos primero que f no se anula en el espectro

de a. Entonces g = 1/f es una funci�on continua en σ(a). Como fg = 1, obtenemos

f(a)g(a) = g(a)f(a) = 1, lo que prueba que f(a) es inversible.

Rec��procamente, sea λ ∈ σ(a) tal que f(λ) = 0. Si pn es una sucesi�on de polinomios

que aproxima a f uniformemente en σ(a), sea n(k) tal que

|pn(k)(λ)| < 1/k.

Tomamos la sucesi�on de polinomios qk dada por

qk(x) = pn(k)(x) − pn(k)(λ).

Como ‖f−qk‖∞ ≤ ‖f−pn(k)‖∞ + 1/k, esta sucesi�on tambi�en tiende uniformemente

a f en σ(a). Como qk(λ) = 0 para todo k ∈ N, se deduce que

0 ∈ qk(σ(a)) = σ(qk(a)).

Luego ninguno de los qk(a) es inversible. Se deduce que f(a) no puede ser inversible,

pues los inversibles forman un conjunto abierto de A.
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Para probar el �ultimo ��tem, sea β ∈ C. Observemos que f(a) − β es inversible si

y s�olo si β /∈ σ(f(a)), lo cual ocurre por el ��tem previo si y s�olo si f(λ) − β 6= 0 para
todo λ ∈ σ(a), o equivalentemente si y s�olo si β /∈ f(σ(a)).

Observaci�on B.2.4. Si f ∈ C(σ(a)) y g ∈ C(f(σ(a))), entonces g ◦ f ∈ C(σ(a)), y
adem�as

(g ◦ f)(a) = g(f(a)).

Esta a�rmaci�on es obvia si f, g son polinomios, y luego se deduce el caso general

pasando al l��mite.

B.3. Teorema de Gelfand y la representación GNS

Observemos primero que el espacio C(X) de funciones continuas a valores en C
sobre un espacio topol�ogico compacto X, es un �algebra C∗ abeliana, si lo munimos de

la norma supremo y la involuci�on dada por la conjugaci�on. El teorema del isomor�smo

de Gelfand nos da la rec��proca de este resultado.

Sea a ∈ A normal, y f ∈ C(σ(a)). Por el Teorema de Stone-Weierstrass, existe una

sucesi�on de polinomios pn(z, z), tales que pn → f en el compacto σ(a). Intentamos

de�nir

f(a) = l��m
n
pn(a, a

∗) ∈ A,

donde la convergencia es en el sentido de la norma del �algebra A, que debiera ser un

operador normal. Pero hay un obst�aculo: no podemos probar directamente que este

l��mite existe, pues no tenemos la f�ormula del espectro

σ(f(a)) = f(σ(a))

para elementos que no sean autoadjuntos. Sin embargo, la f�ormula es correcta as��

como propiedades id�enticas a las del Lema B.2.3. En lo que resta de esta secci�on

veremos como se prueba esto, pasando por un teorema de Gelfand para �algebras

conmutativas que tiene inter�es independiente.

B.3.1. El espacio de caracteres

Dada un �algebra de Banach abeliana A, podemos considerar homomor�smos

h ∈ A ′, es decir h(ab) = h(a)h(b), h(1) = 1, tambi�en conocidos como caracteres.

No es dif��cil probar (ver por ejemplo la Secci�on 4.4 del primer tomo del libro de

Kadison-Ringrose [52]) que todo homomor�smo a valores en C es continuo. Ponemos

Σ = {h ∈ A ′ : h es un homomor�smo},

conocido como el espacio maximal o espacio de caracteres de A. Le damos la topo-

log��a de subespacio de A ′, y en A ′ consideramos la topolog��a ω∗, que es la topolog��a
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de convergencia puntual. Recordemos que por el Teorema de Banach-Alaoglu (ver

[79, IV.21]), la bola unitaria en A ′ es ω∗-compacta.

Lema B.3.1. Sea A un �algebra de Banach abeliana. Entonces:

1. Σ es ω∗-compacto.

2. Si a ∈ A, entonces σ(a) = {h(a) : h ∈ Σ}.

Demostraci�on. Como la topolog��a es la de convergencia puntual, es f�acil ver que un

punto l��mite de elementos en Σ es un homomor�smo, con lo cual Σ es cerrado y por

ende compacto. Si b ∈ A es inversible, y h ∈ Σ, entonces 1 = h(bb−1) = h(b)h(b−1),
con lo cual b /∈ kerh. En particular, si a ∈ A y h ∈ Σ, entonces a−h(a) ∈ kerh, con

lo cual h(a) ∈ σ(a). Rec��procamente, dado λ ∈ σ(a), entonces (a − λ)A es un ideal

propio en A, contenido en alg�un ideal maximal Aλ. Si tomamos h : A→ A/Aλ ' C
la proyecci�on al cociente, es f�acil ver que h ∈ Σ. Por construcci�on h((a− λ)) = 0 con
lo cual h(a) = λ.

Corolario B.3.2. Sea B un �algebra de Banach arbitraria y sean x, y ∈ B que

conmutan (xy = yx). Entonces

σ(x+ y) ⊂ σ(x) + σ(y) y σ(xy) ⊂ σ(x)σ(y).

Demostraci�on. Observemos que si x e y conmutan, entonces xny = xn−1xy =

xn−1yx = · · · = yxn para todo n ∈ N. Con un razonamiento an�alogo, xnyk =

xnyyk−1 = yxnyk−1 = yxnyyk−2 = · · · = ykxn. Luego x, y generan un �algebra de

Banach conmutativa que llamaremos A. Sean

A ′ = {z ∈ B : zw = wz para todo w ∈ A},

A ′′ = (A ′) ′ = {a ∈ B : az = za para todo z ∈ A ′}.

Tautol�ogicamente, A ⊂ A ′′, y adem�as como A es conmutativa, A ⊂ A ′. Luego si

a ∈ A ′′, entonces en particular a conmuta con todos los elementos de A, con lo cual

a ∈ A ′, es decir A ′′ ⊂ A ′. Resumiendo A ⊂ A ′′ ⊂ A ′. Si a, b ∈ A ′′, en particular

b ∈ A ′ y por de�nici�on de A ′′ = (A ′) ′ se deduce que a y b conmutan, es decir A ′′

es un �algebra de Banach conmutativa. A�rmamos que

σA ′′(a) = σB(a)

para todo a ∈ A. Ciertamente σA ′′(a) ⊃ σB(a) pues A ′′ ⊂ B y una inversa en A ′′ de
a − λ sirve de inversa en B. Rec��procamente, si b ∈ A ′′ y b−1 ∈ B, es su inversa, se

tiene bw = wb para todo w ∈ A ′, con lo cual wb−1 = b−1w nos dice que b−1 ∈ A ′′.
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Por �ultimo, si Σ es el espacio de caracteres de A ′′, el ��tem 2 del Lema previo nos dice

que

σA ′′(a+ b) = {h(a) + h(b) : h ∈ Σ} ⊂ σA ′′(a) + σA ′′(b),

σA ′′(ab) = {h(a).h(b) : h ∈ Σ} ⊂ σA ′′(a)σA ′′(b).

B.3.2. La transformada de Gelfand en C∗-álgebras

La transformada de Gelfand de a ∈ A es la asignaci�on a 7→ â, donde â : A →
C(Σ) est�a dada por â(h) = h(a), que es de hecho un homomor�smo. En el caso en

que A es un �algebra C∗, la transformada de Gelfand es un isomor�smo isom�etrico.

Para probarlo necesitamos algunas herramientas espec���cas que condensamos en los

siguientes dos resultados que tienen inter�es per se.

Lema B.3.3. Si A es un �algebra C∗ abeliana, y h ∈ Σ, entonces

1. h(a) ∈ R si a∗ = a.

2. h(a∗) = h(a) para todo a ∈ A.

3. h(a∗a) ≥ 0 para todo a ∈ A.

4. |h(u)| = 1 si u es unitario (uu∗ = u∗u = 1).

Demostraci�on. Todos los ��tems se deducen trivialmente del primero. Para probarlo,

podemos suponer que ‖h‖ = 1. Ponemos h(a) = x + iy con x, y ∈ R y observemos

que para todo t ∈ R se tiene

t2 + ‖a‖2 ≥ ‖a2 + t2‖ = ‖(a+ it)∗(a+ it)‖ = ‖a+ it‖2

≥ |h(a+ it)|2 = x2 + y2 + 2yt+ t2.

Si y 6= 0 se tiene una contradicci�on.

B.3.2.1. Invariancia del espectro

Lema B.3.4. Si B ⊂ A es una inclusi�on de C∗-�algebras, entonces para todo

a ∈ B se tiene

σB(a) = σA(a).

Demostraci�on. Ciertamente si a − λ tiene inversa en B tendr�a inversa (el mismo

elemento) en A. Luego σB(a) ⊃ σA(a). Para ver la otra inclusi�on, basta probar que

si b ∈ B tiene una inversa b−1 ∈ A, en realidad b−1 ∈ B. Supongamos primero que

b = b∗. Dada f(t) = t−1, tiene sentido entonces el c�alculo funcional f(b) efectuado
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en la C∗-�algebra A. Por el teorema espectral para autoadjuntos, en realidad debe ser

f(b) ∈ B (por ejemplo porque es l��mite uniforme de polinomios en b). En el caso

general, dado b ∈ B, supongamos que c ∈ A es su inversa. Entonces c∗ ∈ A es la

inversa de b∗ ∈ B. Es f�acil ver que cc∗ es inversible, y adem�as

bb∗c∗c = 1 = c∗cbb∗,

con lo cual c∗c es la inversa de bb∗ ∈ B. Como bb∗ es Hermitiano, se sigue por el

caso anterior que c∗c ∈ B. Luego c = (c∗c)b∗ ∈ B.

B.3.3. El Teorema de Gelfand

Teorema B.3.5 (Teorema del isomor�smo de Gelfand). Sea A un �algebra C∗ abe-

liana, y Σ su espacio de caracteres. Entonces la transformada de Gelfand es un
∗-isomor�smo isom�etrico entre A y C(Σ).

Demostraci�on. Ciertamente â : A → C(Σ) es un mor�smo, resulta ∗-mor�smo por

el segundo ��tem del Lema B.3.3. Como σ(a) = {h(a) : h ∈ Σ}, tenemos

‖â‖∞ = m�ax
h∈Σ

|h(a)| = r(a) = ‖a‖,

pues todo elemento de A es normal. Luego la transformada de Gelfand es un iso-

mor�smo isom�etrico con su rango, que resulta cerrado en C(Σ). Para ver que es

sobreyectiva, basta ver que la imagen es densa; esto �ultimo es una aplicaci�on trivial

del teorema de Stone-Weierstrass.

Podemos tomar entonces, dado a ∈ A un elemento normal en un �algebra C∗

arbitraria, el �algebra abeliana generada por a, a∗ y 1, que denotamos C∗(a). Es decir,

clausuramos en la norma de A a los polinomios en 1, a, a∗. Para esta �algebra C∗

abeliana especializamos el Teorema de Gelfand. Observemos que el espectro de a

como elemento de A coincide con el espectro de a como elemento de C∗(a), y en

particular

σ(a) = {h(a) : h es un caracter de C∗(a)}.

Lema B.3.6. Si Σ es el espacio de caracteres de C∗(a) con a ∈ A normal,

entonces la aplicaci�on h 7→ h(a) es un homeomor�smo entre espacios topol�ogicos

compactos, Σ ' σ(a).

Demostraci�on. Que la aplicaci�on es sobreyectiva se deduce de la observaci�on previa.

Que es continua es evidente pues la topolog��a de Σ es la de convergencia puntual,

luego si hn → h en Σ, entonces hn(a) → h(a) in C. Por �ultimo, para cualquier
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elemento b ∈ C∗(a), se tiene b = l��mn pn(a, a
∗) con pn = pn(z, z) polinomios, luego

si h1, h2 ∈ Σ entonces

h1(b) = l��m
n
h1(pn(a, a

∗)) = l��m
n
pn(h1(a), h1(a)),

lo que prueba que h1 = h2 si h1(a) = h2(a).

Observemos que si

µ : C∗(a)→ C(σ(a)) = C(Σ)

es el homomor�smo dado por

µ(b)(λ) = h(b) para h ∈ Σ tal que h(a) = λ ∈ σ(a),

este no es otra cosa que la transformada de Gelfand compuesta con el isomor�s-

mo entre σ(a) y Σ. Hemos probado el siguiente teorema, los detalles quedan como

ejercicio:

Teorema B.3.7. Sea a ∈ A un elemento normal en un �algebra C∗. La aplicaci�on

φ : C(σ(a)) → A dada por φ(f) = f(a) es un isomor�smo isom�etrico entre

C(σ(a)) y C∗(a), que preserva la involuci�on en el sentido que

φ(f) = f(a)∗.

Adem�as se tiene

σ(f(a)) = σ(φ(f)) = f(σ(a)) para toda f ∈ C(σ(a)).

φ(1) = 1.

Si id : σ(a)→ σ(a) denota la funci�on identidad, id(z) = z, entonces φ(id) =

a.

B.3.4. Propiedades del cálculo funcional continuo

Observemos que todo elemento a∗ = a ∈ A tiene su espectro real. En efecto,

φ(id) = a = a∗ = φ(id),

lo que prueba que id = id, y esto s�olo es posible si σ(a) ⊂ R. Asimismo, si u ∈ A es

unitario (es decir u∗u = uu∗ = 1) entonces

φ(1) = 1 = φ(id)φ(id)∗ = φ(id · id) = φ(|id|2),

lo que prueba que |z|2 = 1 sobre σ(u), con lo cual σ(u) ⊂ S1.
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B.3.4.1. Elementos positivos

Un elemento a ∈ A en un �algebra C∗ es positivo si a∗ = a y σ(a) ⊂ [0,+∞), lo

denotamos a ≥ 0.

Lema B.3.8. Sean a, b ∈ A. Entonces

a ≥ 0 sii a = b∗b para alg�un b ∈ A.

−‖a‖ ≤ a ≤ ‖a‖ para a = a∗.

Si 0 ≤ a ≤ b entonces ‖a‖ ≤ ‖b‖.

Si a ≥ 0 entonces xax∗ ≥ 0 para todo x ∈ A.

Si a ≤ b entonces xax∗ ≤ xbx∗ para todo x ∈ A.

Demostraci�on. Ciertamente, si b ∈ A entonces b∗b es claramente autoadjunto y

adem�as

σ(b∗b) = σ(φ(id)φ(id)) = σ(φ(id · id)) = σ(φ(|id|2)) = |id|2(σ(a)).

Pero f(z) = |z|2 toma s�olo valores reales no negativos en cualquier subconjunto de C,
lo que prueba que σ(b∗b) ⊂ [0,+∞). Rec��procamente, si a ≥ 0 podemos considerar

s(x) =
√
x de�nida y continua en σ(a), y tomar b = f(a) ∈ A. Entonces b∗ = b (de

hecho, b ≥ 0) y adem�as como s2 = id se tiene

b∗b = b2 = (s(a))2 = a.

Para ver el segundo ��tem, observemos primero que ‖a‖− a es autoadjunto. Por otro

lado, σ(a) ⊂ [−‖a‖, ‖a‖], luego

σ(‖a‖− a) = {‖a‖− λ : λ ∈ σ(a)} ⊂ [0, 2‖a‖].

Esto nos dice que ‖a‖−a ≥ 0, o equivalentemente que a ≤ ‖a‖. La otra desigualdad
es similar. Para ver el tercer ��tem, si 0 ≤ a ≤ b entonces por el ��tem anterior 0 ≤ a ≤
b ≤ ‖b‖. Pero esto nos dice que σ(a) ⊂ [0, ‖b‖], de donde se deduce que ‖a‖ ≤ ‖b‖.
Para ver el cuarto ��tem, denotamos a1/2 a la ra��z cuadrada positiva de a. Entonces

xax∗ = xa1/2
(
xa1/2

)∗
≥ 0.

El �ultimo ��tem es una consecuencia trivial del anterior.
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B.3.4.2. Funciones monótonas y convexas

Una funci�on f : I → R (con I un intervalo de R) se denomina mon�otona de

operadores si dados a, b positivos con espectro contenido en I, tales que a ≤ b, se
veri�ca f(a) ≤ f(b). Una funci�on g se denomina convexa de operadores si para a, b

con espectro contenido en I, se veri�ca

g (1/2a+ 1/2b) ≤ 1/2g(a) + 1/2g(b).

No toda funci�on mon�otona en el sentido usual es mon�otona de operadores (Ejercicio

B.iv). Tal vez el ejemplo m�as relevante de funci�on mon�otona de operadores es f(t) = ts

para s ∈ [0, 1].

Teorema B.3.9 (L�owner). Sea I ⊂ R un intervalo y a, b ∈ A tales que

σ(a), σ(b) ⊂ I. Si 0 ≤ a ≤ b, entonces para todo s ∈ [0, 1] se veri�ca

as ≤ bs.

Demostraci�on. Usando un argumento con los n�umeros di�adicos, basta probar el

resultado para s = 1/2 (Ejercicio B.v). Supongamos primero que b es inversible.

Entonces a ≤ b implica

b−1/2ab−1/2 ≤ 1,

con lo cual ‖b−1/2ab−1/2‖ ≤ 1, y entonces

b−1/4a1/2b−1/4 ≤ ‖b−1/4a1/2b−1/4‖ ≤ ‖a1/2b−1/2‖
= ‖(a1/2b−1/2)∗(a1/2b−1/2)‖1/2

= ‖b−1/2ab−1/2‖1/2 ≤ 1

donde en la segunda desigualdad usamos que si xy es autoadjunto entonces

‖xy‖ = ρ(xy) = ρ(yx) ≤ ‖yx‖

aplicado a x = b−1/4, y = a1/2b−1/4. Esto prueba que b−1/4a1/2b−1/4 ≤ 1 o

equivalentemente a1/2 ≤ b1/2. Si b no es inversible, dado ε > 0 tenemos b ′ =

b+ ε > b ≥ a y aplicando el resultado previo a b ′ se deduce que

(b+ ε)1/2 ≥ a1/2,

haciendo tender ε a cero se tiene la conclusi�on.
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B.3.4.3. Los ∗-morfismos

Un ∗-mor�smo entre �algebras C∗ es un mor�smo de �algebras π : A → B que

preserva la estrella, es decir

π(x∗) = π(x)∗

donde por supuesto la estrella de la izquierda es la de A, y estrella de la derecha es

la de B.

Lema B.3.10. Todo ∗-mor�smo π : A→ B entre �algebras C∗

Preserva el orden, es decir π(a∗a) ≥ 0 para todo a ∈ A.

Es contractivo ‖π(x)‖ ≤ ‖x‖, en particular continuo.

Demostraci�on. Observemos que

π(a∗a) = π(a∗)π(a) = π(a)∗π(a) ≥ 0.

Ahora como x∗x ≤ ‖x∗x‖ = ‖x‖2 para todo x ∈ A, luego π(‖x‖2 − x∗x) ≥ 0, es decir
0 ≤ π(x∗x) ≤ ‖x‖2π(1) = ‖x‖2. Luego

‖π(x)‖2 = ‖π(x)∗π(x)‖ = ‖π(x∗x)‖ ≤ ‖x‖2,

que es lo que quer��amos probar.

B.3.5. La representación GNS

Que toda �algebra C∗ abstracta admite alguna representaci�on como una sub�algebra

uniformemente cerrada de B(H) para alg�un espacio de Hilbert H es consecuencia

de la construcci�on de Gelfand-Naimark-Segal (GNS), que describimos brevemente a

continuaci�on porque la usaremos en reiteradas ocasiones.

B.3.5.1. Funcionales positivas y estados

Una funcional ρ ∈ A ′ es positiva si ρ(a∗a) ≥ 0 para todo a ∈ A. A las funcionales

positivas de norma unitaria se les suele decir estados de A y a este conjunto se lo

denota S(A). Este es un conjunto convexo, a los extremales se los denomina estados

puros de A. Si A es una sub�algebra de B(H), entonces �jado η ∈ H, la funcional

a 7→ ρ(a) = 〈aη, η〉

es positiva pues

ρ(a∗a) = 〈a∗aη, η〉 = 〈aη, aη〉 = ‖aη‖2 ≥ 0.



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 352 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	
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Por otra parte,

|ρ(a)| = |〈aη, η〉| ≤ ‖a‖‖η‖2

mientras que ρ(1) = ‖η‖2 lo que nos dice que ‖ρ‖ = ‖η‖2, luego ρ tiene norma

unitaria si y s�olo si ‖η‖ = 1. De una manera que precisamos a continuaci�on (ver

la representaci�on GNS), todos los estados son de esta forma para alg�un espacio de

Hilbert H.

Observaci�on B.3.11. Si ρ ∈ A ′ es positiva, entonces ρ es Hermitiana, es decir

ρ(a) ∈ R

para todo a = a∗. Para verlo basta notar que

ρ(a) = 1/2 [ρ(‖a‖+ a) − ρ(‖a‖− a)]

y cada t�ermino es positivo pues −‖a‖ ≤ a ≤ ‖a‖. Se sigue que

ρ(a) = ρ(a∗)

tomando partes real e imaginaria, es decir si a = x+iy con x, y Hermitianos, entonces

ρ(x+ iy) = ρ(x) − iρ(y) = ρ(a∗).

Lema B.3.12. Una funcional ρ : A → C es positiva si y s�olo si es acotada y

ρ(1) = ‖ρ‖.

Demostraci�on. Supongamos primero que ρ es positiva, sea a ∈ A y eiθ ∈ S1 tal que
eiθρ(a) = |ρ(a)| ≥ 0, sea

h = Re(eiθa) = 1/2(e
iθa+ e−iθa∗).

Entonces h = h∗ y por ende h ≤ ‖h‖ ≤ ‖a‖, con lo cual

‖a‖ρ(1) − ρ(h) = ρ(‖a‖− h) ≥ 0.

Pero de aqu�� se sigue que

|ρ(a)| = ρ(eiθa) = ρ(eiθa) = ρ(e−iθa∗) = ρ(h) ≤ ρ(1)‖a‖.

Luego ‖ρ‖ ≤ ρ(1) y ρ es acotada. La otra desigualdad vale siempre.

Supongamos ahora que ρ es acotada y que ρ(1) = ‖ρ‖; claramente para ver si ρ es

positiva podemos suponer que ‖ρ‖ = 1. Tomemos a ≥ 0, pongamos ρ(a) = α+ iβ y

veamos que α ≥ 0 y β = 0. Para s ∈ R positivo y su�cientemente peque~no, tenemos

que

σ(1− sa) = {1− st : t ∈ σ(a)} ⊂ [0, 1]
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pues σ(a) ⊂ R≥0. Como 1 − sa es autoadjunto, ‖1 − sa‖ = r(1 − sa) ≤ 1, de donde
se sigue que

0 ≤ 1− sα ≤ |1− sα− isβ| = |ρ(1− sa)| ≤ ‖1− sa‖ ≤ 1

lo que nos dice que α ≥ 0. Por otra parte, si de�nimos Bn = a− α+ inβ, para cada

n ∈ N se tiene

‖Bn‖2 = ‖B∗nBn‖ = ‖(a− α)2 + n2β2‖ ≤ ‖a− α‖2 + n2β2.

Luego, si β 6= 0 se tiene una contradicci�on pues

(n2 + 2n+ 1)β2 = |i(n+ 1)β|2 = |ρ(Bn)|
2 ≤ ‖a− α‖2 + n2β2.

Corolario B.3.13. Si A es C∗-�algebra, entonces

S(A) = {ρ ∈ A ′ : ρ(1) = 1 = ‖ρ‖}.

Adem�as si a = a∗ y ρ(a) ≥ 0 para todo ρ ∈ S(A), entonces a ≥ 0.

Demostraci�on. Por el lema previo, se tiene la caracterizaci�on del espacio de estados.

Por otra parte,

{ρ ∈ A ′ : ρ(1) = 1 = ‖ρ‖} = D(1),

es decir el espacio de estados coincide con las funcionales normizantes de x = 1 ∈ A
(ver la Secci�on A.3). Luego si a∗ = a y ρ(a) ≥ 0 para todo estado ρ, entonces

V(a) ⊂ [0,+∞), as�� que σ(a) ⊂ [0,+∞) por el Lema A.3.5.

B.3.5.2. Estados normizantes

Lema B.3.14. Dado a ∈ A normal, existe ϕ ∈ S(A) que es normizante para a,

es decir

|ϕ(a)| = ‖a‖.

Demostraci�on. Si a es normal, ‖a‖ = r(a), luego existe λ ∈ σ(a) tal que |λ| = ‖a‖.
Tomamos h0 ∈ Σ -con Σ el espacio de caracteres del �algebra conmutativa C∗(a)

generada por 1, a, a∗- tal que h0(a) = λ, y lo extendemos por Hahn-Banach a una

funcional ϕ en todo A, de norma ‖ϕ‖ = 1. Ciertamente

|ϕ(a)| = |h0(a)| = |λ| = ‖a‖.

Por otra parte, ϕ(1) = h0(1) = 1 = ‖ϕ‖, y por el lema previo ϕ es un estado.
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B.3.6. La construcción de Gelfand, Naimark y Segal

Dado a ∈ A no nulo, tomamos un estado ϕ tal que ϕ(a∗a) > 0. Consideremos la

forma bilineal 〈 , 〉ϕ : A×A→ C dada por

〈x, y〉ϕ = ϕ(y∗x)

para x, y ∈ A. Pongamos ‖x‖ϕ =
√
〈x, x〉ϕ. Como ϕ es positiva, este es un n�umero

real positivo, y adem�as la forma sesquilineal es de�nida positiva. En particular vale

la desigualdad de Cauchy-Schwarz, con la misma demostraci�on que se da en Rn,

|〈x, y〉ϕ| ≤ ‖x‖ϕ‖y‖ϕ.

Un detalle importante que usaremos en un momento es el siguiente: si tenemos una

forma bilineal sim�etrica β, de�nida positiva, entonces

|β(x, y)| = ‖x‖β‖y‖β

s�olo puede ocurrir si x = λy, con λ ∈ C. Consideremos el espacio

Nϕ = {x ∈ A : ‖x‖ϕ = 0} ⊂ A.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, si x ∈ Nϕ, entonces yx, xy ∈ Nϕ para todo

y ∈ A, es decir, Nϕ es un ideal bil�atero (propio pues a /∈ Nϕ). Luego, si Aϕ = A/Nϕ
es el espacio cociente, la forma bilineal 〈, 〉ϕ : Aϕ × Aϕ → C es no degenerada.

El espacio Aϕ es un espacio vectorial con producto interno, si llamamos Hϕ a su

completaci�on con respecto a la norma ‖ · ‖ϕ, se deduce que Hϕ es un espacio de

Hilbert.

Observemos que la aplicaci�on πa : A→ B(Hϕ) dada por x 7→ Lx, donde Lx ·η = xη

para η ∈ Hϕ, es una representaci�on del �algebra A. Es decir

πa(x+ y) = πa(x) + πa(y), πa(xy) = πa(x)πa(y)

para todo x, y ∈ A. Adem�as es una ∗ representaci�on, en el sentido que

πa(x
∗) = (πa(x))

∗

para todo x ∈ A. Esta �ultima propiedad no es tan evidente pero se deduce as��

〈πa(x∗)η, ξ〉ϕ = ϕ(ξ∗x∗η) = ϕ((xξ)∗η) = 〈η, xξ〉ϕ = 〈η, πa(x)ξ〉ϕ.

Por ser πa un ∗-mor�smo, se tiene ‖πa(x)‖ ≤ ‖x‖ para todo x ∈ A, y adem�as

πa(a) = La veri�ca

‖La · 1‖2 = ϕ(a∗a) > 0

con lo cual la representaci�on es �el.
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Supongamos ahora que ϕ es normizante para a∗a. Como

‖a‖ϕ =
√
ϕ(a∗a) =

√
‖a‖2 = ‖a‖

la representaci�on preserva la norma de a como vector de Hϕ. Pero adem�as, si pen-

samos en el operador La = πa(a) ∈ B(Hϕ), entonces

‖La · 1‖2 = ϕ(a∗a) = ‖a‖2,

con lo cual ‖La‖ = ‖a‖.

Observaci�on B.3.15. Si elegimos al estado ϕ puro, la representaci�on πϕ es irredu-

cible. Siempre se puede encontrar un estado puro normizante para a ∈ A normal.

Observaci�on B.3.16. Como para cada a ∈ A se puede producir un espacio de Hilbert

H y una representaci�on π : A→ B(H) que preserva la norma de a, podemos considerar

la suma directa de las representaciones

⊕a∈Aπa : A→ B(⊕a∈AHa)
que resulta ser �el. De esta manera A se representa como un �algebra de operadores

en un espacio de Hilbert.

B.3.6.1. Vectores normizantes

Si a ≥ 0, podemos tomar un estado tal que ϕ(a) = ‖a‖. Repitiendo la construc-

ci�on de arriba, tenemos que

Lema B.3.17. Si a ≥ 0, existe ξ ∈ Hϕ de norma unitaria tal que La · ξ = ‖a‖ξ.

Demostraci�on. Tomamos como ξ la clase de 1 en Hϕ, que resulta ser un vector de

norma unitaria en Hϕ pues ‖1‖ϕ = ϕ(1) = 1. Para cualquier vector ξ de norma

unitaria se tiene, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, que

〈La · ξ, ξ〉ϕ ≤ ‖La‖ = ‖πa(a)‖ ≤ ‖a‖.

Pero para esta elecci�on particular de ξ se tiene

〈La · ξ, ξ〉ϕ = ϕ(ξ∗aξ) = ϕ(a) = ‖a‖.

Al valer la igualdad en C-S, debe ser Laξ = λξ, luego

λ‖ξ‖2 = 〈λξ, ξ〉ϕ = 〈La · ξ, ξ〉ϕ = ‖a‖

lo que prueba que λ = ‖a‖.
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B.4. Descomposición polar

Nuevamente A es un �algebra C∗. Representando el �algebra A en un espacio de

Hilbert H, recordemos que ker(b) = ran(b∗)⊥ y que ran(b∗) = ker(b)⊥ para todo

b ∈ B(H). Dado a ∈ A, podemos considerar el c�alculo funcional

|a| :=
√
a∗a,

que tiene sentido siempre pues a∗a ≥ 0. Luego |a| ≥ 0, adem�as |a| = 0 implica que

a = 0 pues la ra��z cuadrada es inyectiva en positivos y a∗a = 0 implica que σ(a) = 0

y como a∗a es autoadjunto, ‖a‖ = r(a) = 0. Sin embargo,

|a+ b| ≤ |a|+ |b|

es falso (ver el Ejercicio B.ix).

Tomemos v ∈ H. Entonces

‖av‖2 = 〈av, av〉 = 〈a∗av, v〉 = 〈|a|2v, v〉 = 〈|a|v, |a|v〉 = ‖ |a|v‖2,

de donde se deduce que ker(a) = ker(|a|). De�nimos u : ran(|a|)→ ran(a) como

u|a|η := aη

para |a|η ∈ ran|a|. Esta es una buena de�nici�on pues si |a|η = |a|ξ entonces η − ξ ∈
ker(|a|) = ker(a). Extendemos a u como cero en ran(|a|)⊥ = ker(|a|), luego u ∈ B(H).
Se tiene

‖u|a|η‖2 = ‖aη‖2 = 〈aη, aη〉 = 〈a∗aη, η〉
= 〈|a|2η, η〉 = 〈|a| · |a|η, η〉 = ‖|a|η‖2

pues |a| es autoadjunto. Luego ‖uξ‖ = ‖ξ‖ para ξ ∈ ran|a|, mientras que u = 0 en el

complemento ortogonal. Extendemos a u para que sea una isometr��a de las clausuras

de los respectivos rangos,

ran(|a|)→ ran(a)

para obtener un operador acotado en H = ker |a| ⊕ ran|a|. Un operador con estas

propiedades se conoce como isometr��a parcial. Equivalentemente, uu∗u = u, o bien

uu∗ es un proyector, o bien u∗u es un proyector (en ese caso el otro tambi�en lo es).

Algunas propiedades:

Todo proyector es una isometr��a parcial.

u∗u se denomina proyector inicial de u.

uu∗ se denomina proyector �nal de u.
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B.4.1. Descomposición polar

Observemos que, escribiendo cualquier v ∈ H como v = ξ + ψ ∈ ran|a|⊕ ker |a|,

se tiene

u|a|v = u|a|ξ+ u|a|ψ = u|a|ξ = aξ = aξ+ aψ = av.

Es decir, a = u|a|. Esta f�ormula se conoce como descomposici�on polar de a. Dado

un subespacio S ⊂ H, la notaci�on PS indica el �unico proyector ortogonal a (la clausura
de) el subespacio S. Dejamos como ejercicio (B.x) algunos hechos de demostraci�on

sencilla.

B.5. Problemas

B.I. Probar la a�rmaci�on de la Observaci�on B.2.4.

B.II. Probar que todo homomor�smo es autom�aticamente continuo.

B.III. Probar todos los detalles del Teorema B.3.7 sobre c�alculo funcional continuo.

B.IV. Probar mediante un ejemplo en M2(R) que f(t) = t2 no es mon�otona de

operadores.

B.V. Probar que f(t) = ts es mon�otona de operadores para s ∈ [0, 1]. Sugerencia: use

que g(t) =
√
t es mon�otona de operadores y un argumento con los numeros di�adicos.

B.VI. Si ϕ ∈ S(A) es un estado, probar la desigualdad de Cauchy-Schwarz

|ϕ(a∗b)| ≤ ϕ(a∗a)1/2ϕ(b∗b)1/2 ∀ a, b ∈ A.

B.VII. Probar que si el estado ϕ es puro, entonces la representaci�on GNS inducida

por ϕ es irreducible.

B.VIII. ∗ Probar que para todo a ∈ A, existe un estado puro normizante para a.

B.IX. Consideramos A =M2(C), y las matrices

a =

(
2 0

0 0

)
, b =

(
−1 1

1 −1

)
.

Probar que |a+ b| no es ≤ que |a|+ |b|.

B.X. Sea a ∈ A una C∗-�algebra. Si a = u|a| es la descomposici�on polar de a, entonces

u∗u = Pran|a| mientras que uu∗ = Pran(a).

En general |a|u 6= u|a|.

Empezando con a∗ se tiene a = |a∗|v donde v es otra isometr��a parcial.
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Si a es normal, entonces |a| = |a∗|, u = v y |a| conmuta con u.

Podemos siempre extender u a un operador unitario sin perder la propiedad

a = u|a|.

Si a = a∗, adem�as se tiene que u∗ = u, es decir que u es una simetr��a.

Observemos que σ(u) ⊂ {−1, 1}.

Si a = −a∗, se tiene que u∗ = −u, con lo cual σ(u) ⊂ {−i, i}.
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Ap�endice C

Álgebras de von Neumann

E xtendemos en esta secci�on el c�alculo funcional para operadores en B(H),
considerando funciones Borelianas en la recta. Recordemos que un �algebra

de von Neumann es un �algebra C∗ que es adem�as cerrada en la topolog��a

fuerte (convergencia puntual) de B(H).

C.1. Cálculo funcional Boreliano

Dado a ∈ B(H), sea W∗(a) el �algebra de von Neumann generada por a y a∗, que

es la clausura fuerte del �algebra C∗ generada por a. Resulta un �algebra abeliana si a

es normal.

En este cap��tulo, denotaremos con Bor(X) a las funciones Borelianas y acotadas

en el espacio X.

C.1.1. Teorema espectral

Si a es normal, dado ξ ∈ H, y una funci�on f ∈ C(σ(a)), podemos tomar la

funcional lineal

f 7→ 〈f(a)ξ, ξ〉
que resulta ser un elemento del dual de C(σ(a)). Por el teorema de Riesz-Markov (ver

por ejemplo [79, Teorema IV.14]), existe una �unica medida µξ en σ(a) tal que

〈ξ, f(a)ξ〉 =
∫
σ(a)

f(t)dµξ(t).

Esta medida se llama medida espectral asociada al vector ξ. Dada una funci�on

g ∈ Bor(C), ponemos

Qg(ξ) =

∫
σ(a)

g(t)dµξ(t)

359
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Supongamos que fn, f ∈ Bor(C), y que fn(x) → f(x) puntualmente y ‖fn‖∞ es un

conjunto acotado. Entonces

Qfn(ξ) −Qf(ξ) = 〈ξ, [fn(a) − f(a)]ξ〉 =
∫
σ(a)

[fn(t) − f(t)]dµξ(t)→ 0

por convergencia dominada. Supongamos que las fn ∈ C(σ(a)), entonces acabamos

de probar que

Qf(ξ) = l��m
n
〈ξ, fn(a)ξ〉.

Luego Qf : H→ C es una forma cuadr�atica, y es f�acil ver que proviene de una forma

bilineal continua βf : H×H→ C por polarizaci�on. Por el Teorema de Riesz, proviene

de un operador acotado que llamaremos f(a), que veri�ca

〈ξ, f(a)η〉 = l��m
n
〈ξ, fn(a)η〉

para todo ξ, η ∈ H, lo que nos dice que fn(a)→ f(a) en la topolog��a fuerte de B(H).
Si f ∈ C(σ(a)) inicialmente, entonces ciertamente f(a) coincide con la de�nici�on

anterior. Se deduce de aqu��, aproximando puntualmente cualquier funci�on Boreliana

acotada f por funciones continuas fn en σ(a), que f(a) ∈W∗(a). Rec��procamente, si

b ∈ W∗(a) entonces existe una sucesi�on de elementos an ∈ C∗(a) tales que an → b

en la topolog��a fuerte. Por el teorema de Gelfand, hay una sucesi�on de funciones

fn ∈ C(σ(a)) tales que an = fn(a). Esta sucesi�on tiende puntualmente a una funci�on

f ∈ Bor(σ(a)), la cual extendemos por cero fuera. Se tiene por el resultado previo

que f(a) ∈ W∗(a), pero adem�as por la unicidad del l��mite en cada ξ ∈ H, debe ser

b = f(a). No es dif��cil chequear que la asignaci�on f 7→ f(a) para f Boreliana y acotada,

es en efecto un ∗-mor�smo. Hemos probado el siguiente teorema.

Teorema C.1.1. Sea a ∈ B(H) normal. Existe un �unico ∗-isomor�smo Φ :

Bor(σ(a)) → W∗(a) de manera que si id : C → C denota la funci�on identidad,

entonces Φ(id) = a. Adem�as

‖Φ(f)‖ ≤ ‖f‖∞.

Si ab = ba entonces Φ(f)b = bΦ(f).

Si f ≥ 0, entonces Φ(f) ≥ 0.

Los tres ��tems se deducen del c�alculo funcional para funciones continuas, aproxi-

mando puntualmente a la funcion Boreliana acotada f.
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C.1.2. Medida espectral

Dado a normal, consideramos el conjunto χ de funciones caracter��sticas de con-

juntos medibles acotados en R. Tenemos una asignaci�on

ε : χ→W∗(a)

dada por ε(χI) = χI(a). Como χI tiene su imagen en el {0, 1}, pI = ε(χI) ≥ 0. Como

χ2I = χI, entonces p
2
I = pI. Luego la funci�on ε toma valores en los proyectores del

�algebra. Con la convenci�on de que ε(∅) = 0, se tiene que

Si I∩ J tiene medida nula, entonces pI = ε(χI) y pJ = ε(χJ) son disjuntos en el

sentido que pIpJ = pJ = pI = 0; en general pI∩J = pIpJ.

Si σ(a) ⊂ I entonces pI = 1.

Si I = ∪nIn e Ik ∩ Ij = ∅, entonces pI =
∑
n pIn donde la convergencia es en la

topolog��a fuerte.

Una asignaci�on de este tipo se conoce comomedida espectral, omedida a valores

proyectores. En este caso se trata de la medida espectral de a. Es usual tambi�en

denotar ε(A) en vez de ε(χA) para A ⊂ R acotado.

C.1.3. Descomposición polar en W∗-algebras

Si a = u|a| es la descomposici�on polar de a ∈ B(H), aunque |a| est�a en el �algebra

C∗(a) generada por a -por ser un c�alculo funcional continuo-, no es cierto que la iso-

metr��a parcial u ∈ C∗(a). Sin embargo, tomemos para x ≥ 0 la sucesi�on de funciones

continuas

fn(x) =

{
1/x x ≥ 1/n
n x ≤ 1/n

Observemos que fn converge puntualmente a x−1. Sea ε la medida espectral de |a|,

pongamos

pn = ε[0, 1/n], qn = ε[1/n, ‖a‖]

que son dos proyectores disjuntos tales que pn → Pker|a|, qn → Pran|a| en la topolog��a

fuerte. Adem�as, conmutan entre s�� y conmutan con |a|.

Escribimos |a|n− = pn|a|, |a|n+ = qn|a| que son positivos que conmutan con |a|

y disjuntos entre s��, luego

|a| = (pn + qn)|a| = |a|n− + |a|n+.

En esta expresi�on, es sencillo calcular fn|a|, se tiene

fn|a| =
1

n
pn + |a|−1n+.
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Multiplicamos por |a| para obtener |a|fn|a| =
1
n
|a|n− + qn, ahora multiplicamos por

u para obtener afn|a| =
1
n
u|a|n− + uqn. Esta expresi�on converge en la topolog��a

fuerte a 0+ uPran|a| = u. Luego u es l��mite fuerte de funciones Borelianas en a, con

lo cual u ∈ W∗(a), el �algebra de von Neumann generada por a. Con un argumento

similar se prueba que Pran|a| y Pker|a| = Pkera est�an en W∗(a).

Observaci�on C.1.2. Notemos que si a es inversible, entonces |a| es inversible con lo

cual de a = u|a| se deduce que

u = a|a|−1 ∈ C∗(a) ∩G(A),

luego u ∈ U ∩ C∗(a) pues

uu∗ = a|a|−1|a|−1a∗ = a|a|−2a∗ = a(a∗a)−1a∗ = aa−1(a∗)−1a∗ = 1

y u∗u = |a|−1a∗a|a|−1 = |a|−1|a|2|a|−1 = 1.

C.2. Problemas

C.I. Probar el Teorema C.1.1 sobre c�alculo funcional Boreliano.

C.II. Probar que si a ∈M un �algebra de von Neumann, entonces Pran|a| y Pker|a| =

Pkera est�an en W∗(a).
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Ap�endice D

Normas en Álgebras de Operadores

D iscutiremos en este �ultimo ap�endice nociones elementales de normas

sim�etricas en �algebras de operadores. Comenzamos con el caso discreto,

que se corresponde con los operadores compactos en un espacio de Hilbert.

Obtendremos generalizaciones a operadores de las cl�asicas desigualdades de H�older y

Young, basadas en el c�alculo de la traza de operadores compactos.

D.1. Ideales en B(H)

A lo largo de esta secci�on H denotar�a un espacio de Hilbert complejo separable,

de dimensi�on n donde n ∈ N �o n =∞.

D.1.1. Descomposición en valores singulares

Dado un operador a ∈ B(H), consideramos su descomposici�on polar a = u|a|

donde |a| =
√
a∗a. Supongamos que b es un operador compacto (lo cual ocurre

siempre si n 6= ∞). Si adem�as b∗ = b, entonces b es diagonalizable, en el siguiente

sentido: existe una base ortonormal {ek} de H y una sucesi�on de numeros reales λk(b)

(que puede acumularse �unicamente en z = 0) de manera que

b =
∑
k

λk(b)〈ek, ·〉ek

donde la suma es �nita si n 6= ∞ e in�nita y convergente en la topolog��a uniforme

de B(H) en el caso n = ∞. Una prueba de esto puede encontrarse en el libro de

Reed-Simon [79, Teorema VI.17]. Los n�umeros λk son el espectro no nulo de b, y

cada uno de ellos es un autovalor de b con multiplicidad geom�etrica �nita. De hecho,

de la expresi�on de arriba se deduce que

bek = λk(b)ek.
363
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La sucesi�on se acumula en cero si y s�olo si es in�nita si y s�olo si ran(b) = ∞ si y

s�olo si ran(b) no es cerrado.

Observaci�on D.1.1. Los operadores compactos K(H) forman una C∗-algebra, por

ser la clausura en norma unifome de los operadores de rango �nito. Luego si a es

compacto, entonces tambi�en |a| =
√
a∗a es compacto.

Aplicando el resultado de expansi�on al operador b = |a|, como σ(|a|) ⊂ [0,+∞),

podemos ordenar los autovalores de forma decreciente y escribir la expresi�on

|a| =
∑
k

λk(|a|)〈ek, ·〉ek. (D.1)

Los n�umeros positivos µk(a) = λk(|a|) (ordenados de forma decreciente) se denomi-

nan valores singulares del operador a. Siendo que el espacio se descompone como

H = ker |a|⊥ ⊕ ker |a| = ran|a|⊕ ker(a),

es conveniente pensar a la base {ek} ordenada en dos partes {ek} ∪ {e ′k} donde los

{ek} son una base de ran|a| (y son los que efectivamente aparecen en la suma) y los

{e ′k} son una base de ker |a| = ker(a) (y no aparecen en la suma). Multiplicando a

izquierda (D.1) por la isometr��a parcial u de a, obtenemos la expresi�on

a = u|a| =
∑
k

µk(a)〈ek, ·〉uek.

Observemos que, como u : ran|a| → ran(a) es una isometr��a, la familia {fk} con

fk = uek es en efecto una base ortonormal de ran(a) y entonces

a =
∑
k

µk(a)〈ek, ·〉fk. (D.2)

Observaci�on D.1.2. Los µk est�an �unicamente determinados en el siguiente sentido:

si {gk}, {hk} son bases ortonormales de ran|a| y ran(a) respectivamente, y sk > 0 es

una sucesi�on decreciente tal que

a =
∑
k

sk〈gk, ·〉hk,

entonces sk = µk(a) para todo k. En efecto, como el adjunto de 〈v, ·〉w es 〈w, ·〉v,
entonces se tiene

a∗ =
∑
j

sj〈hj, ·〉gj,

luego

a∗a =
∑
j,k

sjsk〈hj, hk〉〈gj, ·〉gk =
∑
k

s2k〈gk, ·〉gk,

lo que nos dice que los s2k son los autovalores de a∗a, que est�an �unicamente determi-

nados.
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Observaci�on D.1.3. Tomando adjuntos en (D.2),

a∗ = |a|u∗ =
∑
k

µk(a)〈fk, ·〉ek,

y como {ek} es una base ortonormal de

ran|a| = ker |a|⊥ = ker(a)⊥ = ran(a∗),

y {fk} es una base ortonormal de

ran(a) = ker(a∗)⊥ = ker |a∗|⊥ = ran|a∗|,

entonces los µk(a) tambi�en son los n�umeros singulares de a∗. Es decir

µk(a) = µk(a
∗)

para todo k.

D.1.1.1. Espacios de sucesiones

Denotemos al espacio de sucesiones de n�umeros complejos que tienden a cero con

c0, es decir

c0 = {{xn} : l��m
n
xn = 0}.

Dada una sucesi�on x = {xn} ∈ c0, consideramos la sucesi�on x↓ ∈ c0 decreciente de

n�umeros positivos que se consigue reordenando los m�odulos |xn| de la sucesi�on origi-

nal, contando multiplicidades. Sea c(0) el espacio de sucesiones de n�umeros complejos

con �nitos t�erminos no nulos. Una norma φ : c(0) → R+ se dice sim�etrica si φ es

invariante por permutaciones y transformaciones an 7→ eiθnan de m�odulo uno. Esto

es si

φ(x) = φ(|x|) = φ(x↓)
para toda sucesi�on x ∈ c(0).

Diremos que una sucesi�on in�nita x est�a en el espacio maximal sφ de φ si

φ(x) := l��m
n→∞φ(x1, x2, . . . , xn, 0, 0, . . . )

existe y es �nito. No es dif��cil ver que sφ es un espacio vectorial, y que φ resulta

una norma para sφ, de aqu�� en m�as nos referiremos con sφ a este espacio normado.

Claramente c(0) ⊂ sφ para toda φ sim�etrica, de�nimos s
(0)
φ ⊂ sφ como la clausura

en sφ de c(0) y lo denominamos espacio minimal de φ. En el caso que sφ = s
(0)
φ ,

diremos que φ es regular.
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Observaci�on D.1.4. Si consideramos, para p ≥ 1, la funci�on

φ(x) = ‖x‖p =
(∑

|xn|
p
)1/p

es sim�etrica y regular. Los ideales sφ son los usuales espacios `p. El caso p = ∞ se

corresponde con la norma

φ(x) = ‖x‖∞ = m�ax |xn|,

que no es regular puesto que sφ = `∞, y la sucesi�on x = (1, 1, 1, . . . ) no es l��mite en

`∞ de ninguna sucesi�on con �nitos t�erminos no nulos.

Un caso m�as interesante de norma sim�etrica no regular es el siguiente: para p > 1,

consideramos la norma de Calder�on

φp,w(x) = sup
n

{n−1+ 1
p

n∑
j=1

x↓j }.

El espacio maximal asociado es `p,w = {x : sup
n
n
1
p x↓n < ∞} conocido como espacio

`p-d�ebil. El espacio minimal es

s
(0)
φ = {x ∈ `p,w : l��m

n→∞n1/px↓n = 0.

Algunas propiedades �utiles de estos espacios las resumimos en el siguiente teorema,

cuya prueba puede hallarse en el libro de ideales de traza de B. Simon [84, Teorema

1.16].

Teorema D.1.5. Sea φ una norma sim�etrica en c(0). Entonces,

1. Si xn → 0, entonces φ(x) = φ(x↓).
2. Si xn, yn → 0 y

∑n
j=1 y

↓ ≤∑n
j=1 x

↓ para todo n ∈ N, entonces φ(y) ≤ φ(x).

3. Si φ(1, 0, 0, . . . ) = c, entonces para todo x ∈ sφ se tiene

c‖x‖∞ ≤ φ(x) ≤ c‖x‖1.
4. Los espacios sφ, s

(0)
φ son completos.

5. Si sφ = sψ como conjuntos, entonces φ y ψ son normas equivalentes.

6. Si φ no es equivalente a ‖ · ‖∞, entonces sφ ⊂ c0.
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D.1.2. Ideales de operadores compactos

Comenzamos la secci�on con algunos resultados debidos a Calkin que caracterizan

ideales bil�ateros de B(H). Denotemos con K(H) a los operadores compactos y con

B(H)0 a los operadores de rango �nito. Seguimos de cerca el libro de Simon [84].

Teorema D.1.6. Sea I ⊂ B(H) un ideal bil�atero, con H separable y complejo.

Entonces

1. Si existe a ∈ I que es no compacto, entonces I = B(H).

2. Si I es propio entonces I ⊂ K(H).

3. Si a, b son compactos con b ∈ I y µk(a) ≤ µk(b) para todo k, entonces

a ∈ I.

4. a ∈ I si y s�olo si a∗ ∈ I.

5. Si I 6= 0 entonces B(H)0 ⊂ I.

6. Si I es cerrado en la norma uniforme, entonces I es cero, es todo B(H) o
es el ideal de operadores compactos K(H).

Demostraci�on. Si a ∈ I es no compacto, tambi�en lo es |a| = u∗a. Para t > 0, sea

Pt = ε[t,∞)

donde ε es la medida espectral de |a| (secci�on C.1.2). Observemos que at = |a|Pt+(1−

Pt) es un operador acotado e inversible, pues tiene su espectro en [t,∞). Entonces,

como 1 = ata
−1
t , multiplicando por Pt a la derecha se tiene

Pt = a
−1
t atPt = a

−1
t |a|Pt ∈ I

para todo t > 0 por ser I un ideal bil�atero. Por otra parte, existe s > 0 tal que Ps
es in�nito-dimensional, ya que en caso contrario |a| = l��m

n
|a|P1/n en norma uniforme

y |a| resultar��a compacto. Como Ps ∈ I es un proyector in�nito-dimensional, existe

una isometr��a V : H→ ran(Ps), y entonces

1 = V∗PsV ∈ I,

luego I = B(H). Se deduce de aqu�� que si I es un ideal propio, debe estar dentro de

los operadores compactos. Sean a = u|a|, b = v|b| compactos,

|a| =
∑
i∈I

µi(a)〈ei, ·〉ei, |b| =
∑
j∈J

µj(b)〈fj, ·〉fj,
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con {ei} una base de ran|a| y {fj} una base de ran|b|. La hip�otesis µk(a) ≤ µk(b)
para todo k presupone que ran|a| y ran|b| tienen la misma dimensi�on, es decir

I = J, luego existe una isometr��a w : ran|a| → ran|b| que se extiende (como cero en

ker(a) = ran|a|⊥) a una isometr��a parcial w ∈ B(H), podemos incluso suponer que

wek = fk para todo k. Luego

|b| =
∑
k

µk(b)〈wek, ·〉wek,

y multiplicando por w∗ se tiene

w∗|b| =
∑
k

µk(b)〈wek, ·〉ek.

Por otra parte, en cada ξ ∈ H se veri�ca

w∗|b|wξ =
∑
k

µk(b)〈wek, wξ〉ek =
∑
k

µk(a)〈w∗wek, ξ〉ek

=
∑
k

µk(a)〈ek, ξ〉ek,

luego

w∗|b|w =
∑
k

µk(b)〈ek, ·〉ek =
∑
k

〈ek, ·〉µk(b)ek.

Consideramos el operador c ∈ B(ran|a|) dado por

cek =
µk(a)

µk(b)
ek,

que es una contracci�on, y lo extendemos al complemento ortogonal como cero, obte-

ni�endose as�� una contracci�on c ∈ B(H). Entonces

cw∗|b|w =
∑
k

〈ek, ·〉µk(b)cek =
∑
k

〈ek, ·〉µk(a)ek = |a|,

es decir |a| = cw∗|b|w. Si b ∈ I entonces |b| = v∗b ∈ I lo que prueba que |a| ∈ I, y
de all�� a = u|a| ∈ I. Como µk(a) = µk(a

∗) para todo k, se deduce del ��tem previo

que a ∈ I si y s�olo si a∗ ∈ I. Si I 6= 0, sea a = u|a| ∈ I con

|a| =
∑
i∈I

µi(a)〈ei, ·〉ei,

y sea {ei}i∈I∪ {ej}j∈J una base de H = ran|a|⊕ker(a). Si b = 〈es, ·〉el con s, l ∈ J∪ I,
entonces µ1(b) = 1 y µk(b) = 0 para todo k > 1. Multiplicando |a| por un n�umero

positivo conveniente se tiene µk(b) ≤ µk(a) para todo k, luego b ∈ I por el ��tem

previo. Como todo operador de rango �nito se escribe como combinaci�on lineal �nita

de operadores elementales del tipo de b, se tiene que B(H)0 ⊂ I. El �ultimo ��tem

es consecuencia trivial del item anterior y del hecho de que la clausura uniforme de

B(H)0 es exactamente K(H).
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Definición D.1.7. Fijemos una base ortonormal {ek} en H. Dado un ideal propio

I ⊂ B(H), de�nimos s(I) como el conjunto de todas las sucesiones x ∈ c0 tales que

al reordenarlas forman los valores singulares de alg�un operador a ∈ I. Es decir

s(I) = {x ∈ c0 :
∑

x↓k〈ek, ·〉ek ∈ I}.
Rec��procamente, dado un espacio de sucesiones s ⊂ c0, de�nimos J(s) como la familia

de operadores compactos con valores singulares en s, es decir si µ(a) denota la sucesi�on

{µk(a)}, entonces

J(s) = {a ∈ B(H) : µ(a) ∈ s}.

Diremos que s ⊂ c0 es un espacio de Calkin si, dadas x, y ∈ c0 con y ∈ s y

x↓n ≤ y↓n para todo n ∈ N implica x ∈ s.

Por el segundo y el sexto ��tem del Teorema D.1.5, dada una norma φ : c(0) → R+

sim�etrica, si φ no es equivalente a ‖ · ‖∞, entonces sφ, s
(0)
φ son espacios de Calkin.

Una norma ‖ · ‖I : B(H)→ R ∪ {+∞} con la propiedad

‖xyz‖I ≤ ‖x‖‖y‖I‖z‖

para todo x, y, z ∈ B(H) se dice sim�etrica. En particular toda norma sim�etrica es

unitariamente invariante, es decir

‖uyv‖I = ‖y‖I

para todo u, v ∈ U(H). De�nimos

I = {a ∈ B(H) : ‖a‖I <∞},

que resulta ser un ideal bil�atero, que denominamos ideal sim�etricamente norma-

do. Por el teorema de Calkin, este ideal es trivial, es todo o es un ideal propio de

operadores compactos que contiene a todos los operadores de rango �nito

B(H)0 ⊂ I ⊂ K(H).

En este �ultimo caso, de�nimos

I(0) = B(H)0 ⊂ I,

donde la clausura est�a tomada con la norma ‖ · ‖I . Diremos que la norma es regular

cuando I(0) = I. Dada φ : c(0) → R+ sim�etrica, de�nimos

Iφ = J(sφ), I
(0)
φ = J(s

(0)
φ ).

Para a ∈ Iφ, de�nimos ‖ · ‖φ : K(H)→ R ∪ {+∞} como

‖a‖φ = φ(µ(a)).
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Rec��procamente, dada una norma sim�etrica ‖ · ‖I : B(H) → R ∪ {+∞}, de�nimos

φ : c(0) → R+ como

φI(x) = ‖
∑

x↓k〈ek, ·〉ek‖I .
El siguiente teorema condensa todas las propiedades que usaremos de los ideales

sim�etricos normados y su relaci�on con sucesiones de Calkin y normas sim�etricas en

sucesiones. Su prueba puede encontrarse en [84, Teoremas 2.5-2.8].

Teorema D.1.8. Sean H un espacio de Hilbert complejo y separable, {ek} una

base ortonormal, I ∈ B(H) un ideal bil�atero propio. Entonces

1. s(I) es un espacio de Calkin y J(s(I)) = I.

2. Si s ⊂ c0 es un espacio de Calkin entonces J(s) es un ideal bil�atero y

s(J(s)) = s.

3. Dada φ : c(0) → R+ sim�etrica, la funci�on ‖ · ‖φ : Iφ → R+ es una norma

sim�etrica.

4. Los espacios Iφ = J(sφ), I
(0)
φ = J(s

(0)
φ ) son completos con esta norma, y

I
(0)
φ es la clausura en la norma ‖ · ‖φ de los operadores de rango �nito.

5. Para todo a = u|a| ∈ I(0)φ , la descomposici�on

a =
∑
k

µk(a)〈ek, ·〉uek

es convergente en la norma ‖ · ‖φ.

6. Si I es sim�etricamente normado, y

φI(x) = ‖
∑

x↓k〈ek, ·〉ek‖I ,
entonces φ es una norma sim�etrica en sucesiones, con

s(I) ⊂ sφI .

Si I era completo entonces s
(0)
φI
⊂ s(I) ⊂ sφI .

7. Con la notaci�on del ��tem previo, se tiene ‖·‖φI = ‖·‖I sobre los operadores
de rango �nito y

I ⊂ IφI .

Si I era completo entonces I(0)φI ⊂ I ⊂ IφI .
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8. Desigualdad de H�older: sean φ1, φ2, φ3 normas sim�etricas en c(0), con la

propiedad de que si x ∈ s2, y ∈ s3, entonces xy = (xnyn)n es una sucesi�on

de s1 y adem�as

φ1(xy) ≤ φ2(x)φ3(y).

Entonces si a ∈ I2, b ∈ I3, se tiene ab ∈ I1 y

‖ab‖φ1 ≤ ‖a‖φ2‖b‖φ3 .

Adem�as si a ∈ I(0)2 o bien b ∈ I(0)3 , entonces ab ∈ I(0)3 .

D.1.3. Operadores compactos de Schatten

Para p ≥ 1, se de�nen los ideales p-Schatten, que denotaremos con Bp(H) como

Bp(H) := J(`p),

es decir son aquellos operadores compactos cuyos valores singulares est�an en la clase

`p de sucesiones. Denotamos

‖a‖p = ‖s(a)‖p = p

√∑
k

sk(a)p,

la norma ‖ · ‖p se conoce como norma p de Schatten. El espacio B1(H) se conoce

como espacio de operadores de traza o espacio de operadores nucleares.

Fijada una base ortonormal {en} del espacio H, y para a ∈ B1(H), de�nimos la

traza de a como

Tr(a) :=
∑
n

〈aen, en〉.

Veamos que esta cantidad es �nita (de hecho, que la serie es absolutamente conver-

gente) y no depende de la base elegida. Si

a =
∑
k

sk(a)〈fk, ·〉ufk

es la descomposici�on en valores singulares de a = u|a|, con {fk} ∪ {f ′k} base de

H = ran|a|⊕ ker(a),

podemos escribir, para cada n ∈ N,

en =
∑
k

〈en, fk〉fk +
∑
k

〈en, f ′k〉f ′k.
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Luego

aen =
∑
k

〈en, fk〉u|a|fk +
∑
k

〈en, f ′k〉u|a|f ′k =
∑
k

〈en, fk〉sk(a)ufk + 0,

con lo cual

|〈aen, en〉| ≤
∑
k

sk(a)|〈en, fk〉| |〈ufk, en〉|.

Sumando sobre n y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se deduce que, como

‖fk‖ = ‖ufk‖ = 1,∑
n

|〈aen, en〉| ≤
∑
k

sk(a)
∑
n

|〈en, fk〉| |〈ufk, en〉| ≤
∑
k

sk(a) = ‖a‖1.

lo que prueba que la suma converge absolutamente, y adem�as que

|Tr(a)| ≤ ‖a‖1.

Como la suma converge absolutamente, podemos intercambiar el orden de las sumas

en ∑
n

〈aen, en〉 =
∑
n

∑
k

sk(a)〈en, fk〉〈ufk, en〉

=
∑
k

sk(a)
∑
n

〈en, fk〉〈ufk, en〉

=
∑
k

sk(a)

〈
ufk,

∑
n

〈en, fk〉en〉

〉
=
∑
k

sk(a)〈ufk, fk〉,

lo que prueba que la traza no depende de la base ortonormal con la que comenzamos

y que se puede calcular como

Tr(a) =
∑
k

sk(a)〈ufk, fk〉.

Se tiene entonces que Tr es una funcional lineal acotada en B1(H), es decir Tr ∈
B1(H) ′. Entonces

Tr(b) =
∑
k

sk(b)

para b = u|b| compacto con

b =
∑
k

sk(b)〈fk, ·〉ufk,

y Tr(b) es �nita si y s�olo si b ∈ B1(H).
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Corolario D.1.9. Sea p ≥ 1. Si a = u|a| ∈ Bp(H), entonces |a|p ∈ B1(H) y

podemos de�nir su norma ‖ · ‖p como

‖a‖p = (Tr|a|p)
1
p .

Demostraci�on. En primer lugar observemos que a ∈ Bp(H) si y s�olo si |a| = u∗a ∈
Bp(H). Luego, que si

|a| =
∑
k

sk(a)〈fk, ·〉fk

es la descomposici�on en valores singulares de |a|, entonces

|a|p =
∑
k

sk(a)
p〈fk, ·〉fk

puesto que los proyectores fk ⊗ fk = 〈fk, ·〉fk son disjuntos. Como {sk(a)
p} ∈ `1, el

operador |a|p tiene traza �nita, es decir |a|p ∈ B1. Por �ultimo

Tr|a|p =
∑
k

sk(a)
p = ‖a‖pp.

D.1.4. Desigualdad de Hölder, dualidades, norma Frobenius

Por la desigualdad de H�older para sucesiones y el �ultimo ��tem del Teorema D.1.8,

se tiene la desigualdad de H�older para operadores compactos,

‖ab‖1 ≤ ‖a‖p‖b‖q.

Tambi�en aplicando ese resultado y usando la desigualdad cl�asica de Young para su-

cesiones, se tiene el siguiente corolario.

Corolario D.1.10 (Desigualdad de Young para operadores). Si 1/p+1/q = 1/r+1,

y a ∈ Bp(H), b ∈ Bq(H), entonces ab ∈ Br(H) y adem�as

‖ab‖r ≤ ‖a‖p‖b‖q.

Por otra parte, si a ∈ B1 y b es s�olo acotado

|Tr(ab)| ≤ ‖ab‖1 ≤ ‖a‖1‖b‖.

A partir de aqu�� no es dif��cil probar (Ejercicio D.i), usando las dualidades de espacios

de sucesiones, que la traza realiza las siguientes dualidades: para 1 < p <∞ se tiene

Bp(H) ′ = Bq(H), K(H) ′ = B1(H), B1(H) ′ = B(H).
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374 Normas en Álgebras de Operadores

En particular B2(H) es un espacio de Hilbert con el producto interno

〈a, b〉 = Re Tr(ab∗) = 1/2[Tr(ab
∗) + Tr(ba∗)],

denominado espacio de operadores de Hilbert-Schmidt. En dimensi�on �nita la nor-

ma

‖a‖2 = Tr(a∗a)
1
2

que proviene del producto interno de la traza se suele denominar norma Frobenius

para matrices.

D.1.5. El teorema de Lidskii y la ciclicidad de la traza

De prueba mucho m�as compleja, es el resultado de gran utilidad que dice que Tr

es en efecto una traza:

Tr(ab) = Tr(ba)

para todo a, b ∈ B(H), en el sentido que un lado es �nito si y s�olo si el otro lo es, y

en ese caso los dos lados son iguales. Una prueba posible pasa por el hecho siguiente,

tambi�en de dif��cil prueba [84, Teorema 3.7]: si λk(a) son los valores no nulos del

espectro de a contados con multiplicidad, entonces para a ∈ B1(H) la serie de los λk
es convergente y adem�as

Tr(a) =
∑
k

λk(a).

De aqu�� se deduce la ciclicidad de la traza, pues σ(ab) ∪ {0} = σ(ba) ∪ {0} y adem�as

cada autovalor no nulo tiene la misma multiplicidad si ab, ba son compactos.

D.2. Normas simétricas en álgebras C∗

Copiando la noci�on de norma sim�etrica en B(H), y dada una C∗-�algebra, con-

sideramos una norma sim�etrica ‖ · ‖I : A → R+ ∪ {∞}, esto es una norma (que

posiblemente toma el valor +∞ en elementos de A) con la propiedad adicional si-

guiente: si

I = {a ∈ A : ‖a‖I <∞}

denota el conjunto de elementos con norma �nita, entonces

‖xyz‖I ≤ ‖x‖‖y‖I‖z‖

para todo x, z ∈ A, y ∈ I. Se deduce de aqu�� (Ejercicio D.ii) que I es un ideal bil�atero

en A, y que ‖x∗‖I = ‖x‖I para todo x ∈ A.
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D.2.1. Álgebras con traza finita

Un caso particular que nos concierne es el que sigue. Si τ es un estado de A con

la propiedad adicional τ(ab) = τ(ba) para todo a, b ∈ A, diremos que τ es una traza

�nita en A. Si para x ≥ 0 y no nulo se veri�ca τ(x) > 0, diremos que la traza es �el.

Supondremos que τ est�a normalizado o equivalentemente que τ(1) = 1. En presencia

de una traza �nita y �el, podemos introducir an�alogos a las normas p de matrices de

la siguiente manera: para 1 ≤ p <∞ consideramos

‖x‖p = τ(|x|p)
1/p

para x ∈ A.

Observaci�on D.2.1. Para todo x ∈ A y todo p ≥ 1,

‖x‖p ≤ ‖x‖.

En efecto, basta probar el resultado para p = k
n
∈ Q, y en ese caso

‖x‖pp = τ(|x|p) = τ((|x|
1
n )k) ≤ ‖(|x| 1n )k‖ ≤ ‖|x| 1n ‖k,

y por otro lado como 0 ≤ |x| ≤ ‖x‖ y 1
n
∈ [0, 1], se tiene por el Teorema B.3.9

0 ≤ |x|
1
n ≤ ‖x‖ 1n

de donde se sigue que ‖|x| 1n ‖ ≤ ‖x‖ 1n , y as�� ‖x‖pp ≤ ‖x‖p.
Veamos ahora la desigualdad de H�older. Como preliminar presentamos un teo-

rema debido a Hadamard conocido como teorema de las tres l��neas.

Teorema D.2.2. Sea f : S→ X una funci�on continua y acotada, con S = {z ∈ C :

0 ≤ Re z ≤ 1} y X un espacio de Banach. Supongamos que f es anal��tica en S0 y

que para y ∈ R se veri�ca

|f(iy)| ≤M0, |f(1+ iy)| ≤M1

para ciertas constantes M0,M1 > 0. Entonces para todo z ∈ S, se veri�ca

|f(z)| ≤M1−Re z
0 MRe z

1 .

Demostraci�on. Dada ϕ ∈ X ′, consideramos g = ϕ ◦ f que es una funci�on continua y

acotada en S, anal��tica en el sentido usual en S0. Reemplazando f por f(z)M1−z
0 Mz

1,

basta probar el caso M0 = M1 = 1, y aqu�� tenemos que probar que |f(z)| ≤ 1 en la

banda S; por el teorema de Hahn-Banach, basta probar que |g(z)| ≤ 1 en la banda.
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Si g(z)→ 0 cuando z→∞, entonces la conclusi�on se sigue del principio del m�odulo

m�aximo usual para funciones de variable compleja. En caso contrario, consideramos

gn(z) = g(z)e
z2/ne−1/n,

y como g es acotada en S, se sigue que gn → 0 cuando z → ∞ en la banda, luego

|gn(z)| ≤ 1 para z ∈ S pues |gn| ≤ 1 en el borde. Como esto vale para todo n ∈ N,
se tiene la conclusi�on tomando l��mite en n puesto que ez

2/ne−1/n → 1 cuando

n→∞.

Teorema D.2.3 (Desigualdad de H�older). Si a, b ∈ A, entonces

‖ab‖1 ≤ ‖a‖p‖b‖q

para p ≥ 1 y 1/p+ 1/q = 1.

Demostraci�on. Basta probar que ‖ab‖1 ≤ 1 para ‖a‖p = ‖b‖q = 1. Suponemos A
representada en un espacio de Hilbert. Consideramos la descomposici�on polar de a, b

y ab, dada por a = u|a|, b = v|b|, ab = w|ab|. Luego

‖ab‖1 = τ|ab| = τ(w∗ab) = τ(w∗u|a| v|b|) = τ(|a| v|b|w∗u).

Dado ε > 0, sea Fε : C→ C la funci�on entera dada por

Fε(z) = τ([ε+ |a|p]z v[ε+ |b|q]1−zw∗u).

Si z = x+ iy con 0 ≤ x ≤ 1 entonces

|Fε(z)| ≤ ‖[ε+ |a|p]z v[ε+ |b|q]1−zw∗u‖
≤ ‖[ε+ |a|p]z‖‖ε+ |b|q]1−z‖
= ‖[ε+ |a|p]x‖‖[ε+ |b|q]1−x‖

puesto que v,w∗, u son isometr��as parciales, mientras que (ε + |a|p) > 0 luego (ε +

|a|p)iy es unitario para y ∈ R, y lo mismo vale para b. Recordemos que para c ∈ A+

se veri�ca c ≤ ‖c‖, luego si s ∈ [0, 1] se tiene cs ≤ ‖c‖s con lo cual

‖[ε+ |a|p]x‖ ≤ ‖ε+ |a|p‖x ≤ (ε+ ‖a‖p)x ≤ ε+ ‖a‖p

puesto que ε+‖a‖p ≥ ε+‖a‖pp = ε+1 > 1. Similarmente ‖[ε+ |b|q]1−x‖ ≤ ε+‖b‖q,
luego Fε es acotada en Re z ∈ [0, 1]. Por otra parte, para y ∈ R se tiene

|F(iy)| = |τ([ε+ |a|p]iy v[ε+ |b|q][ε+ |b|q]−iyw∗u)|

≤ ε‖[ε+ |a|p]iy v[ε+ |b|q]−iyw∗u‖
+|τ(w∗u[ε+ |a|p]iy v[ε+ |b|q]−iy|b|q)‖

≤ ε+ τ(|b|q) = ε+ 1,



Estructuras_v2 18 de junio de 2022 11:03 Page 377 �
�	

�
�	 �
�	

�
�	

D.2. Normas simétricas en álgebras C∗ 377

puesto que todos los operadores involucrados salvo |b|q son unitarios o isometr��as

parciales (en el segundo t�ermino usamos |τ(c)| ≤ τ|c| para todo c ∈ A, hecho que

dejamos como ejercicio (D.iii)). Con un c�omputo similar, se tiene

|Fε(1+ iy)| ≤ ε+ 1,

luego por el teorema de las tres l��neas de Hadamard (Teorema D.2.2) se sigue que

|Fε(z)| ≤ (1+ ε)z(1+ ε)1−z = 1+ ε

para todo z tal que 0 ≤ Re z ≤ 1, y en particular

‖ab‖1 = l��m
ε→0+ Fε(1/p) ≤ 1+ ε

lo que prueba que ‖ab‖1 ≤ 1.

Dejamos como ejercicio (D.v) la veri�caci�on de que, para p ≥ 1, la norma p

se trata en efecto de una norma en A (es decir que se veri�ca la desigualdad de

Minkowski). La misma es consecuencia inmediata de la desigualdad de H�older que

acabamos de probar.

Las normas p resultan normas sim�etricas: si se tiene x, y, z ∈ A, entonces por
la desigualdad de Young (ejercicio D.iv),

‖xyz‖p ≤ ‖x‖‖yz‖p ≤ ‖x‖‖y‖p‖z‖.

Una propiedad importante adicional de las normas p de una traza �nita es que se

comportan como las normas p de un espacio de medida �nita, en el siguiente sentido.

Proposición D.2.4. Si τ es una traza �nita, entonces para todo x ∈ A y todo

‖x‖ ≥ ε > 0 se veri�can:

1. Existe e2 = e∗ = e ∈W∗(x) tal que |x|e ≥ (‖x‖− ε)e.

2. ‖x‖ = l��m
p→∞ ‖x‖p.

Demostraci�on. Podemos suponer que ‖x‖ = 1, sea H el espacio de Hilbert asociado

a L, que es la representaci�on GNS de C∗(x) dada por la traza τ (Secci�on B.3.6).

Esta representaci�on es �el y consideramos W∗(x) ⊂ B(H) la clausura en la topolog��a

d�ebil de LC∗(x) ⊂ B(H). Observemos que τ pasa a LC∗(x) de manera natural, pues

~τ(La) = τ(a) est�a bien de�nido y da una traza �el y �nita. Por otra parte, dado

b = ω − l��m
n
bn ∈ W∗(x) con bn ∈ C∗(x), extendemos la traza τ de la siguiente

manera τ(b) = l��mn τ(bn). Esta de�nici�on no depende de la sucesi�on bn pues

τ(bn) = τ(Lbn [1][1]) = 〈Lbn [1], [1]〉→ 〈Lb[1], [1]〉 = τ(b).
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Sea ε : [0, 1] → W∗(x) la medida espectral de |x| (Secci�on C.1.3), de�nimos e =

ε[1− ε, 1]. Entonces e ∈W∗(x) es un proyector autoadjunto y adem�as, como

χ[1−ε,1]id[0,1] = id[1−ε,1] ≥ χ[1−ε,1](1− ε),

por el tercer ��tem del Teorema C.1.1 se sigue que

e|x| ≥ (1− ε)e.

Respecto de la segunda a�rmaci�on, por el resultado obtenido en la primera y la

desigualdad de H�older, tenemos

τ(e)(‖x‖− ε) ≤ τ(|x|e) ≤ ‖x‖p‖e‖q = ‖x‖pτ(e)
1
q ,

es decir

τ(e)
1
p (‖x‖− ε) ≤ ‖x‖p.

Tomando l��mite superior para p→∞, se tiene

‖x‖− ε ≤ l��m sup
p→∞ ‖x‖p ≤ ‖x‖

por la Observaci�on D.2.1, luego el l��mite superior coincide con ‖x‖, y como lo mismo

es cierto para el l��mite inferior, se sigue que existe el l��mite y coincide con ‖x‖.

Observaci�on D.2.5. Usualmente estos espacios normados no son completos (salvo en

el caso en el que A tiene dimensi�on �nita). Por la desigualdad de Young, si t ≥ s ≥ 1,
se tiene

‖x‖1 ≤ ‖x‖s ≤ ‖x‖t ≤ ‖x‖

luego si Ls = Ls(A, τ) denota la completaci�on de A con la norma s, se veri�ca

A ⊂ Lt ⊂ Ls ⊂ L1,

y no es dif��cil ver que la traza implementa las dualidades

L ′1 = A, Lq = L ′p

para p ≥ 1 y 1/p + 1/q = 1. Estos espacios de Banach, que no son m�as �algebras, se

denominan Lp no conmutativos, y en general se considera a un �algebra �nita como el

an�alogo no conmutativo de un espacio de medida �nita, por eso se suelen denominar

a estos espacios de medidad no conmutativa.
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D.3. Problemas

D.I. Usando las dualidades de espacios de sucesiones, probar que la traza realiza las

siguientes dualidades: para 1 < p <∞ se tiene

Bp(H) ′ = Bq(H), K(H) ′ = B1(H), B1(H) ′ = B(H).

D.II. Si ‖ · ‖I es una norma sim�etrica en una C∗-�algebra A, probar que I es un ideal

bil�atero en A, y que ‖x∗‖I = ‖x‖I para todo x ∈ A. Sugerencia: probar primero que

la norma es unitariamente invariante y luego considerar la descomposici�on polar de

x.

D.III. Si τ es una traza �nita en un �algebra C∗, probar que para todo x ∈ A, se
veri�ca |τ(x)| ≤ τ|x|.

D.IV. Probar la desigualdad de Young, ‖ab‖r ≤ ‖a‖p‖b‖q para p, q, r ≥ 1 tales que
1/p+ 1/q = 1/r+ 1.

D.V. Probar la desigualdad de Minkowski

‖a+ b‖p ≤ ‖a‖p + ‖b‖p

para p ≥ 1 y a, b ∈ A (ver el Ejercicio 1.iii), con lo cual las normas p son en efecto

normas en A.

D.VI. Probar que para todo x ∈ A y todo p ≥ 1 se veri�can

‖x‖1 = m�ax{|τ(xu)| : u ∈W∗(x) isometr��a parcial},

‖x‖q = m�ax{|τ(xy)| : y ∈W∗(x), ‖y‖p ≤ 1},

donde como siempre 1/p+ 1/q = 1.

D.VII. Probar las a�rmaciones de la Observaci�on D.2.5.
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UHS grupo unitario de Hilbert-Schmidt. 284

U(n,C) = U grupo unitario. 103

V(a) rango num�erico de a. 112, 329

VTM �brado vertical inducido por la proyecci�on al punto base πTM. 133

VTM∗ �brado vertical inducido por la proyecci�on π∗. 133

W∗(a) �algebra de von Neumann generada por a. 355

x↓ reordenamiento decreciente de la sucesi�on x. 361
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Baker-Campbell-Hausdor�

serie de, 71

c�alculo de variaciones, 275
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f-relacionado, 55

invariante, 59

vectorial, 45

campos de Jacobi, 172

de la Grassmanniana, 224

en el grupo lineal

con el spray can�onico, 216

en la esfera, 210
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versus curvatura seccional, 314

versus diferencial de exp, 174

Cartan

descomposici�on de, 123

Cartan-Hadamard

Teorema de, 263

conexi�on, 156

af��n, 160

de Koszul, 159
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convexa

bola Riemanniana, 297
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convexidad geod�esica, 309

coordenadas polares, 281

corchete de Lie, 50, 53

curva

admisible, 275

auto-paralela, 165
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curvatura, 170

de la esfera, 210
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semi-negativa, 316

curvatura seccional

de la esfera, 306

de la Grassmanniana, 309

de los operadores positivos

inversibles, 308

del grupo unitario, 307, 308

del spray m�etrico en el grupo

lineal, 307

nula, 306

semi-negativa, 316

versus campos de Jacobi, 314

derivaciones, 50

derivada covariante, 159, 164

de la Grassmanniana, 223

del spray can�onico

en el grupo lineal, 215

del spray m�etrico

del grupo lineal, 275

en operadores positivos, 219

derivada de Levi-Civita, 268

del grupo unitario, 274

del spray m�etrico del grupo

lineal, 275

en la esfera, 210

en la Grassmanniana, 271

derivada de Lie, 53

descomposici�on de Cartan, 123

descomposici�on polar, 356, 361

desigualdad

de H�older, 373

de Minkowski, 379

de Young, 379

diferencial

de orden superior, 7
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primera, 5

diferencial de la exponencial

adjunta de la, 315

del grupo lineal, 67

en operadores positivos, 120

versus campos de Jacobi, 174

distancia recti�cable, 231

Dynkin

f�ormula de, 72

EMI en operadores positivos, 263

entorno normal, 155

esfera

campos de Jacobi en la, 210

como super�cie de nivel, 44

corchete de Lie en la, 50

curvas cortas en la, 286

curvatura de la, 210

curvatura seccional de la, 306

derivada de Levi-Civita en la, 210

espacio sim�etrico, 213

exponencial de la, 210

�brado TTS, 138

geod�esicas en la, 210

radio de inyectividad, 286

spray en la, 210

transporte paralelo, 210

espacio de caracteres, 344

espacio de estados, 352

espacio de m�etrica interior, 235

espacio homog�eneo, 93, 95

espacios de medida Lp no

conmutativos, 378

espacios de sucesiones, 365

espectro, 324

exponencial

de la Grassmanniana, 223

de un grupo de Lie, 60

del spray, 154

diferencial de, 66

en la esfera, 210

en operadores positivos, 219

factorizaci�on, 67
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f�ormulas variacionales, 277

�brado TTM, 135

de una super�cie de nivel, 140

del grupo unitario, 217

en la esfera, 138

en la Grassmanniana, 222

ip can�onico, 142

�brado vertical VTM y VTM∗, 137

ip can�onico, 142

Frobenius

Teorema de, 54

funci�on

anal��tica, 14

cociente, 96

convexa de operadores, 350

de matrices, 106

mon�otona de operadores, 350

reglada, 10

funcional

energ��a, 244

longitud, 244

positiva, 352

Gauss

Lema de, 280

Gelfand

transformada de, 346

Gelfand-Naimark-Segal

representaci�on de, 354

geod�esicamente convexo, 309

geod�esicas

corta, 238

de la Grassmanniana, 223

del grupo unitario, 274

del spray, 153

del spray can�onico del grupo

lineal, 214

del spray can�onico en operadores

positivos, 219

del spray m�etrico del grupo

lineal, 273

en la esfera, 210

geod�esicas cortas

en el grupo unitario, 287

con la norma uniforme, 291

m�etrica Frobenius, 288

norma sim�etrica, 292

en la esfera, 286

en la Grassmanniana, 293

existencia global

en dimensi�on �nita, 294

no existencia en dimensi�on

in�nita, 295

Grassmanniana, 126

campos de Jacobi en la, 224

como super�cie de nivel, 222

curvatura de la, 224

curvatura seccional de la, 309

de matrices, 110

derivada covariante en la, 223

derivada de Levi-Civita en la, 271

exponencial de la, 223

geod�esicas de la, 223

spray m�etrico en la, 223, 271

transporte paralelo en la, 223

grupo

a un par�ametro, 214

a un par�ametro, 60

de inversibles de un �algebra, 103

de isometr��as, 114

de Lie, 58

general lineal, 103, 106

lineal, 105

ortogonal, 108

simpl�ectico, 108

unitario, 107, 117, 118

grupo lineal, 103

campos de Jacobi

del spray can�onico, 216

curvatura
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del spray can�onico, 216

curvatura seccional

del spray m�etrico, 307

derivada covariante

del spray can�onico, 215

del spray m�etrico, 275

derivada de Levi-Civita, 275

diferencial de la exponencial, 67

espectro, 104

estructura diferenciable, 326

geod�esicas, 214

del spray m�etrico, 273

m�etrica invariante, 253

m�etrica Riemanniana invariante,

272

m�etricas cociente, 254

representaciones, 104

spray can�onico, 214

spray m�etrico, 272

subgrupo algebraico del, 112

transporte paralelo

del spray can�onico, 215

grupo unitario

como super�cie de nivel, 217

curvatura seccional, 308

curvatura seccional del, 307

derivada de Levi-Civita en el, 274

�brado TTM, 217

geod�esicas, 274

geod�esicas cortas

con la m�etrica uniforme, 291

m�etrica Frobenius, 288

m�etrica invariante, 292

geod�esicas cortas en el, 287

radio de inyectividad del, 287

spray can�onico, 217

Hopf-Rinow

Teorema de, 239

ideal de operadores compactos, 367

identidad de Jacobi, 50

integral

de una curva, 9

de una funci�on reglada, 9

involuci�on, 323

isometr��a, 300

isotrop��a, 94

Jacobi

campo de, 172

identidad de, 50

jets, 145

Killing

campo de, 179, 302

Lema

de Gauss, 280

levantada

can�onica, 39

de un curva, 39

de una curva, 165

Lie-Trotter

f�ormulas de, 70

logaritmos

de operadores unitarios, 119

longitud

de una curva recti�cable, 232

m�etrica

de Finsler, 243, 245

acotada, 245, 249

d�ebil, 245

fuerte, 245

invariante, 253

m�etrica invariante

en el grupo lineal, 253, 272

matrices

p-codiagonales, 111

p-diagonales, 111

positivas, 111

medida espectral, 361
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norma

estrictamente convexa, 257

Frobenius, 373

rotunda, 257

sim�etrica, 369

unitariamente invariante, 369

en operadores positivos, 255

operador

bilineal, 8

cuadr�atico, 8

de Schatten, 371

Hermitiano, 115

lineal, 3

normal, 341

p-codiagonal, 111

p-diagonal, 111

positivo, 120, 349

unitario, 117

operadores positivos, 111

campos de Jacobi en, 220

curvatura seccional, 308

derivada covariante, 219

exponencial en los, 219

geod�esicas, 219

m�etricas sim�etricas, 255

propiedad expansiva de la

exponencial, 256

spray can�onico en, 218

transporte paralelo, 219

�orbita, 96

coadjunta, 124

de un operador autoadjunto,

125

de un proyector, 126

de similaridad, 125

orden de una funci�on entera, 68

polinomio

de Taylor, 11

homog�eneo, 13

primera variaci�on, 277

propiedad creciente de la m�etrica

en operadores positivos, 263

propiedad expansiva de la m�etrica

en variedades de Riemann, 314

proyector

del �brado doble tangente, 136

pull-back

de un campo, 177

derivada de, 177

radio de inyectividad

de la esfera, 286

del grupo unitario, 287

radio espectral, 341

radio num�erico, 332

rango num�erico, 332

reparametrizaci�on normal, 234

representaci�on GNS, 351

representaci�on adjunta, 63

representaciones

L y R, 104

s��mbolos de Christo�el, 164

secci�on continua, 96

spray, 148, 152

af��n o cuadr�atico, 154

spray can�onico, 162

del grupo de inversibles, 214

del grupo unitario, 217

en operadores positivos, 218

spray m�etrico, 272

de la Grassmanniana, 223, 271

del grupo lineal, 272

subgrupo

algebraico, 112

anal��tico, 77, 81

de Lie-Banach, 77, 81

subvariedad

de un espacio de Banach, 44
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de curvatura, 170

Teorema

de Ascoli, 239

de Banach-Shauder, 5

de Banach-Steinhaus, 5

de Cartan
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Riemanniano, 313

de Cartan-Hadamard, 317

de Frobenius, 54, 77, 78, 81, 83

de Gelfand, 344, 347

de Hahn-Banach, 4

de Hopf-Rinow, 285, 294
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239
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variedad de Riemann, 296

de la funci�on abierta, 5

de la funci�on impl��cita, 21, 24

de la funci�on inversa, 18

del gr�a�co cerrado, 5

del valor medio, 11

espectral, 360

topolog��a

d�ebil, 321

fuerte, 321

transformada de Gelfand, 346

transporte paralelo, 166

de la Grassmanniana, 223
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en la esfera, 210
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valores singulares, 363
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de Finsler con spray, 250

Riemanniana, 268

variedad Riemanniana
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