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1. Formas cuadraticas y bilineales, funciones homogéneas

A lo largo de este texto (salvo que se indique lo contrario) asumiremos que K es un cuerpo, de caracte-
ristica distinta de 2.

Definicion 1.1. Sean V,W,Z K-espacios vectoriales:
1. B:V xXxW — Z es un operador bilineal si es lineal en cada variable por separado.
. Para cada v € V fijo, denotamos B, : W — Z al operador lineal B, (w) = B(v,w).

. Cuando V =W, denotaremos Q : V — Z al operador cuadrdtico asociada a 3, Q(v) = B(v,v).

2
3
4. SiB(v,w) = B(w,v) para todo v,w € V, diremos que B es simétrica.
5

. Si K=C, B es C-lineal en su primer variable y B(v,w) = B(w,v) para todo v,w € V, diremos que
B es un operador sesquilineal.

Observemos que cuando cuando V = W, el operador cuadrético Q es una funcién homogénea de grado
2, esto es Q(Ax) = A2Q(x) para todo x € X y todo A € K.

Sin embargo, en el caso de un operador sesquilineal, obtenemos que Q(Av) = B(Av,Av) = AAQ(v) =
MO ().

Observacion 1.2. Cuando Z =K, es usual denominar a los objetos que llegan a €l formas. Asi ¢ € X*
(el espacio dual de X) es una forma lineal en X, mientras que 3 : X x Y — K es una forma bilineal y
0 : X — Kes una forma cuadrdtica.

Diremos que una forma bilineal sobre R (o sesqui-lineal) B es semi-definida positiva si B(v,v) = Q(v) > 0
para todo v € V., y definida positiva si B(v,v) = Q(v) = 0 s6lo cuando v = 0.
El niicleo de [ es el subespacio

kerB={veV:B(v,w)=0YweV},

o equivalentemente el conjunto de todos los v € V tales que B, = 0 como forma lineal en V.

1.1. Polarizacion

Cuando Q es el operador cuadrdtico dado por un operador bilineal B : V xV — Z, las férmulas de
polarizacion estdn dadas por

Bo(v,w) =1/2{Q(v+w) = O(v) - Q(w)} (1)
=1/{O(v+w)—0(v—w)}
=1/2{Q(v) +Q(w) = Q(v—w)},

y definen otro operador bilineal By : V x V — Z. Es evidente que B es simétrica, y dejamos verificar al
lector que

ZBO(Vv W) = B(V7W) + B(W7 V)v
luego By = P si y s6lo si B era originalmente simétrica.

Notemos que en el caso de que B : V x V — R es un producto interno sobre un R-espacio vectorial,
Brnw) = (mw), Q@) =Bv) =y’

de las identidades de polarizacién también obtenemos
2|2 +2llwll* = [[v+wl* + v —wl?, 2

llamada ley del paralelogramo, porque relaciona las longitudes de los lados de un paralelogramo con las
longitudes de sus diagonales.
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Polarizacion en C-espacios vectoriales

Observemos que si V es un espacio vectorial sobre los nimeros complejos C, la definicion dada arriba de
forma sesqui-lineal es especial ya que no se trata de una forma bilineal (sobre C). De hecho resulta de la
definicién que B es C lineal en la primer variable, y C lineal conjugada en la segunda variable. Luego la
identidad de polarizacién dada més arriba, no recupera P a partir de su forma cuadrética (s6lo recupera
la parte real de P).

Sin embargo, puede el lector verificar que la identidad de polarizacién
ABv,w) =0(v+w)—0(v—w)—iQ(v—iw)+iQ(v+iw) 3)

recupera la forma sesqui-lineal f a partir del operador cuadrético Q. Esta cuenta muestra, ademds, que
toda forma sesqui-lineal se descompone como 3 = o + i1 donde B¢, B1 son formas bilineales simétricas
reales.

1.2. De operadores cuadraticos a bilineales

Ahora abordaremos el problema reciproco, que puede pensarse como ;cudndo una funcién homogénea de
grado 2, denotada Q : V — Z, proviene de un operador bilineal simétrico? O bien en particular ; Cudando
una norma proviene de un producto interno?

Observemos primero que en general esto no es cierto: no toda funcion homogénea de grado 2 proviene
de una forma bilineal. Es decir, dada Q funcién homogénea de grado 2, la identidad de polarizacién (1)
no necesariamente define un operador bilineal By.

Consideremos f : S' — R (S' C R? es la circunferencia unitaria en el plano) una funcién simétrica:
f(=v) = f(v). Podemos definir una forma homogénea de grado 2 de la siguiente manera

_J VIPf() v#O
Q(v)_{ 0(| H) v=0.

En efecto, es evidente que Q(0v) = Q(0) = 0 = 02Q(v) para todo v € R?, mietras que para r > 0, tenemos

o) = Il (o) = biEs () =20,

vl Il

Similarmente

TRV VN o2l Y
o-m) =1 =ity (= ) =P er (<)
=r'0(v) = (=r)*Q(v)
usando la paridad de la funcién (f(—w) = f(w)).

1.2.1. Diferenciabilidad

También es evidente que si f es continua, serd acotada y luego Q : R? — R serd continua. Consideremos
f(x,y) = x% para (x,y) € R?, j € Ny, ques es simétrica y continua. Obtenemos

2j

Quw:{w+ﬂWLW:ﬁw+ﬂ*faw¢o

0 (x,y) =0.

Podemos observar que cuando j =0, f es constante y Q es la norma euclidea al cuadrado (que claramente
proviene de una forma bilineal, la del producto interno usual de R?). Mientras que cuando j = 1, nos

queda Q(x,y) = x.

Hoja 4 de 27 4 2020



FCEN-UBA GEOMETRIA PROYECTIVA Clasificacion de Cuadricas

Usando la férmula de polarizacién (1) definimos B : R? x R? — R una funcién simétrica. Es inmediato
verificar que B(2v,w) # 2B(v,w), salvo los casos ya mencionados (j = 0, j = 1). En el segundo caso es
porque se obtiene (polarizando Q(x,y) = x?)

Blx,y;x',y) = xx’

que es en efecto una forma bilineal sobre R%. Notamos que tanto esta B como la dada por el producto
interno usual (j = 0) son claramente funciones de clase C* en RZ.

En general, si f es de clase C", resultara lo mismo para Q en R?\{(0,0)}. Para j > 2, un célculo directo
sobre Q(x,y) = x¥ (x? +y?)!~/ nos dice que %—?(0,0) = %—%(0,0) = 0y que de hecho resulta Q diferen-
ciable en v = (0, 0). Esto muestra que la diferenciabilidad de Q no garantiza que provenga de una forma
bilineal.

Este ejemplo (o coleccién de ejemplos) que acabamos de presentar, nos muestra la relevancia del si-
guiente criterio, donde denotaremos D,,Q a la diferencial primera y D?Q a la diferencial segunda de Q
(evaluadasenw € V):

Lema 1.3. Sea Q : V — Z una funcion homogénea de grado 2. Si Q es de clase C? en un entorno de
v = 0, entonces
Q(v) =12D30(v,v) WveVv.

En particular Q es un operador cuadrdtico proveniente del operador bilineal simétrico
2
B(v,w) =12D50(v,w).

Demostracion. La hipétesis dice que si HQ = DVQ es la matriz Hessiana de Q, esta resulta una matriz
simétrica (ya que las derivadas cruzadas son iguales). Luego B(v,w) = D3Q(v,w) es un operador bilineal
simétrico. Veamos que coincide con 2Q en la diagonal. Para ello escribimos Q(¢v) = t2Q(v) parat € K,
v € V y usando que la composicién de funciones C? sigue siendo C2, derivamos dos veces respecto del
parametro ¢ (con v fijo, esto es vdlido para ¢ suficientemente pequeiio). Tenemos

D,Q(v) =26Q(v) y D;,0(vv)=20().
Evaluando en t = O tenemos la conclusion del lema. m]

Observacién 1.4. Cuando Q es de clase C? en un entorno de v = 0, el lema previo nos dice que Q(v) =
B(v,v) para B bilineal. Tomando v, = v(¢) = v+ 1wy derivando esta expresion respecto de ¢, obtenemos

Dv,Q(vt) = B(‘}Ivvt) + B(VH‘}I) = ZB(Vlvvf)'

Evaluando en 7 = 0 se deduce que D,Q(w) = 2B(v,w). Luego D,Q = 2B(v,-) = 2B,. Volviendo a reem-
plazar v por v; = v+ ¢z, obtenemos ahora derivando D,Q(w) = 2B(v,w) respecto de ¢ (y evaluando en
t = 0), que D%(z,w) = (D2Q)(z)(w) = 2B(z,w), 0 equivalentemente D? = 23 para todo v € V. Esto nos
dice que la diferencial segunda de Q es constante (y de hecho igual a DQ, como probamos en el lema).
Se sigue que D3Q = 0 y lo mismo para cualquier diferencial superior. Resumiendo, para todo v € V,
tenemos

D,Q=2B,, D?>’=2B, D'Q=0Vk>3

y en particular Q es una funcién de clase C* en V. Asismismo, como D?Q es constante, es claro que Q
coincide con su polinomio de Taylor de grado 2 centrado en cualquier v € V:

Q(x) = Q(v) +D,Q(x —v) +1/2D?*Q(x — v,x — v)
=0(v)+2Bv(x—v) +Q(x—v),

identidad que también es inmediata a partir de Q(x —v) = B(x —v,x — v) y la bilinealidad de .

2020 5 Hoja 5 de 27



FCEN-UBA GEOMETRIA PROYECTIVA Clasificacion de Cuadricas

1.2.2. Ley del (semi)-paralelogramo

Un resultado en la misma direccién pero sin recurrir a nociones de diferenciabilidad, se basa en la ley
del paralelogramo. Como vimos, si una norma proviene de un producto interno, entonces cumple dicha
ley (2). El siguiente teorema es su reciproco:

Teorema 1.5 (Teorema de Jordan-von Neumann). Si || || : V — R es una norma que obedece la ley del
semi-paralelogramo
2|vl*+2lwl® < v+ wl®+ v =wl* WweV,

entonces la polarizacion B de la norma da un producto interno. En consecuencia, una norma proviene
de un producto interno si 'y solo si obedece la ley del semi-paralelogramo.

Demostracion. En primer lugar, observemos que reemplazando v por 1/2(v+w) y w por 1/2(v —w), la
desigualdad es equivalente a la igualdad. Esto es, podemos suponer que vale la ley del paralelogramo.
Definimos el producto interno B(v,w) = (v,w) usando la férmula de polarizacién (1). Claramente es
simétrico. Tenemos que probar que se trata de una forma bilineal. Ahora notamos que, por la ley del
paralelogramo aplicada a v+z,w (y a w+z,v), se tiene

Iy +w 2| = 2[|v -+ + 2lw]® v —w+2]*
=2|w+z|® +2|vl* — [w - v +2]*.
Luego sumando y dividiendo por 2
v w2l = V1P + Iwll® + v+ 2] + [lw + 2|
1 1
—§||v—w+z||2—§||w—v+z||2.
La misma identidad vale para —z. Entonces restando estas dos experesiones (la de z y la de —z), obtene-

mos B(v+w,z) de acuerdo a la identidad de polarizacién (1) que usamos para definir el producto interno.
Esto es

1

v+w,z) = (||v+w—|—z||2— ||v+w—z||2)

=S|

1
(2l = v =2ll*) + 5 (w2l = lw=2)

—~

v,2) + (w,z)

donde en la primer igualdad usamos la hipdtesis de la regla del paralelogramo, y en la tltima igualdad
usamos polarizacién para obtener B(v,z) y B(w,z). Esto prueba que [ es aditiva en la primer variable, y
por simetria lo es en la segunda. Nos falta ver que 3 saca escalares reales (y por simetria alcanza con
verlo en la primer variable). De la desigualdad triangular inversa para la norma,

V= lwl < v —wl]

es inmediato que la norma es una funcién continua, luego 3 es continua. Entonces bastard probar que 3
saca escalares racionales, es decir A = 7/q € Q. Como B(0,w) = 0, y de la definicién es inmediato que

A=vw) = =vwl® = [ —v=wl* = w=v[* = [v+w]* = —4{v.w),

podemos suponer que A > 0, esto es p,g € N. Como ya probamos que 3 es aditiva en la primer variable,
en realidad ya lo probamos si ¢ = 1. Ahora bien si v/ = 1/4v, tenemos

g(Av,w) = g(pv',w) = pg(v/,w) = p(gV/,w) = p(v,w).

Dividiendo por g obtenemos lo deseado, (Av,w) = A(v,w). o
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El caso de productos internos complejos (formas sesquilineales)

En el caso de que el espacio vectorial V sea un C espacio vectorial, dad una norma sobre V, podemos
definir

A, w) = [[v4wl® = [lv = wl* +il[[v + iw]|* — [[v — iw]|’]
= Bo(v,w) +iP1(v,w)

que no es otra cosa que la identidad de polarizacién compleja (3). Es inmediato de la definicién que
<W7 V> = <V, W), y que <iv7 W> = i<V, W>'

Si suponemos que la norma obedece la propiedad del semi - paralelogramo, sabemos que obedece la ley
del paralelogramo. No es dificil ver que entonces By y B; son ambas R bilineales, por el Teorema de
Jordan-Von Neumann. Luego el producto interno definido arriba resulta un producto interno complejo,
esto es, una forma sesqui-lineal.

Corolario 1.6. Sobre un C espacio vectorial, una norma obedece la ley del semi- paralelogramo si y solo
si proviene de un producto interno complejo. Es decir, si la norma proviene de una forma sesqui-lineal
definida positiva.

1.3. Cono asociado a una forma cuadratica

Si O :V — K es una forma cuadritica, el cono asociado se define como
Co={veV:Q(v)=0}.

Nos interesan dos propiedades fundamentales de los conos que utilizaremos para la clasificacién de
cudadricas. Estas propiedades dicen que fuera de un cono hay infinitos hiperplanos. Todas las demas
propiedades de Cp pueden deducirse luego, utilizando la clasificacion de cuédricas.

Lema 1.7. Si Q # 0y H C Cg es un hiperplano dado por una funcional ¢ € V*, entonces existe y € V*
tal que Q = @V Luego Co = H U H donde H = ker\f puede ser igual a H. En particular Cy contiene a
lo sumo dos hiperplanos.

Demostracion. Ejercicio. O

Lema 1.8. Si O # 0y S1,S2 son subespacios propios de V, entonces S{US2 UCg # V.

Demostracion. La demostracion es por induccién en d = dim(V). Si d =1, debe ser S; = S2 = {0} y
entonces S1USy UCg = Co # V pues Q # 0. Supongamos que hemos probado el resultado para d > 1,
sean Hi,Hy C V hiperplanos tales que H; # S1 y Cp no contiene H; (i = 1,2), que existen por el lema
previo. Esto es lo mismo que decir que Q|g, # 0. Entonces si fuese V = S; U S2 UCp, tendriamos

H = (HlﬂSl)U(HlﬂSg)U(HlﬂCQ) :§1U§2 UCQ

donde O = Q|g,. Notemos que S; # H; y que Q # 0. Como dim(H;) = dim(V) — 1, por la hipétesis
inductiva la dnica posibilidad es que Sy = Hy, es decir Hi NSy = H;. Luego H; C Sy pero como H; es
un hiperplano debe ser So = H;. Con un razonamiento andlogo, descomponiendo Hy, debe ser también
S9 = Hsy. Pero entonces H; = Hs, absurdo. O

2. Representacion de formas cuadraticas fijando una base

Dada una forma bilineal  en un K-e.v. V, queremos dar una representacién de B en términos de una
transformacion lineal 7 : V — V. Para ello notamos que, fijar una base B = {vy,...v,} de V es equivalente
a elegir un producto interno en V.
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Recordemos que el método de Gram-Schmidt permite obtener una base ortonormal para cualquier pro-
ducto interno, y reciprocamente, dada una base ortonormal podemos definir un producto interno decre-
tando que estos vectores formen una base ortonormal. Vamos a enunciar esto de manera mds precisa (la
verificacion es trivial y queda a cargo del lector).

Lema 2.1. Dado un producto interno en 'V, existe una base ortonormal E = {ey, ... e, } para éste, y toda
base ortonormal para este producto interno se obtiene a partir de la misma mediante una transformacion
ortogonal: esto es una transformacion lineal U : V — 'V que es un isomorfismo, tal que ||Uv|| = ||v|| para
todov eV, ytal que Ue; = v;.

Reciprocamente fijada una base arbitraria E de V, si escribimos, para v,w € V sus coordenadas en esta
base,

n n
v=Y xe, w=) v, “)
i=1 i=1
definimos

n
<V7 W> = inyia
i=1

que es un producto interno que hace de E una base ortonormal para el mismo. En el caso de un espacio
vectorial sobre C, podemos obtener un producto interno complejo definiendo

n
<V7 W> = inyi'
i=1

Una vez fijado un producto interno en V (equivalentemente, fijada una base de V'), dado un subespacio
S C V, denotaremos S+ C V al complemento ortogonal de S,

St={veV:(ns)=0 VsecS}

2.1. Transformaciones lineales autoadjuntas
Recordemos que una transformacion lineal 7 : V — V es autoadjunta si
(Tv,w) = (v, Tw) YvweV.
Es inmediato de aqui que el rango (la imagen) y el niicleo de 7' son ortogonales, y entonces
V =kerT ®Ran(T)

donde ker7 = Ran(T)".
En general, si T es una transformacion lineal, su adjunta se define como la tnica transformacién lineal
T* tal que

(Tv,w) = (v, T*w) YvwelV.

Probaremos ahora dos teoremas de representacion debidos a F. Riesz. Diremos que una aplicacion aditiva
R entre C espacios vectoriales es anti-lineal si R(Az) = AR(z) para todo vector z y todo A € C.

Observacion 2.2. Notemos que dado un vector y € V, este induce una forma lineal ¢, € V*, la dada
por ¢,(v) = (v,y). La aplicacién y — ¢, es claramente lineal e inyectiva (anti-lineal cuando K = C). Si
definimos la norma de una funcional como

o]l = max{[e(v)| : v e V, |lv] =1},

es inmediato (por la desigualdad de Cauchy-Schwarz) que esta aplicacion es una isometria entre V' y V*
(preserva las normas).
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El primer teorema de Riesz dice que se trata de una biyeccion:

Teorema 2.3 (Teorema de representacion de Riesz para formas lineales). Sea ¢ € V*, entonces existe
un tinico yo €V tal que ¢ = (-,yq¢). La aplicacion R(Q) = y¢ se lo denomina mapa de Riesz; es un
isomorfismo isométrico cuando K = R, mientras que es un anti-isomorfismo isométrico cuando K = C.

Demostracion. Sea S = ker@, si § =V es porque ¢ = 0, tomamos y, = 0. En caso contrario, S es un
subespacio propio (un hiperplano). Tomamos yo € S* de norma unitaria y definimos

Yo = ©(y0)yo

(por supuesto que la conjugacién no es necesaria cuando K = R). Descomponemos x € V como x =
s+ Ay, notamos que ¢(x) = 0+ A@(yo) = A|®(y0)|? pues @ es lineal. Por otro lado,

(x,59) = 0+ My, yo) = Mlyol* = Mo (yo)[*

Esto prueba que @ = (-,y¢) y por la observacion previa, tienen la misma norma. La unicidad queda a
cargo del lector. O

El segundo teorema de Riesz dice que toda forma bilineal simétrica (o sesqui-lineal) en V' se puede re-
presentar mediante una transformacion lineal 7 : V — V. Enunciamos el teorema para K = C, el andlogo
para R es inmediato omitiendo los conjugados.

Teorema 2.4 (Teorema de representacion de Riesz para formas bilineales). Sea p:V xV — C sesquili-
neal. Existe entonces una tinica transformacion lineal autoadjunta T : V — V tal que

B(x,y) = (x,Ty) = (Tx,y)  Vx,yeV.
Demostracion. Paracaday €V, sea ¢,(x) = B(x,y). Luego existe un tinico z = T'(y) € V tal que
Blr.y) =o(x) = (x2) = (x,Ty)  WxeV.
Veamos primero que T es lineal. Para ello, calculamos, para cada A € C
(x, T(W)) = B, Ay) = AB(x.y) = M(x. Ty) = (x,ATY).

Como esto vale para todo x € V, se tiene T (Ay) = ATy para todo y € V,A € C. Con un argumento similar,
y usando que el mapa de Riesz es aditivo, se obtiene que T es aditiva. Como B es sesquilineal,

<Txay> = <x? Ty> = B(x,}’) = B(y7x) = <ya Tx>7

de donde resulta inmediato que T es autoadjunta. O

Ahora probaremos el resultado fundamental sobre transformaciones lineales autoadjuntas:

Teorema 2.5. Si T : V — V es autoadjunta, existe una base ortonormal E = {ey,...,e,} de V de auto-
vectores de T, todos los autovalores de T son reales, y los autoespacios correspondientes a autovalores
distintos son ortogonales, e invariantes para T.

Demostracion. Como T* = T, entonces si A es autovalor, y v es autovector, debe ser
M| = (Tv,v) = (v, Tv) = (Tv,v) = A||v|]?

lo que prueba que todo autovalor es real.

Notamos ahora que si v es autovector, entonces S = {v}* es invariante para T: en efecto, si tomamos
w L v, entonces
(Tw,v) = (w,Tv) = Mw,v) = 0.

2020 9 Hoja 9 de 27



FCEN-UBA GEOMETRIA PROYECTIVA Clasificacion de Cuadricas

Consideramos la restriccién de T al subespacio {v}+, donde sigue siendo autoadjunta. Procedemos in-
ductivamente hasta construir una base ortonormal de V' de autovectores de T'. Todos los autovalores son
reales, y si A # u son autovalores de T, entonces, tomando v, w autovectores respectivos,

Av,w) = (Tv,w) = (v, Tw) = u(v,w),
lo cudl solo es posible si v L w. O

Definicion 2.6 (Descomposicién espectral de una t.l. autoadjunta). Dado A autovalor de T autoadjunta,
denotaremos E; C V al autoespacio asociado de autovectores, esto es E] = {v €V : Tv =Av}. Notemos
que se trata de un subespacio invariante por T, y que los E{ son todos ortogonales entre si (para cada
autovalor de T). Denotaremos P{ al nico proyector ortogonal con rango E{ , lo llamamos proyector
espectral de T .

Si A; son los autovalores distintos de T (incluyendo A = 0 posiblemente), y denotamos E; = E;{l ,P= P{i ,
afirmamos que

T =Y \P.
i
En efecto, dado v € V, este tiene una dnica escritura v =) v; con v; = P;v € E;. Luego

Tv= ZTV,’ = Z?»,-v,- = Z}\'iPiv = (Z k,Pl)v

Notar que 1 < i < k con k < n=dim(V), ya que recorre los autovalores distintos.

Si denotamos 6(7) = {r € R : T —t1 no es inversible} al conjunto de todos los autovalores de 7 (de-
nominado espectro de T), podemos denotar P, al proyector asociado a cada autoespacio £/, y entonces
tenemos la reescritura

T=Y\P=Y tP 5)

reo(r)
conocida como descomposicion espectral de T . Esta es una version (para espacios vectoriales de dimen-
sidn finita con producto interno) del llamado teorema espectral para operadores autoadjuntos.

Definicion 2.7 (Célculo funcional de una t.l. autoadjunta). Como autoespacios correspondientes a auto-
valores distintos estdn en suma directa (son ortogonales), se tiene P;,P; = 0 si i # j. Luego sin € N, es
inmediato que 7" = Y, t" P,, y que si g es cualquier polinomio g(x) = a,x" + - - - + a1x + ap entonces

q(T)=a,T"+---+a;T +apl = Zq(t)Pt.
t

Dada cualquier funcién f : R — R, podemos definir

f)y="%, f)F,

teo(T)

esta transformacion lineal se denomina cdlculo funcional de T evaluado en f. Si g, es una sucesién de
polinomios que tiende puntualmente a la funcién f, invitamos al lector a demostrar que g,(7T) — f(T)
en cualquier norma que uno quiera ponerle al espacio de las transformaciones lineales.

Si Py denota el proyector ortogonal al nicleo de T, entonces tenemos las férmula

V= EBtecs(T)EtT

(donde cada subespacio es invariante para 7', y son todos ortogonales entre si), que resulta equivalente a
la descomposicion de la t.l. identidad 1: V — V como

1= Pt7
teo(T)

y los proyectores verifican P,P; = P;P, =0 si s #1¢.
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Observacion 2.8. Cabe notar aqui, que si U es transformacién ortogonal y E C V es un subespacio (y
Pg su proyector ortogonal), entonces si E' = U(E) se tiene

Pgr =UPgU™.

En efecto, Pg, =UPgU"UPgU* = UPgPeU* = UPgU" = P, Py = UPLU* = UPgU™ = Pgs luego Pp
es un proyector ortogonal. Por otro lado si Uv € U(E), entonces Pg/(Uv) = UPEU*Uv = UPgv = Uv
pues v € E, luego Pr/(U(E)) = U(E). Mientras que si z = Uy € U(E)* = U(E*) entonces Pgz =
UPU*Uy = UPgy =U0 =0, luego ker(Pg/) = U(E)™*.

Observacion 2.9. Si B = {vy,...,v,} es una base de V, podemos denotar p; = v; ® v; al proyector orto-
gonal con rango v;, de manera tal que };p; =1, p;p; = 0 sii # j. Definimos una transformacion lineal
Tv; = Ajv;, con A; € C, es decir T = Y ; A;p;. Resulta T autoadjunta: en efecto si v =Y, xjv;, w = Y, y;v;
entonces
<TV7 W> = Z-xi)Tl?\'i = <V7 TW>
ij

Con la misma demostracion, si 1 = Y ;P; es cualquier descomposicion de la identidad 1: V — V en
proyectores ortogonales disjuntos (P;,P; = 0 si i # j), resultard T = Y';A;P; una t.l. autoadjunta, que es
inversible si y sélo si todos los A; son no nulos.

Corolario 2.10. Si T, R son t.I. autoadjuntas y conmutan, entonces se diagonalizan simultdneamente, es
decir tienen una base ortonormal comiin de autovectores. Es mds, los autoespacios de una son invarian-
tes para el otro.

Demostracion. Dado A autovalor de T, tenemos para cada v € E{ (incluyendo EOT =kerT)
TRv =RTv = R\Av = ARy,

lo que nos dice que Rv € EJ, 0 sea que E] es invariante también para R. Como R restringido a E;
sigue siendo autoadjunto, tomamos una b.o.n. de E{ pero conformada por autovectores de R (teorema
anterior). Como son elementos de E{ , resultan simultdneamente autovectores de T, de autovalor A (notar
que sin embargo, como autovectores de R, sus autovalores serdn distintos en general). Podemos hacer
esto para cada autoespaciode 7,y V = @LE{ , obtenemos una base de autovectores de R que es también
base de autovectores de 7. O

Corolario 2.11. Si T es autoadjunta, entonces R conmuta con T si y sélo si R conmuta con todos los
proyectores espectrales de T.

Demostracion. Si R conmuta con todos los proyectores espectrales de 7', entonces

RT=R ) tP= ) RP,= ) (PR=TR.
teo(T) teo(T) teo(T)

Reciprocamente, si R conmuta con T entonces RT" = T"R para todo n € N, y con esto

Y ("RP, =RT =TR=Y 1"PR.
t t

Dado #p € 6(T), sea f un polinomio que se anula en 6(7T) \ {to} y tal que f(z) = 1. Entonces
Y f(ORP, =) f()PR.
t t

luego RP,, = P;,R como queriamos probar. m]
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2.2. Transformacion autoadjunta asociada a una forma cuadratica

Si Q:V — R es una forma cuadrdtica con forma bilineal asociada 3, y fijamos una base de V, estaremos
fijando un sistema de coordenadas y también un producto interno en V. Para este producto interno, existe
una Unica transformacioén lineal autoadjunta 7 : V — V tal que

O(v)=(Tv,v) YveV.

Dejamos al lector probar que ker 7 = ker3. Con esto, el nicleo de T no depende del producto interno
elegido.

Al cambiar de base (cambiamos de coordenadas), la transformacién T no serd la misma (aunque tendr4 el
mismo nucleo). Sea M : V — V isomorfismo que intercambia estas bases, digamos ¢; = Mv;, i =1,...,n,
donde los ¢; son los de la primer base y v; los de la segunda. Luego si v,w € V, con coordenadas como

en (4), tendremos
V= Zx,-ei = Zx,'Mvi = MZx,-vi =M.
i i i
Esto es si V' = Y, x;v; entonces v = MV'. Similarmente, Mw = w’'. Por definicién
<MV/7MW/> = <V7 W> = Z-xiyi = <V/7W/>B
i
donde a la derecha tenemos el producto interno definido por la nueva base B. Como esta férmula es

genérica, se deduce

Lema 2.12. Si E,B son dos bases de V yM :V —V es el isomorfismo Mv; = e;, entonces los productos
internos estdn relacionados por la formula

<V, W)B = <MV7 MW> = <M*MV, W) (6)
para todo v,w € V.

Observacion 2.13. Podriamos haber arribado a una identidad de este tipo usando el Teorema 2.4, ya que
el producto interno en la base B es una forma bilineal, luego se tiene que representar por medio de una
t.1. autoadjunta A, en términos del producto interno original (en este caso A = M*M).

Observacién 2.14. Si T2 indica la t.1. (autoadjunta para el nuevo producto interno) que determina tini-
camente la forma bilineal B : V x V — K asociada a Q, de la identidad (6) tenemos

(M*MTBv,w) = (TBv,w)p = B(v,w) = (Tv,w)

para todo v,w € V, luego T = M*MT®B. Como M*M es inversible, es inmediato que, como comentamos
al comienzo de esta seccién, T2 y T tienen el mismo nicleo.

2.3. Transformaciones (semidefinidas) positivas

Lo remarcable de transformacion lineal A = M*M del Lema 2.12 es que no sélo es inversible (ya que
M lo es) sino que todos sus autovalores son estrictamente positivos: si v es autovector de norma unitaria
para el autovalor A € R de A, entonces

A =A,v) = (A,v) = (M*Mv,v) = (Mv,Mv) = | Mv|* > 0.
En este caso A no puede ser nulo ya que A es inversible.

Definicion 2.15. Dado un producto interno en V, diremos que una t.1. A : V. — V es positiva (denotado
A > 0) si A es autodajunta y todos los autovalores de A son no negativos. Diremos que A es positiva
inversible (denotado A > 0) si A es autoadjunta y todos sus autovalores son estrictamente positivos (en
particular es inversible).
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Corolario 2.16. Si (-,-)o, (-, )1 son dos productos internos en'V, existe una (iinica) t.1. A : V — V positiva
inversible que los relaciona:
<V7W>l = <AV> W>O-

Definicion 2.17 (Médulo). Si T es autoadjunta y T = Yico(r)t P es su descomposicion espectral (Defi-
nicién 2.7), entonces tomando f(x) =

IT|="Y) [P,

teo(T)
se denomina mddulo de T, y es inmediato que |T'| es positiva, y serd inversible si y s6lo si T lo era.

Lema 2.18 (Lema de la raiz cuadrada). SiV es un espacio con producto internoy A > 0, existe una tinica
t.1. R > 0 tal que A = R2. Se suele denotar R = /A = A" la “raiz cuadrada de A”. Si A =Y ;a;P;, =
Yaco(a) aPu es la descomposicion espectral de A (5), entonces R = VA=Y, VaiPi = Yuco(a) vV aPu.

Demostracion. Como A es autoadjunta y A; > 0 para todos sus autovalores, si v; es la base correspon-
diente de autovectores, definimos Rv; = v/A;v;. Es inmediato que R*> = A, y que R > 0. Veamos loa
unicidad: si A = T% con T > 0, entonces TA = TT? = T?T = AT es decir T conmuta con A. Como
ambas son autoadjuntas, existe una base B = {vy,...,v,} de autovectores de A que también diagonaliza
T (y que son base también de los autoespacios E, = E-, con a > 0 autovalor de A). Observemos que si
v € E,, escribiendo v =} ;a;v; donde los v; son algunos de los vectores de B, que estén en E,, tenemos
Tv=TY av;=Y,0;t;v;dondet; € 6(T). Pero aplicando T una vez mds,

— oy — Ay — T2y, — 420
Zocjavj—av—Av—T V—Z(x]tjvj
J J

y esto s6lo es posible si t; = /a para todos estos j. Luego Tv = \/aY ;o;v; = y/av. Esto prueba que

TP, = \/aP,,y entonces
T=T1=T ) P,= ), +aP.

acao(a) aco(a)
De aqui se deducen la unicidad de la raiz cuadrada y la dltima férmula del enunciado del lema. O
Dejamos el siguiente problema para el lector:

Problema 2.19. Sea A : V — V t.l., V un espacio vectorial con producto interno. Probar

1. A es positiva < (Av,v) > 0 paratodov € V < IM tal que A = M*M.
2. Probar que “A > B” si A — B > 0, es un orden parcial en el conjunto de las t.I.
3. Probar que si A es positiva e inversible, entonces A~! también es positiva.

4. Probar que si A es positiva entonces MAM™* también lo es.

Definicion 2.20 (Médulo y descomposicion polar). Dada T t.1. sabemos entonces que 7*T > 0 tiene una
tinica raiz cuadrada positiva, que denotaremos |T'|, esto es |T| = +/T*T es la tnica t.I. M tal que M > 0
y M? = T*T. Es claro que |T| serd inversible si y s6lo si T lo era (notar que es la misma t.1. definida en
2.17 cuando T* =T).

Si T es inversible, definimos la transformacién inversible U = T|T|~!. Tenemos
= [T|7'T°T|T| " = |T||TP|T| ™ =

lo que prueba que U es una transformacion ortogonal. La formula T = U|T | se conoce como descompo-
sicion polar de T .
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Definicion 2.21. Dada una transformacién lineal 7 : V — V definimos el rango r = r(T') como la cantidad
de autovalores no nulos, o equivalentemente, la dimensién de Ran(7) = {Tv:v e V}.

Cuando T es autoadjunta, todos sus autovalores son reales, y entonces definimos la positividad p = p(T)
como la cantidad de autovalores positivos, la negatividad n = n(T) como la cantidad de autovalores
negativos, y la signatura s = s(T) como la diferencia entre ambos, s = p —n. Notar que dos cualesquiera
de estos nimeros determinan los otros dos, ya que r = p 4+ n luego s+ r = 2p. Definimos el indice de T
como el par (p,r) € Ny x Ny. Notar que dim(ker(7)) =n—r.

Lema 2.22 (Descomposicion de Hahn de una t.1. autoadjunta). Si T es autoadjunta, la descomposicion

T =T, —T_ dada por
T.= Y A T-=Y(-nA

t>0,e0(T) <0
verifica Ty, T- >0, T.T_-=T-T, =0, T, +T_ = |T|.
En el subespacio invariante Ran(T,.) se tiene T > 0, este subespacio es maximal respecto de la positivi-

dad de T, y su dimension coincide con p(T), el niimero de autovalores positivos de T. Mismas afirmacio-
nes valen para el rango de T_, que es ortogonal al rango de T, y ademds Ran(T) = Ran(T; ) ® Ran(T-).

Demostracion. Que Ty, T_ > 0 es evidente porque son autoadjuntas y tienen autovalores positivos. Que
los rangos de T';,7_ son ortogonales (y entonces 7,7 = 0) es inmediato de que autovectores corres-
pondientes a autovalores distintos son ortogonales, y también es clara la dltima afirmacién sobre el rango
de T. Veamos que T |gan(r,) > 0; si dicho subespacio es nulo no hay nada que probar. Caso contrario,
tomamos una base ortornomal que diagonaliza Ty tomamos los primeros vy, - - - , ¢ que forman una base
ortonormal de autovectores con todos los autovalores positivos de T, es evidente que

n

T=T,-T Zrlv, Z —58j)Vvj

i=k+1

donde r; son los autovalores negativos de Ty s; los negativos (si k = n la segunda suma es nula y tanto
T_ como su rango son nulos). Sea 0 # v € Ran(T, ), entonces v = ):i-‘zlxivi, luego Tv; =Y, x;r;v; y con

ello
k

(Tv,v) Z rixixj(vi,v;j) Zr,x >0
i,j=1

pues algin x; es no nulo. Supongamos ahora que § C V es un subespacio invariante para T, entonces T
se diagonaliza sobre Sy si T|s es positivo, entonces todos los autovalores de T alli son estrictamente
positivos, luego dim(S) < p(T) (porque sino habria mas autovalores estrictamente positivos!). i

Veamos que los cambios de coordenadas no alteran estas cantidades, principio conocido como la Ley de
inercia de Sylvester. Para ello probamos antes un lema que dice que transformaciones cercanas tienen
autovalores cercanos, o en otros términos, que la funcién espectro 6 : End(V) — 2© es semicontinua
inferiormente.

Para ello, consideramos (End(V),d) como espacio métrico, con la distancia dada por d(T,R) = || T —R||,
y || - || es alguna norma en los endomorfismos, como por ejemplo, fijando una norma en V,

d(T,R) = |IT ~ Rl|.. = max{||Tv— Rv]| : [v]| = 1}.

Recordemos que dos normas en un espacio vectorial de dimensién finita (en este caso, End(V)), son
siempre equivalentes, asi que en realidad podemos tomar cualquier otra norma (como por ejemplo

| T ||max = max{|Tj;| :i,j =1,...n}

donde T;; son las entradas de la matriz de 7', en alguna base E de V).
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Lema 2.23. Sea T : V — V, tal que cada autovalor t; de T tiene multiplicidad m;. Dado € > 0, existe
8 > 0 tal que si |R—T|| < 3, entonces para todo i, R tiene exactamente m; autovalores en Be(t;) = {\

A —1| < e}
Demostracion. Los autovalores de T son las raices del polinomio
p(A) =det(T — A1),

mientras que los de R son las raices de g(A) = det(R — A1). Es claro que si T es cercana a R, sus entradas
en cualquier base también, y entonces su polinomio caracteristico también. Luego basta tomar d suficien-
temente pequefio para que las raices de g estén cerca de las de p, y obtener el resultado enunciado. O

Corolario 2.24. Sean p,n € Ny, entonces el conjunto H,, de las transformaciones lineales T : V —V
autoadjuntas con p(T) = p,n(T) = n es abierto y cerrado en el conjunto de todas las transformaciones
autoadjuntas de rango r = p+n < dim(V). En particular Hy; con k+1 = r describe las componentes
conexas del conjunto de todas las transformaciones autoadjuntas de rango r.

Demostracion. A partir del lema previo tenemos que si R es autoadjunta, de rango r y es cercana 7,
entonces p(R) > p(T) y n(R) > n(T). Pero de r = p(R) +n(R) > p(T) +n(T) = r deducimos que
p(R) = p(T), n(R) = n(T), luego para cada indice fijo (p,n), este conjunto es abierto. Ahora bien el
conjunto de todas las transformaciones autoadjuntas de rango r en V' es la union disjunta de los Hy; con
k,I recorriendo los posibles valores en Ny x Ny y la restriccién k + [ = r. Luego el complemento de H), ,
también es abierto. O

REVISAR TODAS LAS LETRAS

Teorema 2.25 (Ley de inercia de Sylvester - Transformaciones autoadjuntas). Sean T, R t.I. autoadjuntas.
Entonces p(T) = p(R) y n(T) = n(R) si y sdlo si existe M inversible tal que T = MRM*.

Demostracion. Si R,T tienen el mismo nimero de autovalores positivos y negativos, entonces el auto-
espacio de los autovalores positivos de R tiene la misma dimensién que el de 7', y lo mismo vale para el
autoespacio de los autovalores negativos, asi como para el nicleo. Para T', sus tres autoespacios son orto-
gonales entre si, y lo mismo vale para R. Si {ey, ..., e, } es una base de autovectores de Ry {vy,...,v,} es
una base de autovectores de T (elegida de manera tal que los primeros p son base del autoespacio positivo
y los tltimos base del nicleo), sea U la transformacién ortogonal Ue; = v;, y sea K dada por Ke; = Aje;

para los ¢; que no estdn en el nicleo de R (donde A; = 4/t;r; ! notar que el cociente tiene el mismo
signo, tanto para el primer subespacio de positividad, como para el segundo de negatividad), Ke; = e; pa-
ra los del nicleo. Claramente K es autoadjunta e inversible (Observacion 2.9). Ahora consideramos la t.1.
definida como Me; = A;v; para los autovalores no nulos de R, y Me; = v; para los del nicleo de R. Clara-
mente M es inversible, pero ademdas también es evidente que M = UK, luego M* = K*U* = KU*. Ahora
bien, KRKe; = KRNje; = K\jrie; = 7Ll-2rl~e,- = t;e; para los vectores que no estdn en el nicleo, mientras que
KRKe; = KRe; = 0 para los del niicleo. Luego

MRM*VI' = UKRKU*V,' =UKRKe; =Utie; =t;v; =Tv;

si v; no estd en el nicleo de T, mientras que MRM*v; = UKRKU*v; = UKRKe; = UKRe; = 0 = T'v; para
los del niicleo de 7. Como MRM* y T coinciden en una base, debe ser MRM* =T.

Supongamos ahora que 7' = MRM?*, escribimos la descomposicién polar M = UA con [M|=A >0y
U ortogonal. Es claro que U*TU = ARA, y como U*TU, T tienen exactamente los mismos autovalo-
res, basta probar que R y ARA tienen el mismo indice (cantidad de autovalores positivos y negativos).
Escribimos la descomposicion espectral de A,

A= aP,,
acc(A)
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y como a > 0 para todo a € 6(A), podemos definir la curva

a()=A"= Y dP, 1[0l
acc(A)

Es claro que a(1) = A, a(0) = 1 (la identidad de V') pues } P, =1 al ser A inversible. También es claro
que o es una curva continua. Entonces
t— A'RA!

es una curva continua en las transformaciones autoadjuntas, que une R con ARA. Por lo tanto, debe
permanecer dentro de una de las componentes conexas, y por el corolario previo, R y ARA tienen el
mismo indice. O

Teorema 2.26 (Ley de inercia de Sylvester - formas cuadréticas). Si T,T? son las t.l. inducidas por
sendos productos internos en' V' y la misma forma cuadrdtica Q, ambas transformaciones tienen el mismo
rango y signatura.

Demostracion. Recordemos que T = M*MT? (Observacién 2.14). Para simplificar la notacién notamos
que M*M es positiva e invertible, luego (M*M)~! también lo es, sea A > 0 su raiz cuadrada, A2 =
(M*M)~!. Entonces T? = (M*M)~'T = A%T, y para cada A € R, escribimos

T8 — M =A’T — M =AATA - )AL

Esto nos dice que los autovalores de 7% son los mismos que los de la t.1. autoadjunta ATA; como A > 0
en particular A* = A y la ley de inercia de Sylvester para t.I. nos dice que ATA tiene mismo rango y
signatura que 7. O

Definicion 2.27. El lema anterior nos permite hablar de positividad, negatividad, rango y signatura de
una forma bilineal 3, nimeros dados por cualquier representacién de [ en términos de una transformacién
autoadjunta (determinada por la eleccion de una base o un producto interno en V; la transformacién va a
diferir segin la base, pero estos nimeros no).

De la misma manera, el indice de beta es el par (p,n) € x Ny x Ny con p la dimension maximal de
positividad de B y n la de negatividad.

3. Funciones cuadraticas y cuadricas

Definicion 3.1 (Funciones cuadriticas y cuadricas afines). Sea Q : V — K forma cuadratica, denotamos
Co ={veV:Q(v) =0} al conjunto de los ceros de Q. Sean ¢ € V* forma lineal y k € K. Una funcion
cuadrdtica en V esta dada por

F(x) = O(x) +2¢9(x) + k.

Requerimos Q # 0, y al conjunto de los ceros de F lo denominamos cuddrica afin,
¢ =%(F)={xeV:F(x)=0}.

Notar que cuando ¢ =k = 0, ¥ = Cp. Recordando que denotamos B, = B(a,-) cuando f3 es la forma
bilineal simétrica asociada a Q, definimos también @, = @+ B, € V*.

Observacion 3.2. Si d = dim(V) = 1, entonces la cuddrica son los ceros de un polinomio cuadritico,
luego como Q # 0, es F # 0, debe ser € vacia, un punto doble o dos puntos. Geométricamente, estas
cuddricas no tienen mds invariantes, y por ello supondremos de aqui en mds que d = dim(V) > 2.

Observacion 3.3 (Miiltiplos constantes). En general, para A # 0, el conjunto de ceros de F y de F' = AF
es exactamente el mismo, y es usual decir que hay una tinica F tal que 4’ = % (F) cuando esa sea la Gnica
posibilidad.
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Definicion 3.4 (Cudadricas en espacios con producto interno). Si V es un espacio con producto interno
(-,-) sobre R 6 C, podemos usar los teoremas de Riesz de representacion de formas lineales y bilineales
para hallar dnicos 7 : V — V t.l. autoadjunta y b € V tales que

F(x) = (Tx,x) +2(b,x) +k. (7)

Notemos que por la definicién de cuddrica, debe ser T # 0.

Si elegimos una base ortonormal E = {ey,...e,} de este espacio, y escribimos x = ¥, x;e;, tendremos la
escritura en coordenadas

F(x) =Y Txx;j+2) bxj+k
i,J J

donde el conjugado se puede omitir si el cuerpo es R. Con un pequefio abuso de notacién (fijada la base,

es decir fijado el sistema de coordenadas), denotaremos a esta expresion F(xy,...,x,).

Definicion 3.5 (Expresion afin de una funcién cuadratica). Dado a € V, la funcién F admite una rees-
critura
F(x)=Q(x—a)+2¢,(x—a)+F(a)

que puede pensarse como la expresion afin en el espacio vectorial V, con origen a. Para probarlo, hay
que notar que si uno desconoce @,, puede proponer la igualdad y luego operar

F(x)=0(x)+20(x)+k=0(x—a)+2¢,(x—a)+F(a)
= Q(x) + Q(a) — 2Pa(x) + 294 (x) — 2@4(a) + F(a)

para deducir que, como esto debe ser igual a F (x) para todo x € V, primero podemos cancelar los términos
constantes tomando x = 0. Luego reemplazando x por Ax, debe ser

A20(x) + 200 (x) = A2Q(x) — 2MBq (x) + 2A@, (x),
esto solo es posible si @ = —B, + Q.

Observacién 3.6. Si g(x) = Mx+z es afin e inversible, y € = g (%), entonces esta cuédrica estd dada
por los ceros de F' = F o g. Un cémputo directo muestra que entonces, si

F(x) = F(g(x)) = Q(x) +20(x) +k,

debe ser B
Q=QoM, &Z(PZOM:BZOM‘F(POM

y finalmente B
k=0Q0(z)+2¢(z) +k=F(2).

Es inmediato que entonces é estd representada por la t.1. autoadjunta T=M*TM, y que b=M*Tz+M"b.

3.1. Cuaédricas con centro, puntos singulares y regulares

Definicion 3.7. Decimos que ¢ € V es un centro de F si ¢. = 0 (es la funcional nula en V*). Decimos
que ¢ € V es un punto singular de F si es un centro y ademads F(c¢) = 0. Definimos la simetria alrededor
de ¢ 6. : V — V como la transformacién afin 6.(x) = —x+ 2c.

Notar que G, es la simetria alrededor de ¢, dada por enviar x a ¢ 4 (¢ —x) = 2¢ — x. Ademds G, es
un isomorfismo con inversa G., porque G, oG, = 1. Veremos en los préximos dos teoremas, que 4 es
invariante por esta simetria si y s6lo si es centro de cualquier F que la represente.

Teorema 3.8. Sea ¢ (F) una cuddrica, entonces son equivalentes:

1. € C M donde M CV es una variedad afin propia.
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2. Todo punto de € es singular para F.

3. Paratodo p € €, € =KkerB+ p (en particular € es una variedad afin propia).

Demostracion. Los casos dim(V) =1 0 % = 0 son triviales. Supongamos que hay un punto v tal que
F(v) = 0 pero no es singular para F. Entonces H = ker(@,) es un subespacio propio. Si la cuddrica estd
en una variedad afin propia, entonces v estd en esa variedad y hay un subespacio S C V talque 4 —v C S.
Reescribimos F en su forma afin en v

F(x)=0(x—v)+2¢@,(x—v).

Tomamos z ¢ HUSUCy (Lema 1.8), entonces Q(z) #0y ¢,(z) #0. Sea A = _ZQ(‘ESZ) , se tiene

F(v+22) = Q(A2) +2¢,(Az) = A*Q(2) + 200, (2)

_493(2)0()  49,(2)u(z) _ 0.

0%(2) 0(z)

Esto dice que v+ Az € € C v+ S, luego Az € S, y como A # 0, debe ser z € S, absurdo. Entonces todo
punto de la cuddrica es singular para F.

Ahora supongamos que todo punto es singular para F, que p € €. Si z € ker 3, entonces como F(p) =0
y p es centro de F, se tiene

F(x) =Q(x—p)+2¢,(x—p) = 0(x—p).

Entonces F (z+ p) = Q(z) = B(z,2) =0, luego z+ p € € asi que kerf+ p C €. Tomemos ahora v € ¢,
entonces

vip = Bv+(P_((P+Bp) =0,—9,=0-0=0
pues todo punto de % es singular para F. Esto prueba que v — p € ker} o equivalentemente que v €
kerP+ p, asi que € C ker3+ p.
Por dltimo, que % es propia se sigue de que pedimos en la definicién de cuddrica que Q # 0, o equiva-
lentemente que ker3 # V. O

Corolario 3.9 (Caso real). Sea € (F) una cuddrica en un R espacio vectorial V de dimension n, con
producto interno (-,-). Son equivalentes:

1. € (F) estd dentro de una variedad afin propia.

2. Existe una base ortonormal tal que si p = (p1,...,pn) € € (en esas coordenadas), entonces la

expresion de F es
n

F(xt,--+ %) = Y, 0i(xi — pi)?
i=1

donde todos los o; no nulos tienen el mismo signo.

Demostracion. Si la expresion de F es la mencionada, con o; > 0 para i = 1,...r, entonces el conjunto
de ceros de F es exactamente (pi, pa,...,PrXr+1,---,X,) con los x; (j > r) libres, que es una variedad
afin propia. Lo mismo ocurre si los o; no nulos son negativos.

Reciprocamente, si el conjunto de ceros de F' es una variedad afin propia, entonces por el teorema anterior
todo punto de ¢ es singular y podemos escribir F(x) = Q(x — p) = (T (x — p),x — p) por el Teorema
de Riesz, con T autoadjunta. Si {v;}i—1_, es una base ortonormal de autovectores de T, es claro que
T(x—p)=TY(x;i— pi)vi=Y,;0i(x; — p;i)vi, y de alli es inmediata la expresion para F enunciada en el
item 2. de este lema; notemos ademds que derivando llegamos a

VF(x1,...,%,) = (204 (x1 — p1),- .., 20 (x, — p;),0,...,0)
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donde suponemos que el niicleo de 7' estd generado por {v,1,---,V,). Si existieran o;0; < 0, digamos
o; > 0,a; < 0, tomamos

q= (/=0 +pi)vi+ (VO +pj)v;=xvi+x;v;

y notamos que
F(q) = 0i( /= 0;)" + 0 Voy)* = — 0t + 00y = 0

luego g € €. Pero VF(q) = (...,204 \/—0ij,...,20,; /0, . .. ) debe ser nulo porque todo punto de ¢ es
singular por el teorema anterior, contradiccion. ]

En las condiciones del teorema anterior, trasladando la cuddrica al origen 0 € V, debe ser F(x) = Q(x)
con la condicién adicional que su conjunto de ceros es un subespacio propio. Por ejemplo

F(x,.. X)) =xi +x5=0

en R"*, conn > 2.

Teorema 3.10. Dada una cuddrica ¢ = € (F). Entonces ¢ € V es centro de F siy solo si 6.(¢) = €.

Demostracion. Supongamos primero que ¢, = 0, entonces de la reesecritura afin de F' en V., tenemos
paracadax € ¥

F(o.(x)) =0(cc(x) —c)+k=02c—x—c)+k=Q(c—x)+k
=Q(x—c¢)+k=F(x)=0

luego 6.(%) C € pero aplicando nuevamente G, y usando que es su propia inversa, se tiene que 6, deja
al conjunto cuddrica invariante.

Supongamos ahora que G, deja el conjunto de ceros de F invariante. Para todo x € V tal que Q(x —c¢) +
2¢.(x—c)+k =0, se tiene

0=F(c:(x)) =Q0(c—x)+2@.(c —x) + k.

Como Q(x —¢) = Q(c — x), esto prueba que @.(c —x) = 0 en los ceros de F, es decir @ |¢—. = 0.
Tenemos que ver que @, es idénticamente cero en todo V; trasladando al origen (trabajando en V)
podemos suponer que ¢ = 0 y que @|4 = 0. Supongamos que @ # 0, sea H = ker(9); dado v € € tenemos
¢(v) = 0 luego € C H asi que por el Teorema 3.8, € es una variedad afin propia y todo punto de % es
singular para F. Dado x € % tenemos —x = G.(x) € € por hipdtesis, y entonces 0 = %x—i— %(—x) €7.
Entonces, como 0 es punto singular de %(F ), debe ser ¢ = 0 idénticamente, contradiccion. O

El teorema previo nos dice que la definicién de centro es intrinseca al conjunto cuéddrica y no a la F' que
lo representa (ya que puede haber distintas F' que representen la misma cuddrica).

Definicién 3.11. El conjunto de centros de una cuddrica ¢ lo denotamos centr(%), y también €. Re-
cordemos que los puntos singulares de € son los centros de ¢ que estén sobre la cuddrica, esto es
€5 =CN%C.

Observacion 3.12. Notemos que si x; = p+1tv es la recta que pasa por p con direccién v, derivando
F(x;) respecto de ¢ (y evaluando en r = 0) obtenemos

DF,(v) =DQ,(v)+2¢(v) = 2B,(v) +209(v) = 29,

por lo discutido en la Observacion 1.4, es decir DF},, = 2¢,. Entonces c es un centro de la cuddrica si y
s6lo si la diferencial de F se anula en ¢, y es un punto singular si esto ocurre sobre la cuddrica (y esto
tltimo ocurre si y sélo si F(c) = 0).
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Notemos también que si V es un espacio con producto interno, entonces

(PP:BP+(p:<Tpa'>+<b7'>:<Tp+b7 )

donde T :V — V, b €V son como en (7). En ese caso, la diferencial de F de identifica con el gradiente
de F, esto es

DF, ~VF(p)=2(Tp+D)
o més precisamente DF, = (VF(p),-). Luego un punto p es centro de % si y sdlo si el gradiente de F se

anula en p, y es singular si y sélo si esto ocurre sobre la cuddrica.

Definicion 3.13 (Puntos regulares, plano tangente). Los puntos no singulares de € se denominan puntos
regulares. Por el teorema de la funcién implicita, como F' es C*, en un entorno de un punto regular la
cuddrica es el grafico de una funcién Y. Luego podemos definir el plano tangente a ¢ en p como el
hiperplano afin que es ortogonal a VF(p) = 2(Tp + b) y que pasa por p. Equivalentemente, 7,% es el
niicleo de @, desplazado hasta p), con ecuacion

(Tp+b,x)—(Tp+b,p)=0.
Problema 3.14. Sea % la cuddrica dada por los ceros de la funcién F(x) = (Tx,x) + 2(b,x) +k.

1. Si c €V es centro de ¢, entonces F(x) = Q(x —c¢) + F(c). Probar que la cuddrica tiene algiin
punto singular si y sélo si F(c) = 0.

2. Considerar el sistema afin T7x+ b = 0, (b,x) + k = 0. Probar que p € V es solucion del sistema si
y s6lo si es un punto singular de la cuddrica. Concluir que el conjunto de puntos singulares de €
es una variedad afin.

Gracias a que tener centro es un propiedad del conjunto %’ y no de alguna F que lo define, tenemos las
definiciones siguientes:

Definicion 3.15 (Clasificacién de cuddricas). Diremos que una cuddrica & es singular si tiene algin
punto singular, y que es regular si no tiene ninguno. Una cuddrica es con centro si tiene algin centro.

Diremos que dos cuddricas ¢, ¢’ son afinmente equivalentes (0 que estdn en la misma clase afin) si existe
alguna transformacién afin inversible g(x) = Mx+a tal que g(%¢') = %

Observacion 3.16. Notamos que si g = Mx+ a es afin e inversible (M : V — V t.l. inversible), entonces
Cy(c)(g(x)) =2(Mc+a) — (Mx+a) =2Mc+2a—Mx—a
=M(2c—x)+a=g(o.(x)),

luego go G, = Gy 0 g y con esto se puede ver que

g(cc (cg)) = Gg(c) (g(%ﬁ))

y que ¢ es un centro de ¢ si y sélo si g(c) es un centro de g(%), lo que prueba que ser cuddrica con
centro es invariante afin, y también ser singular es un invariante afin (lo mismo ocurre con ser regular).
Notar que F define € siy s6lo si F o g~! define g(¢).

§ En esta seccién entonces hemos probado entonces que toda cuddrica con centro ¢ € V puede ser des-
cripta, luego de una traslacién, como el conjunto de ceros de

O(x)+k=0

donde k = 0 si y s6lo si la cuddrica con centro es singular. Por la Ley de inercia de Sylvester (Teo-
rema 2.26), el indice (p,n) € Ny x Ny de la forma cuadrdtica Q (Definicién 2.27) estd univocamente
determinado por la clase afin de la cuadrica .
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3.2. Cuadricas sin centro

Comenzamos por definir la nocién de vértice que serd esencial para llevar las cuddricas sin centro a una
forma canénica.

Para esta seccidn, es conveniente fijar un producto interno, entonces la forma cuadrética Q estard repre-
sentada por medio de una t.l. autoadjunta 7', y la forma lineal por un vector b € V,

F(x) = (Tx,x) +2(b,x) +k.

Respecto de este producto interno, podemos identificar I/2DF, = @, con el vector gradiente VF (v). Luego
la condicién de regularidad se traduce en pedir que VF (v) # 0.

Definicion 3.17. Sea ¢ = ¢ (F) C V una cuédrica, diremos que v € € es un vértice de € si 0 # VF (v) =
2(Tv+b) ekerB=kerT.

Ejemplo 3.18. Veamos en un ejemplo simple qué representan los vértices: sea F(x,y,z) =y —2z° y
consideremos ¢ = % (F). Representada graficamente, se trata de una pardbola en el plano yz, desplazada
a lo largo del eje de las x para formar una “canaleta”.

En este caso es claro que, como Q(x,y,z) = —z2, se tiene que kerp = kerT es ortogonal a la recta
generada por (0,0,1).

Por otro lado VF (x,y,z) = (0,1, —2z) que pertenece a ker si y sélo si z = 0. Entonces como y = 72,
también debe ser y = 0, y el conjunto de vértices de esta cuddrica estd dado por todos los puntos

%. ={(x,0,0) : x €K},
que es donde la superficie se apoya en el plano z = 0.

Observacion 3.19. Como V = kerT @ Ran(T') y ambos subespacios son ortogonales, el vector b que
induce la forma lineal ¢ tiene una descomposicion tnica (con a € kerT)

b=a+Tz. 8)

Afirmamos que € tiene centro si 'y sélo si a =0 (o sea si y solo si b € Ran(7T)). En efecto, si a =0
entonces b = Tzp € Ran(T) y

Oy = (p+[3—zo - <b, > + <T(_ZO)7'> - <b_ TZO7'> =0

asi que —zp € V es centro de ¢. Reciprocamente, si ¢ € V es centro de ¢, entonces @ + . = 0 o
equivalentemente b+ T'c = 0, pero a+ Tzp + Tc = 0 s6lo es posible sia =0y T(zo+z) = 0, ya que
rango y nudcleo de T estidn en suma directa.

Volviendo a los vértices, en el proximo lema usamos esta descomposicién del vector b para dar condi-
ciones equivalentes, que identifican un v € % tal que VF (v) € ker 3, pero sin tener en cuenta la condicién
VF(v) #0.

Lema 3.20. Seav € V y € (F) una cuddrica. Son equivalentes:
1. VF(v) €kerT y F(v) =0.
2. T(Tv+b)=0yF(v)=0.
3. Bvrpy =0y F(v)=0.
4. v €V es solucion del sistema afin

B Tx = a—b (dl)
(d)—{ atby) = —k  (d2)
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Demostracion. Las tres primeras condiciones son equivalentes de manera evidente. Veamos que son
equivalentes con la cuarta. Supongamos primero que Tv+b=Tv+a+Tzo =T (v+29) +a € ker T (por
la descomposicién (8)), entonces como a € kerT debe ser T'(v+zp) € kerT, pero como el rango y el
nicleo de T estdn en suma directa, debe ser 0 = T'(v+29) =Tv+Tzo =Tv+b—a. Luego Tv=a—b,
es decir v verifica (d1). Ademds

(a+b,v)+k={(a—b),v)+2(b,v) +k
=(Tv,v)+2(b,v)+k=F(v)=0

pues v € ¢’; luego v verifica también (d2).

Reciprocamente, supongamos que v verifica las ecuaciones (d). Como verifica (d1), tenemos
F(v)={((a—b),v)+2(b,v) +k = (a+b,x)+k=0

porque también verifica (d2), luego v € €. Por otro lado de (d1) tenemos T%v = Ta — Th = —Tb puesto
que a € kerT, luego T (Tv+b) =0. O

Definicion 3.21. Diremos que una cuddrica tiene vértice si existe algin vértice para €.

Observacién 3.22. Siv € € es vértice, y v =g~ !(v) = M~!(v —z), entonces v € ¢, pero a partir de las
expresiones de la Observacion 3.6, se tiene

T(Tv+b) = M*TMM*(Tv +b).

Entonces no necesariamente g~ (v) es vértice de g ~1%’. Sin embargo, esto resulta cierto si M es ortogonal
como puede verse en la ecuacion de arriba, ya que en ese caso M*M = MM* = 1.

Afirmamos que tener vértice, sin embargo, si es un invariante afin. Esto es consecuencia de la Observa-
cién 3.16 y del siguiente teorema.

Teorema 3.23. Si € es una cuddrica entonces € tiene centro si'y slo si no tiene vértice.

Demostracion. Por la Observacion 3.19, basta probar que % tiene vértice si y sélo si a # 0. Si € tiene
un vértice v € €, entonces 0 # VF(v) = 2(Tv+ b) = 2a por (d1), luego a # 0. Supongamos ahora que
a # 0, entonces a + b tampoco puede ser cero ya que

la+bl* = |24+ Tz0||* = 4|al|* +[|Tzo0]* > 4]lal|* > 0

pues a # 0 (nicleo y rango de T son ortogonales). Entonces observamos que (d2) tiene solucidn, que
es de hecho un hiperplano afin. Por otro lado como a — b = —Tz, también (d1) tiene, separadamente,
solucién, que es un subespacio afin. Si no hubiera solucién de (d), estos subespacios serian paralelos,
o0 equivalentemente, tendriamos que las soluciones del sistema homogéneo Tx = 0 serian un subespacio
de las soluciones del sistema homogéneo (a + b,x) = 0. Pero como Ta = 0, deberia ser (a+ b,a) = 0,
esto es 2||al|? = (2a+ Tz9,a) = 0, y esto no es posible. Asf que el sistema afin () tiene solucién; como
Tv+b =a # 0 entonces v es un vértice de €. ]

Respecto de las posibles funciones cuadraticas que determinana la misma cuddrica, tenemos un resultado
interesante que requiere un lema previo (comparar con el Lema 1.7):

Lema 3.24 (Funciones cuadrdticas reducibles). Si ¢ = € (F) contiene un hiperplano afin H = ker(f),
entonces existe g forma afin tal que F = fg.

Demostracion. Tomando p € H y trabajando en V), podemos suponer que H es un hiperplano y que f es
una forma lineal. Sea v ¢ H, escribimos x € V como x = w+tv, con w € H. Vemos que f(x) =tf(v), esto
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est = f(x)/f(v). Ahora bien como F(0) = 0, tenemos F = Q + 2¢ con Q(z) = B(z,z) no idénticamente
nula, luego
F(x)=F(W+1tv)=Q0W+1tv)+20(w+1v)

= Q(W) +12Q(v) + 2B(W,v) +20(W) + 2tp(v)

=12Q(v) + 2B(x — tv,v) + 2t (v) + Q(W) + 29(W)

=12Q(v) 4 2tB(x — tv,v) + 2t0(v)

=12Q(v) +2tB(x,v) — 262Q(v) + 2t ()

=1 (2B(x,v) +20(v) —10(v))

_ S X,V v) — i) v
=23 B + 2000~ £ 000
con lo cual F(x) = f(x)g(x) con g forma afin. O

Decimos que una tal funcién cuadrética es reducible; notemos que la hipétesis general Q # 0 (que garan-
tiza también 3 # 0) es relevante porque en caso contrario nos quedaria F = Af lineal.

Ejemplo 3.25. Consderemos la cuddrica 4’ C R? definida como ¢ = {x?> +y? = 0} = {2x? + 3y =
0}. Notemos que % esté definida por dos funciones cuadraticas distintas F (x,y,z) = x> +y? y también
F’(x,y,z) = 2x2 + 3y?, y de hecho hay infinitas F (que no son una miiltiplo constante de la otra) que dan
la misma cuddrica. En este caso, la cuddrica es una recta, que es una variedad de dimensién 1 =3 — 2,
donde d = 3 es la dimensién del espacio vectorial ambiente V = R3.

El siguiente teorema nos dice que esto s6lo puede pasar por la diferencia de dimensiones:

Teorema 3.26 (Teorema de unicidad). Sea ¢ CV con dim(V) = d una cuddrica. Supongamos que € es
el conjunto de ceros de las funciones cuadrdticas F,F', y € no estd contenido en una variedad lineal de
dimension d — 2. Entonces existe A # 0 tal que F' = \F.

Demostracion. Vamos a dar las ideas importantes de la prueba, dejando algunos puntos como ejercicio
para el lector. Probemos primero el teorema en dimensién d = 2. Supongamos que % contiene una recta
L = ker(f) con f forma afin, por el lema previo vemos que F(x) = f(x)g(x) con g forma afin. Ahora
bien, la misma cuenta nos dice que F’' = fg’ y como F,F’ tienen los mismo ceros debe ser g’ = Ag para
algin lambda, con lo cual F = AF. Ahora supongamos que % estd contenida en una recta, entonces por
el Teorema 3.8 es una variedad lineal, como no puede ser un punto € por la hipétesis, debe ser una recta,
luego contiene una recta y por el caso anterior F’ = AF nuevamente. Podemos suponer entonces que la
cuédrica no contiene ni estd contenida en ninguna recta. Existen entonces cinco puntos A,B,C,D,E € ¥
de lo cuales no hay tres alineados (Ejercicio). Sea L la recta por A,B, tenemos que LN% = {A,B}
(Ejercicio: una recta corta una cuéddrica en 0,1,2 puntos o en toda la recta). Si restringimos F,F’ a la
recta L, tenemos dos funciones cuadraticas en dimension 1; esto es dos polinomios cuadraticos. Como
los ceros de ambas son A, B con A # B, debe ser F'|, = AF |, para algiin A # O (Ejercicio). Sea

G=F —\ =0 —M0+2¢ — 200+ Kk — Ak

definida en V, sea %" su conjunto de ceros. Es claro que L C %" y si fuese Q' —AQ # 0 tendriamos que
G es reducible, luego ¥ = LU L; pero los puntos C, D, E no estdn en L, asiq eu deben estar en L. Pero
en ese caso estarfan alineados, contradiccién: debe ser Q' —AQ = 0 y G es lineal afin. Entonces %~ es
una recta o es todo V; pero no puede ser una recta porque 4 C .#  y € no estaba contenida en ninguna
recta. Asi que # =V y G =0, lo que prueba que F’ = AF. Supongamos ahora que dim(V) =d > 3. Si
¢ esta contenida en una variedad lineal propia, es una variedad lineal propia por el Teorema 3.8, y por la
hipétesis (no estd contenida en una variedad de dimension d — 2), €’ tiene que ser un hiperplano, pero por
el lema anterior tenemos y razonando como en dimensioén 2 vemos que F' = AF en este caso. Podemos
suponer entonces que % no es una variedad lineal; por el Teorema 3.8 existe un punto no singular ¢ € €.
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Trabajando en V,, podemos suponer que ¢ = 0. Tenemos F = Q+2¢, F/ = Q' +2¢' con 9 # 0, ¢’ # 0
(porque el origen es un punto regular de la cuddrica). Sea H = ker(@), no puede ser 4 C H porque seria
toda singular, luego existe v € ¥ tal que v ¢ H, i.e. @(v) # 0. Tomemos 0 # p € H y sea T = gen(p,v)
que es un espacio vectorial de dimension 2, y escribimos x = sp +tv € S. Tenemos

F(x) =Q(sp+1v) +20(sp +1v) = s°Q(p) +1°Q(v) + 2s1B(p, v)
+250(p) +2t9(v) = H(s,1)

que es un polinomio cuadrdtico en T, y entonces es claro que x = ¢ N es una cuadrica alli (Ejercicio:
probar que en general, la interseccién de una cuddrica con una variedad afin es una cuadrica en ese
espacio vectorial). Tenemos una expresion similar para F’, y sabemos que tanto F como F’ se anulan
en %y, debe ser F'|; = A,F |y para algin A, # O por lo probado anteriormente (a priori dependiendo de
p € H). En particular

Q'(p) =20(p),  B'(p,v) =1B(p,v),
Q' (v) =1,0(v), ¢ =2%,0.

Ahora bien, tenemos @’ (p) = A,¢(p) = 0, y entonces p € ker(¢’). Como este argumento se puede hacer
para cualquier p € H, vemos que H C ker(¢'). Como @ # 0 debe ser ker(¢’) = H = ker(¢9) con lo cual
existe A # O (independiente de p) tal que ¢ = A@’. Vemos que A@(v) = ¢'(v) = A,9(v); cancelando @(v)
vemos que A, = A (esto para todo p € H) y de alli tenemos las cuatro identidades de arriba pero para A
fijo. Entonces si z € V, escribimos z = p +tv para algin p € H y algin ¢ € K, y tenemos

F'(z) =0 (p+1v) +20¢'(p+1v)
=Q'(p) +1°Q'(v) + 2B (p,v) +2¢' (p+1v)
AQ(p+1v) + 2A@(p+1v) = AF (2),

lo que termina de probar que F' =AF en V. O

3.3. Clasificacion ortogonal
En esta seccién probamos los teoremas de clasificacion en clases ortogonales de las cuddricas.

Teorema 3.27 (Clasificacion normal Euclidea de cuddricas sobre R). Sea E = {ey,...,e,} una base de
V, sea € CV una cuddrica y sea

(x) = Y Tijxix; +2) bjxj+k=0
i j

donde x = Y ;xje; €V, y para i,j = 1,...d, los coeficientes T;j,b;,k € R (al menos un T;; no nulo).
Supongamos que € = € (F ). Existe entonces una transformacion ortogonal U : V — V tal que

1. Sic €V es un punto singular de €, la cuddrica es equivalente por el isomorfismo ortogonal afin
g(x) =Ux+c ala cuddrica € (F,), donde fijada una d-upla My > Ay > --- > Ay se tiene

F(x) = (Fog)(x ZM 9)

Estas funciones cuadrdticas estdn en clases ortogonales disjuntas. Si € no estd dentro de una va-
riedad afin de dimension d — 2, la cuddrica determina univocamente (salvo un miiltiplo constante)
al polinomio F,. Cuando € estd dentro de una tal variedad afin, no hay unicidad pero podemos
suponer que \; > 0 para todo i, y € es una variedad afin.
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2. Sic eV es centro de € y la cuddrica es no singular, entonces es equivalente por el isomorfis-
mo ortogonal afin g(x) = Ux+ ¢ a una y sélo una (salvo muiiltiplo constante) de las cuddricas
determinadas univocamente por la d-upla Ay > Ay > -+ > Ag.

Aixi +1=0. (10)
1

d

=

3. Si € no tiene centro, entonces tiene un vértice v € €, y la cuddrica es equivalente por el isomor-
fismo ortogonal afin g(x) = Ux+v a una y sélo una (salvo miiltiplo constante) de las cuddricas

d—1

Za,-x,-z—i-xd:O, (11)
i=1

determinada por la d-1-upla a;, siempre que |a1| > |ag| > -+ > |ag-1| y que a1 > 0.

Las expresiones (10), (11) se conocen como forma normal Euclidea de una cuddrica. Observemos que
por el cambio de variables aplicado, el centro de la cuéddrica en esta forma candnica es 0 € V. También
vemos que para el v elegido en las sin centro, la direccion de VF(v) € kerT se transforma en el vector
(0,0,...,0,1), y puede el lector verificar que el conjunto de vértices es el subespacio x,1 =x,19 =+ =
xq = 0 donde (g;);=1,... , son los coeficientes no nulos.

Demostracion. Hemos probado que se puede separar a las cuddricas en dos clases afines, en particular
clases ortogonales: las cuddricas con centro y las sin centro. Supongamos primero que % tiene centro
¢ € V, entonces estd dada por una funcién cuadratica F(x) = Q(x — ¢) + F(c). Recordemos que % es
singular si y sélo si F(c) = 0 (Problema 3.14); si ¢ es no singular, dividiendo por F(c) tenemos que
% es el conjunto de ceros de F(x) = Q(x — c¢) + 1 (donde hemos reemplazado Q por un miiltiplo). Sea
B ={vi,...,vq} una base de V que diagonaliza T, la t.1. autoadjunta determinada por Q, sean {A;}i—1 4
los autovalores de 7, y sea U : V — V la transformacion ortogonal tal que Ue; = v;. Tomamos g(x) =
Ux + ¢ isomorfismo ortogonal afin. Consideremos £ = F o g, entonces ¢’ es ortogonalmente equivalente
al conjunto de los ceros de F, es decir € = g~'(%). Veamos que F tiene la forma deseada. Para ello
observamos que si x = Y x;e; entonces Ux = Y x;v; y ademas TUx = ¥; hix;v;, luego

F(x) = F(g(x)) = Q(Ux) + = (TUx.Ux) +pu =Y hod -,

donde u =1 cuando % es regular y u = 0 si es singular, como afirma el enunciado del Teorema. Si dos
funciones cuadréticas de estas son ortogonalmente equivalentes, debe ser T = U*TU (Observacién 3.6),
luego los autovalores de T y los de T son exactamente los mismos, y la condicién de orden no permite
permutaciones no triviales (y ademads p = 0 si 'y s6lo si € es singular, que es un invariante afin). Si € es
regular o es singular pero no estd en una variedad afin de dimension d — 2, el teorema de unicidad nos
dice que F), es tnica para ese conjunto de ceros (salvo mitiplo constante). Cuando % estd dentro de una
variedad afin de dimensién d — 2, el Teorema 3.8 y su corolario nos dicen que podemos elegir todos los
Ai > 0y que la cuddrica es una variedad afin.

Ahora supongamos que % no tiene centro; por el Teorema 3.23, tiene al menos un vértice v € 4. Como
VF(v) € kerT, el subespacio S = {VF(v)}* es invariante para T (verificarlo!). Entonces T |s se diago-
naliza con una base ortonormal de S, y podemos armar una b.o.n. B = {vy,...,v4_1,v4} de manera tal
que {vi,...,v4_1} esb.on. de Sy vy = VF(v)|[VF(v)||~!. Ahora denotamos con a; (i =1,...,d —1) a
los primeros d — 1 autovalores de 7' (notar que el dltimo autovalor es nulo pues corresponde a VF (v)),
y denotamos a; = ||[VF(v)||. Nuevamente, sea U la transformacion ortogonal tal que Ue; = v;, y sea
g(x) = Ux +v. Como antes, ¢ es ortogonalmente equivalente al conjunto de los ceros de F, donde
F = F og. Veamos que F tiene la forma deseada, para eso primero notemos que

200 =20+ 2By =2(b+Tv,-) = (VF(v), -) = [[VF ()| (va; ),
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luego al escribir la forma afin con origen v tenemos
F(x)=0(x—v)+20,(x—v) =Q(x—v)+ |[VFV)|[{(vq,x —v).

Dividiendo por ||VF (v)]], resulta que € es el conjunto de ceros de F(x) = Q(x —v) + (vg,x — v) (nueva-
mente reemplazando Q por un multiplo). Como Tvy =0y v; L v4 paratodo i < d

F(x) = F(g(x)) = Q(Ux) + (va,Ux)
d—1 d d—1
=Y aix? + (vy, Y iy =) aix; +x4
i=1 i=1 i=1
que es la expresion deseada. Nuevamente, si dos cuadricas son ortogonalmente equivalentes, tenemos
la invariancia de los autovalores de T por conjugacién con una t.l. ortogonal, lo que determina los a;

univocamente (con la condicion enunciada, pensarlo). Al ser no singular el teorema de unicidad no
permite dos expresiones como estas para una misma cuddrica (salvo multiplos constantes). O

3.4. C(lasificacion afin

Veamos ahora una lista exhaustiva (y disjunta) de todas las clases de equivalencia afin de las cuddricas,
separadas en las que tienen y las que no tienen centro.

Teorema 3.28 (Cuadricas con centro - Clasificacion afin sobre R). Si € es una cuddrica con centro,
existen un tinico par (p,n) € No x Ny con p+n <dim(V) =d, y una base B= {vi,...,vq4} de V, tal que
€ es equivalente (por un isomorfismo afin) a una y sélo una de las cuddricas dada por

)4 p+n
Yxi— )Y X¥+u=o0, (12)
i=1 j=p+l1

donde x =Y ;x;v; € V. Se tiene u= 0 siy sélo si € es singular, y u=1siy solo si € es regular.

Demostracion. Elegimos una base E = {ey,...,e;} de V y el producto interno que ella induce. La cuddri-
ca ¥ tiene centro, por lo tanto es ortogonalmente (y entonces, afinmente) equivalente a una de las dadas
por (9,10), podemos entonces suponer que estd dada por esa ecuacion en la base E. Ahora definimos la
t.1. inversible M : V — V de la siguiente forma: para los autovalores positivos de T, Me; = \/A; le;, para
los negativos Me; = / —kfle ; y para los nulos Mey = e;. Resulta asi que ¢ es afinmente equivalente
a una de las dadas en (12). Lo que tenemos que ver, es que dos de ellas estdn en clases afines disjuntas si
(p1,n1) # (p2,n2). Pero esto es inmediato de la Observacion 3.6 que relaciona las t.I. autoadjuntas luego
de una transformacién afin como T = M*TM, y la Ley de inercia de Sylvester (Teorema 2.25) que dice
que estas dos transformaciones tiene el mismo indice (p,n). ]

La expresién (12) se conoce como la forma candnica afin de la cuadrica €.

En el caso de C espacios vectoriales, cambiando las segundas n variables x; (las correspondientes a los
coeficientes negativos) por ix;, tenemos (ix j)z = —x? y entonces se obtiene el corolario:

Teorema 3.29 (Cuadricas con centro - Clasificacion afin sobre C). Si ¥ es una cuddrica con centro,
existen un tinico1 <r <dim(V) =d, y una base E = {ey,...,eq} de V, tal que € es equivalente (por un
isomorfismo afin) a la cuddrica dada por

r

Zx,-z +u=0,
i=1

donde =0 si € es singular, y u=1s5i € es regular.
Veamos ahora como es la clasifacion cuando % no tiene centro; en ese caso sabemos que tiene al menos

un vértice, obtenemos asi, con una demostracion similar a la del teorema previo, invocando la clasifica-
cién normal Euclidea de las cuddricas sin centro:
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Teorema 3.30 (Cuddricas sin centro - Clasificacion afin sobre R). Si € es una cuddrica sin centro,
existen un inico par (p,n) € Ng xNg con p+n <dim(V)—1=d —1, y una base E = {ey,...,eq} de'V,
tal que € es equivalente (por un isomorfismo afin) a la cuddrica dada por

p ptn

2 2
zx,-— E xX;+xq4 =0,
i=1 j=p+1

tinica salvo el intercambio de p,n.

Teorema 3.31 (Cuéddricas sin centro - Clasificacion afin sobre C). Si € es una cuddrica sin centro,
existen un vinico1 <r <dim(V) —1=d — 1, y una base E = {ey,...,eq} de V, tal que € es equivalente
(por un isomorfismo afin) a la cuddrica dada por

zr:xiz +x4=0.
i=1

Los detalles de las demostraciones quedan como ejercicio para el lector.
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