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Introduccion

Los tensores son objetos que nos permiten generalizar los conceptos de campos
y formas en una variedad diferenciable. Una métrica en una variedad es un caso
particular de tensor. Otro ejemplo es el llamado tensor de curvatura en una variedad

riemanniana.

Una propiedad importante de los tensores es que no dependen de un sistema de
coordenadas, por lo tanto podemos extraer de ellos informacién sobre las propiedades
geométricas de una variedad.

A modo de dato histérico podemos decir que el concepto de tensor fué introducido
por Hamilton (1853) y Riemann (1854), pero el nombre de tensor fué dado por Voigt
en 1884.

El motivo de este trabajo es una clase de tensores tipo (0,2) llamados naturales.
Estos fueron definidos y caracterizados en 1988, para el caso de variedades rieman-
nianas en el fibrado tangente, por O. Kowalski y M. Sekisawa [2], utilizando la teoria
de la geometria natural desarrollada por I.Kolar, P.Michor, J.Slovik [3]; también

por D.Krupka, J.Janyska [7] y otros .

En [4] se muestra que los tensores tipo (0,2) sobre el fibrado tangente de una var-
iedad riemanniana estan determinados por matrices globales que cumplen ciertas
propiedades. A partir de esto, en dicho articulo, se caracterizan los tensores natu-
rales en el fibrado tangente, obviando la teoria de Jets que involucra la geometria

natural y utilizando solamente técnicas de la geometria Riemanniana.

El primer objetivo de este trabajo es definir y caracterizar los tensores naturales
tipo (0,2) en el fibrado unitario tangente, que se describe en el capitulo 2.

En el capitulo 3 nos ocuparemos del espacio de geodésicas donde se define y se

caracteriza el concepto de tensor natural.
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En el capitulo 1, desarrollaremos brevemente el concepto de tensores y conexiones.
En él se dan definiciones y propiedades que se utilizaran mas tarde. Se define la
funcién de conexién K que sera de utilidad en los demas capitulos y cuya construccion

extraemos de [1].



Capitulo 1

Preliminares

1.0.1 Tensores

Definicién 1.1 Sea V' un R-espacio vectorial y r,s € IN U{0}, se define:
TH(V) AT :V*x .1 x V*x Vx 5. x V— IR/Tes multilineal }

cuando r = s =0, se define T(V) =R
T7(V) es un IR-espacio vectorial y sus elementos se denominan tensores tipo (r, s)
sobre V.

Fibrado tensorial:

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y r,s € IN U{0};

se considera:

Tr(M) = Upers T2 (M)

sir=s=0, T)(M)=1R

Este conjunto tiene una estructura de variedad diferenciable de dimensién n +n"*s.

El atlas, que genera la estructura diferenciable del fibrado tensorial, es inducido por
las cartas de M de la siguiente manera:

Sea (U,x) una carta de M, consideramos T, (U) = Uy T4 (M), si Il : TM — M

es la proyeccion



r+s

tenemos z : T (U) — x(U) x R"
donde #(T) = («(II(T)), T;*""\"), en algtin orden

» g1

1<y jp <y T =T(dah ]y, ... do"

2, 0TI, ... O

p) stT e TI(M,)

Ejemplo 1.2 T} (M) =TM fibrado tangente
TY(M) =T*M fibrado cotangente

Definicién 1.3 Sea M una variedad diferenciable de dimension ny G C M un
abierto. Sir,s € NU{0} y T : G — T2 (M), T se dice que es un campo de tensores

tipo (r,s) o un tensor (r,s) sobre M.
Se dice que T es diferenciable si lo es como funcion entre variedades.
Notacion : Xo(G) ={T: G —TI(M), T(p) € Ti(M,) yT e C}

Ejemplo 1.4 x}(M) = x(M) los campos vectoriales diferenciables
XU M) = x*(M) los campos cotangentes diferenciables
XQ(M) = F(M) las funciones diferenciables a R

F(M)-Multilineales:

Definicién 1.5 T : x(M) — F(M) es F(M)-lineal si dado X,Y € x(M) y
fe F(M) se verifica:

T(fX+Y)p) =f0)TX)(p)+TY)p) Vpe M

del mismo modo para T : x*(M) — F(M).

Definicién 1.6 T : (x*(M))" x (x(M))* — F(M) es F(M)-multilineal si es lineal

con respecto a cada una de sus variables.

Teorema 1.7 Sea r,s € INUO r,s # (0,0)
yT: (x*(M))" x (x(M))* — F(M) R-multilineal

son equivalentes:



A) T es F(M)-multilineal

B) Sean 6y,...,0,y 01,....0, € x*(M) y X1,..., X5, X1,..., X, € x(M)
tal que parap € M:

0:(p) = 0:(p)

Xi(p) = Xi(p)

entonces T(01,...,0,, X1,...,Xs)(p) =T(bh,...,0,,X1,...,Xs)(p)

La demostracién se puede ver en [1]

La siguiente proposicién muestra otra forma de pensar los tensores tipo (r,s) sobre
M.

Proposicién 1.8 x%(M) es isomorfo a WI (M), donde
WIM) T : (x*(M))" x (x(M))* — F(M), F(M) — multilineal}

Demostracion: Sea p : x5(M) — WI(M), definido del siguiente modo:
siTe xy(M)y Oi,....0, € X*(M)y Xy,...,Xs € x(M),

p(T) (01, ..., 00, X1, ..., Xs)(p) = T(p)(0:(p), - -, 0-(p), Xa(p), ..., Xs(p))

Luego p es lineal y como veremos a continuaciéon es un monomorfismo.
Sea T € xL(M) tal que p(T)=0,pe Mype (Ux) carta deM,
se tiene:

T(q) = Yicipj<n T5750(q) 02, ® ... ®@ 027 |, @ d2?*|, ® ... ® daP|, Vg € U

.....

donde T " : U — IR son diferenciables.

Sea v € F(M) tal que ¥(p) =1y sop(yp) C U

si
0, = wdx“, o0, = wdx”
X, =oxt, ..., X, = ox’s
resulta
T35 (p) = T(p) (61, -, 0r, X1, ..., X,) =0



Como esto vale para todo p € M, se tiene que T = 0,luego p es inyectiva.

Ahora sea S€ W (M) definimos S € x7(M) de la siguiente manera:

SP) Y1y ey Ve U1y 05) = S(01, ..., 05, X1, ..., Xs) ()

donde 0;(p) = v; vy X;(p) =vj,donde b, € x*(M)1<i<r;X;,€ x(M)1<j<s

Esta bien definido por 1.7. Por construccién p(S) = S, y por lo tanto p es suryectiva.

m}

S

Los elementos de x!(M) se los puede pensar como una aplicacién T' : x(M)* —

X(M) F(M)— multilineal y viceversa, mediante la aplicacién:

T : x(M)* — x(M) definida por T(6, X1,...,X,)(p) = 0(p)(T(X1,...,X)(p))
k-formas

Definicién 1.9 Se dice que w : (x(M))* — F(M) es una k-forma diferenciable
si:

1) w es F(M)-multilineal

2) w es altenada, es decir

Sio e SyyXi,...,Xp € x(M), entonces w(Xo1, .- Xowy) = 59(0).w(Xy,..., Xp)

Se nota al espacio de las k-formas diferenciables con QF(M), y Q°(M) = F(M) son
las 0-formas.

Diferencial exterior:

Si f € F(M), definimos la diferencial exterior de f como df : x(M) — F(M)

df(X)(p) = X(p)(f) pe My X ex(M)
Si k > 1 se define d : (M) — Q¥1(M) del siguiente modo, si w € QF(M)

k+1
(X1, i) = (1P (X X X))
j=1

+ Z (-1)i+jw<[Xi,Xj],X1,...,Xi,...,Xj,...,XkJrl)

1<i<j<k+1



donde X indica que se omite.

la diferencial exterior satisface:

1)d(wy 4+ we) = dwy + dws si wp,wy € Gy k>0
dwAO) =do N0+ (=1 wAdd siwe QM)
3)d*(w) = d(d(w)) =0 siwe QM) y k>0

También se puede ver que si f : M — N una funcion diferenciable entre variedades,
entonces d(f*(w)) = f*(dw) para toda w € QF(M) con k > 0.

1.0.2 Conexiones

Definicién 1.10 Sea M una variedad diferenciable; una conexion V sobre M es una

funcion

Vi x(M) x x(M) — x(M)

X, Y — VxY € x(M)

que cumple:

si X, Y,Ze x(M)y fe F(M)
1)Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ

2)Vx(fY)=fVxY +X(f)Y
3)Vxiy(Z)=VxZ +VyZ

4) VixY = fVxY

Observaciéon 1.11 Sea Y € x(M) consideramos VY : x(M) — x(M) definido
por X — VxY. Esta aplicacion es un tensor tipo (1,1) y por 1.7 VxY|, no
depende de X, sino del valor que toma X en p. Entonces VxY|, = Vx(p)Y y se

denomina la derivada covariante de Y en la direccion X(p).

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y V una conexién sobre M. Des-
ignamos con TTM al doble fibrado tangente. Sip € M ,u € M,y G es un abierto
de M sea x,.(G) : {X € x(G): X(p) = u}, entonces:



Teorema 1.12 funcion de conexién

Existe una unica funcion K, llamada funcion de conexion tal que K : TTM —
TM diferenciable y cumple:

1) Siuw e TM yIl(u) = p, donde Il : TM — M es la proyeccidn, entonces
K(TM),) C M, .

2) K|y, : (TM), — M, es lineal .

3)Siue TM,be (TM), yb=X, (v) dondeve M,y X € xpu(M), entonces
K(b) =V,X .

Para demostrar este teorema se usan los dos lemas que se dan a continuacién.

Lema 1.13 Seap € M yu e M,, existe una base de (T'M), con elementos de la
forma b=Y, (v) conve MyeY € Xxpu(U), dondep e (U,x) carta de M.

Demostracion: Sea (TU,z) la carta del fibrado tangente inducida por (U,x), y sea
A;i(u) = 07", 1 <i < 2n base de (T'M),, se tiene:

n

Y., (0) = 3 0(@)Ai(w) + 3 0(p)Aisnlu)

n
=1 =1

donde Y =37, p'X;, siz=(2,...,2") y X; = 02" .

~

Siu=3",uX;(p), tomamos Y € x,.(U) de la forma ¥ = 3 ' X; , entonces

Si definimos Y = " ;| p'X; donde p' = ' + u’ — x'(p), entonces

Y., (X;(p) = Aj(u) + Ajpn(u)
luego {A;(u), Ai(u) + Apyi(u)} 1 <i <nes base de (T'M), .

Lema 1.14 Seape M,pe (Ux) cartade M; X, Y, Ze€ x(U) yv, w, z€ M,
1) SiX,,(v) =Y, (w) = v=w y V,X=V,Y .
2)X,,(v) = Yx,(w) + Zx,(2) = V, X =V,Y +V.Z.
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Demostracion: 1) Como X, (v) =Y, (w) se tiene X(p)=Y(p)=u
SiX=3",pX;, e Y=30",9'X,, resulta

zn: v(z )+ u(i) Ain(u) = 27_1; w(x (u) +w(y’ )Ai+n(u)

=1
entonces v(z;) = w(x;) para 1 <1i<n con lo cual v = w.

Ademds v(p") = v(¢") para 1 < i < ny como p'(p) = ¢¥'(p) se obtiene V, X =V,YV

2) Si Z = 31, ¢X; tenemos v = X(p) = Y(p) = Z(p) y v(z') = w(z') +
) paral <i<n = v=w+z

Dado que v(p') = w(y)') + 2(§') para L < i <n y p'(p) = ¢'(p) = £'(p)

se tiene que V,X =V,Y + V. Z .

Demostracién del teorema 1.12 Construiremos la funcién de conexién. Sea u €
TM yIl(u)=p pe (Ux) carta de M.
Por lema 1.13 tenemos una base de (T'M),, de la forma {Y, (v;)} 1 <i < 2n, donde
v, € M, e Y e xpu(U)
Sibe (TM), b= bY! (v;)
definimos K, : (T'M),, — M,, del siguiente modo:

on

K,(00) =Y bV, Y’

i=1
Sea K : TTM — TM como K(b) = K,(b) sibe (TM),.
El lema 1.14 nos dice que K esta bien definida.

Esta funcién cumple con los tres puntos del teorema 1.12, y claramente es tnica.

Representacion local de K:

Seaue TM Tl(u)=p ype (U,x) carta de M, donde X; = 0x' y A; = 07"
y sea (T'U, Z) la carta del fibrado tangente inducida por (U x).
Siu=Y"r,u*X,(p)eY =%", "X yve M, se tiene

11



n

VoY =) {u(p") + 37 v(a)u'T5(p)} X (p)
k=1 ij=1
donde {T'};} = Vg,i027 (27) .

Si tomamos p* = uf =Y, (X;(p)) = Ai(u) con 1 <i<n

y

Ku(Ai(u)) = Vx,p)Y = Z{ZM P)}Xk(p)

k=1 j=1

Ahora tomando pF = 2% + u* — 2%(p) = Y, (Xi(p)) = Ai(u) + Aiyn(u)

con lo cual
K (A1) + Auen)) = ViV = Xap) + S{3 abTh ()} Xup)
k=1 j=1
— Ky (Aipn(u) = Xi(p)
Sibe (TM),, b=>" 0"A;(u) + 30 0" Ai(u).

Z{W’“ + Z b/ T ()} Xk (p)

3,7=1

De la representacién local se deduce la diferenciabilidad de K.

Derivacién covariante de campos a lo largo de aplicaciones:

Sea M, Q variedades diferenciables, V una conexién sobre M. f : () — M difer-
enciable, B € x(Q)eY € x5 (esdecir, Y :Q — TM tal que moY(p) =

fp) Ve QeY e C%).
se tiene

Q-2 TN 1M X TM

Luego para p € Q, K(Y.,(B(p))) € My
y porlotanto KoY,oB:N —TMe€ x; .

12



Notamos
VY|, = K(Y.,(B(p)))

Llamamos a VY la derivada covariante de Y con respecto de B a lo largo de f .

Observacién 1.15 SiQ =M y f=1d, BeY € x(M)

K(Y.(B)) = VY

se tiene la derivada covariante de Y con respecto de B .

Propiedades:

1) Si Bi(p) = Ba2(p) =v = VY|, =VpY|,=V,Y|,
2)ve Qp X € x(M), entoces Vi, iyX =V, Xof
3) Representacion local:

Sea Be x(Q), Ye xr,pe Q y f(p)e (Ux) carta de M.

VY|, = K(Y,,(B(p)) = gj{B(p)(Y(xk»fi B(p)(a'o f)Y (p) (=" )T3;(f(p)) } Xk (f ()
4) Vp,1B,Y =VpY +VgY
5) VY =hVgY sihe F(Q)
6) V(Y1 +Ys) = VY1 + VY,
7) Vp(h.Y)=B(h)Y + h.VgY
)

&) Si T es el tensor de torsion de V

T(f*A> f*B) = vAf*B - VBf*A - f*([A,B])

9)Si <, > es una métrica de Riemann sobre M y V es la conexién de Levi-Civita, la

propiedad 8) dice que

10) Si <, > es una métrica de Riemann sobre M y V es la conexién de Levi-Civita,

se cumple
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A< XY >) =< VXY >+ < X, VY >
sitAde x(Q), X,Y € xy

Nota:
Sea@Q=ICIR y ¢:I — M wuna curva diferenciable, B(t) = D|;, y X € xe.

Entonces Vp X se denomina la derivada covariante de X a lo largo de la curva c .

Spray geodésico
Sea M una variedad diferenciable y V una conexién sobre M. ; Il : TM — M la
proyeccion, y K : TTM — M la funcion de conexién. Siu € TM

L., : (TM)y, — Muw) , Ky : (T'M), — My, son lineales.

consideramos:

(TM), ={be (TM),: IL,(b) = 0} = Nu(IL,)
llamado subespacio vertical

y

(TM)!={be (TM),: K,(b)=0}= Nu(K,)
llamado subespacio horizontal.

Sipe (Uux) carta de M, donde X; = 0x* y (TU,T) es la carta sobre el fibrado
tangente inducida por (U,x) y A; = 07, es

I, (Ax(u) = Xk(p) y 1L, (Anti(u) =0si 1 <k<n

Seabe (TM),, b= b;A;(u);luego
L., (b) = >0 b; X;(II(u)) y tenemos que b € (TM)Y sit by =...=0b,=0
con lo cual

{Ani1(u), ..., Asn(u)} base de (TM);

Ahora
be (TM)} sii Ky(b) =0 sii by = {— 27—, b, T (m(u)} sii b= 31, Hy(u)

14



donde

n n

Hi(u) = Ai(u) = >_{>_ 3" (u)T(T1(w)) } A (1)

k=1 j=1

entonces

{Hy(u), ..., Hy(u)}
es base de (TM)!

Luego:
1) dim((TM)?) = dim((TM)") = dim(M) .

u

2) (TM);, & (TM)y = (T M), .

Proposicién 1.16 Sea [l xK : TTM — TMxTM; (II,xK)(b) = (IL., (b), K,(b))
sibe (TM), .

a) 11, x K es diferenciable .

b) (I, x K)|erary, : (TM)y — My X Muw) es un isomorfismo lineal .

¢) (Il x K)((TM)}) = Mn) x 0,

(IL x K)((TM)2) = 0, x Mgy

Demostracion a) Es diferenciable porque es producto de funciones diferenciables.
b) dim(TM), = 2n = dim(Muw) X Mnw)), b € Nu(Il, x K) sii (TM)20(TM)% sii
b = 0, por lo tanto (II, x K) es monomorfismo , como tienen la misma dimensién

es un isomorfismo.
¢) por b) y observando (IL, x K)((T'M)") C My x0y (IL x K)((TM)4) C 0x My

[m}

Sea u € TM por el item b) de la proposicién anterior (u,0) esta en la imagen de
I, x K,

existe un tnico S(u) € (T'M), tal que II,.,(S(u)) =uy K,(S(u)) =0
tenemos que S : TM — TTM, u — S(u) es un campo de vectores sobre el
fibrado tangente denominado el spray geodésico.
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Teorema 1.17 Sea M una variedad diferenciable y V una conexion, S : TM —
TTM el spray geodésico asociado a V. Se verifica:

a) St c: I — M es una geodésica—> ¢ es una curva integral de S.

b) Sip: 1 — TM es una curva integral de S = ¢ = Ilop: I — M es una
geodésica.

Demostracion a) Sea p(t) = ¢(t) = ¢, (D]:) queremos ver que S(p(t)) = p(t) .

I, (p(t) =1L, (ps, (D)) = (L0 p)., = c., (D) = p(t)

Koy (p(t) = Kpe)(p+,(Dle)) = Vel = 0
porque ¢ es una geodésica.

Entonces S(p(t)) = p(t) con lo cual ¢ es una curva integral de S.

b) Como p es una curva integral de S es:

0= Kyu(p(t)) = Vpple = Vpllo p|, = Vpél,

por lo tanto ¢ = Il o p es una geodésica
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Capitulo 2

Tensores naturales tipo (0,2) en el

fibrado unitario tangente

Teorema 2.1 teorema de la funcion implicita

Sea G C TR"™ un abierto que contiene el origen de R™, y f : G — R" n >k , una
funcion diferenciable que satisface

f0)=0 y Det(D;f'lo) #0 1<i,j <k

Entonces existe (D, h) carta usual de IR", alrededor del origen, que satisface:
a) h(0)=0 y h(D)CG
b) D= (AxC), con A abierto de R* y C abierto de R™™*

c) Siu = (uy,...,u,) € D entonces f(h(u)) = (uy,...,ux), osea foh es una
Proyeccion.

Demostracion: Es concecuencia inmediata del teorema de la funcién inversa local.

o
El resultado anterior implica el siguiente:
Teorema 2.2 Sea M, N wariedades diferenciables de dimension n y k respectiva-

mente y f : M — N diferenciable, si ¢ € N es un valor reqular Q = f~1(q) es
una subvariedad sumergida de M de dimension n — k .
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Teorema 2.3 Sea M,N,Q variedades diferenciables, dim(M) =n > k = dim(N), y
f: M — N una submersidén(esto es: f(M)= N y Yq € N q es un valor regular).

Sea F:N — Q

son equivalentes:

1) Fo fe C* (diferenciable)
2) Fe C*

Demostracion: 2) implica 1) porque composicién de funciones diferenciables es dife
renciable.

1)=2)

si dim(M) > dim(N) :

Sea g € Ny F(q) € @, queremos hallar cartas (V,y) de N y (W,z) de Q tal que
ge (Vy), Flg)e W,z) y F(V) S W demodo que

zoFoy ' :iy(V) — z(W)
sea diferenciable .

Como f(M) = N y q es un valor regular (f es una submersién) elegimos p € f~(q).
Por el teorema 2.1 existe (U, x) carta de M de modo que p € Uy g € (V,y) carta
de N tal que:

X{U)=AxC
donde A es un abierto de IR entorno del origen y C es un abierto de IR"™* entorno
del origen .
y
yo fox Muy,. . ., Uk, Uy, Uy) = (U1,...,uz) paraue X(U).

y(V) = A, elegimos (W,z) carta de Q de modo que F(q) C W

entonces tomamos

zoFoy Yuy,...,uy) =20Foytoyofox(uy,...,ur,0...,0)

por lo tanto

zoFoy Nuy,...,us) =(z0Fofox Hoilup,...,ug)

18



donde 7 es la inclusion.

Resulta diferenciable pues es composicion de funciones diferenciables.

Si dim(M) = dim(N)

Seaqe N, pe f'(q). Se tiene que f,, : M, — N, es suryectiva y como M y N
tienen la misma dimensién f, es un isomorfismo.

Por el teorema de la funcion inversa local existe un entorno U de p en M y V entorno

de q en N tal que:

f:U—V esun difeomor fismo

Podemos tomar p € (U,z)deMyqe (V,y)deNtalque f(U)=Vyf:U—V
es un difeomorfismo.

Eligiendo (W,z) carta de Q tal que F(V) C W resulta

zoFoyil:(zoFofoxil)o(a:offloyfl)

que es diferenciable por ser composiciéon de funciones diferenciables.

Lema 2.4 Sea N : TM — TTM definido por N(v) = (IL,, x K,)"1(0,v). Si
p: I — TM una curva integral de N, entonces Vpp =p .

x K

Demostracion: Como N (p(t)) = p(t) = ps, (D];), 0 sea II o1)(p(t)) = (0,p(t)),

*p(t)

se tiene:

Vppl = Kp(t)(P*t(D|t)) = p(t)

En lo que sigue (M,g) una variedad riemanniana de dimensiéon n y V es la conexién
de Levi-Civita asociada a g.

Proposicién 2.5 Notamos con T\M ={ve TM: g(v,v)=1}. Si F:TM —
R se define F(v) = g(v,v), entonces 1 es valor reqular de F.
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Demostracion: 1)veamos que F es diferenciable:

Seav e TM, ll(v)=p yp€ (Ux) carta de M, y (TU, ) la carta del fibrado
tangente inducida por (U, z), luego v € (TU,Z) y :

n

Foz '(ay,... a0, Gns1,. .-, 02,) = > gio 7 an, - An)angilny
ij=1

que es diferenciable, pues g;; lo son.

donde a = (ay,...,as,) € z(U) x R"y g;; = g(dx, dx7)

2) Sea v € T\ M se quiere ver que Fy : (I'M), — IR es suryectiva. Si tomamos
p: I — TM curva integral de N tal que p(0) = v, p(0) = N(v)

se tiene

F.,(N(v)) = F.,(p(0)) = F.,(p+(Dlo)) = (F © p)sy(Dlo) = (F 0 p)(0)

Sic=Ilop: 1 — M, pesun campo a lo largo de c. Como

(Fop)(t) = g(p(t), p(t)) =< p(t), p(t) >,y la conexién es compatible con la métrica

entonces

(Fop)(0)=2<Vpp.p>|o=2<p(0),p(0) >=2 < v,0 >=2

De la proposiciéon anterior y del teorema 2.2 se tiene el siguiente corolario:
Corolario 2.6 T1 M es una subvariedad sumergida de TM de dimension 2n-1.

Observacion 2.7 Como T1M es una subvariedad sumergida de TM
i: TYM — TM, i la inclusion, es una sumersion, luego i., : (T1M) — (T'M), es
inyectiva.

En lo que sigue identificaremos (TyM), con i, ((11M),) C (TM),

Definicién 2.8 Sean (M, g) y V como antes, llamamos métrica de Sasaki a la
métrica sobre TM:

<, > x(TM)xx(TM) — F(TM)
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dado por

<X, Y >=<IL,(X(0)),IL, (Y (1) > + < Ko(X()), Ko (Y (v)) >n)

Proposicién 2.9 Sea v € TiM y N el campo sobre TM, definido por N(u) =
(I, x K,)"'(0,u) para w € TM, entonces

a) < N(v),N(v) >=1
) N(w) L (T,M),

respecto de la métrica de Sasaki.

Demostracion :

a)

< N(v), N(v) >=< 1L, (N(v)),IL, (Y (v)) >n@) + < K, (N (v)), Ko(N () >ne)=
0+ <vo>=041=1.

b) Sea b e (T1M),,

< N(v),is,(b) >=< IL(N(v)), IL.. (ir, (0)) > + < v, K, (is, (b) >=< v, K, (i, (b)) >

Recordamos que si Q es un variedad diferenciable, f : ) — M, es diferenciable,
B e x(Q); X, Y € xy entonces ( propiedad 10 de la derivacién covariante a lo
largo de f | capitulo 1)

B(< XY >) =< VXY >+ < X,VpY >

donde Vg X =Ko X,0oB
Aplicando el resultado anterior para Q = T'M, f=11: T/\M — My X =i :
TiM — TM, entonces K, (i, (b)) = Vi y

1 1
< v, Ky(is, (b)) >=<i(v), Vi >= 5b(< Qi >) = 5b(l) =0

con lo cual < N(v),i,,(b) >=0, N(v) L (T1M), .
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De acuerdo con la proposicién anterior podemos identificar (73 M), con el subespacio
de (T'M), normal a N(v) con respecto a la métrica de Sasaki. También tenemos otra

forma de interpretar los campos tangentes del fibrado unitario tangente.

Si X € x(T1M), habiendo identificado (T3 M),, con i.,((T1M),) y dado que
X(v) L N(v) =< K,(X(v)),v >nw)=0

decimos que X € x(T1 M) si cumple:

)X : T'M — TTM diferenciable

)X (v) € (TM),

3)< Ky(X(v)),v >n)y=0

Sea L(M) : {(p,v1,...,v,) dondep € My vy,...,v, base de TM,} el fibrado de
bases de M.

L(M) es una variedad diferenciable de dimensién n + n?, donde la estructura estd
generada por el atlas inducido por las cartas de M. Si (U,x) es una carta de M

definimos (U, &)
donde

U={(p,v1,...,v,): p€ Uy (v1,...,v,) base de M,}

Z(p, v, .. vn) = (@(p),vi(zh), .. v (@), ..., va(2h), ... va(2™))

Observacién 2.10 Sea Il; : L(M) — TM dada por I1;(p,vq,...,v,) = v;.
Tomando (U,z) carta de M y las inducidas (TU,Z) y (U, %) tenemos

= ~—1 1 n 1 n 1 n
:I,'OH]'O:E (al,...,an,bl,...,b17... b ...,bn):(al,...,an,bj,...,bj)

YY)

donde (ay,...,a,,b1,....0% ... bk ... 0" e z(U).

’rYn)

por lo tanto 11; es diferenciable.

Proposicién 2.11 Sea O(M) : {(p,u1,...,u,) : p€ My (uq,...,u,) base
ortonormal de My} que llamamos fibrado ortonormal de bases.

O(M) es una variedad sumergida de L(M) de dimension n + @
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Demostracion: Consideramos F': L(M) — S, donde S es la variedad de las matri-

. , - .
ces simétricas de IR"*", cuya dimensién es %

F(p,v1,...,0,) = (ai;), tal que a;; =< v;,v; >,
Afirmamos que I, la matriz identidad de IR"*", es un valor regular de F. Si vieramos
esto, como O(M) = F~1(I) por el teorema 2.2 se prueba la proposicién.
Entonces veamos que I es un valor regular.

Sea (p,u) = (p,u1,...,u,) € F~1(I) hay que probar que Fipu (L(M))p) — St
es suryectiva.

Dados 1 < i < j < n definimos ¢ : J — L(M), J entorno de cero

c = (co, 1, .., Cn)

co(t) =p constante

Cl(t> = U1 ”

cim1(t) = uiq
Civ1(t) = w1 constante

cn(t) =uy,

F(c7) = I +tEY donde EY € S, (EY); =1 = (EY);; y cero en las demés
entradas .

F(c")(Dlo) (=) = {1 si (k,1) = (i,5) y 0 si (k,1) # (i,§)}  (A)

Si i = j tomamos entonces ¢ = (cg, ¢y, ..., ¢y)
co(t) =p constante
Cl(t> = U1 ?

¢i1(t) = u;—1 constante

C; (t) = \2/t + 1U,Z
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Civ1(t) = uzyq constante

cn(t) = uy, ”

F(c7)=1+tE" donde E" € S, (E"); =1 y cero en las demds entradas .

F(c")(Dlo)(a™) = {1 si (k,1) = (i,4) y 0 si (k1) # (i,9)} (B)

por (A) y (B) se tiene que dx¥|; para 1 <i < j < n estén en la imagen de F,

(pu)’?
por lo tanto es suryectiva.

Si (p,u) € O(M) donde u = (uq,...,u,) definimos:

Hi(p,u) = (IL., x K,,) "(u;,0,) € (TM)! 1<i<n

*up

Vi(p,u) = (L, x Ky,) ' (Op,0;) € (TM);, 1<j<n-—1

Observacién 2.12 H;(p,u) L N(u,) 1 <

i< ny Vilpu) L N(u,) 1 <j <
n—1,en la métrica de Sasaki, con lo cual {H;(p,u

)}y {V;(p,u)} estan en (T1M),,.

< Hi(p,u), N(up) >=< 1,0 >1(u,) + < 0, Uy >11(u,)= 0
< VY](]?, U), N(un) >=< 07 0 >H(un) + < Uj, Un >H(un): 0

Ademas {H;, V;}, 1< i< 1<j<n—1, esuna base ortonormal de (T1M),,

< Hi(p,u), Hj(p,u) >=< uj, uj >,y + < 0,0 >1i¢u,)= 0y
< Hi(p,u), Vi(p,u) >=< u;,0 >n(u,) + < 0, >11(u,)=0
< Vz(p, U), V}(p, 'LL) >=< 0, 0 > (un) + < Uiy Uj > (up) = 6ij
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Proposicién 2.13 H; : O(M) — T(T1'M) y V; : O(M) — T(11M) son dife-

renciables.

Demostracion: Sean F[i,f/j c L(M) — TTM paral <i<mn, 1<j<n-1
definidas por:

ﬁi(pav) == (an X Kvn)—l<vi70) € (TM)vn

Vi(p,v) = (IL, x K,,)-1(0,0;) € (TM),,

donde v = (vy,...,v,) base de M,,.
Sii:O(M)— L(M) es la inclusién,

H=Hoisil<i<n, Vj=Vjoisi 1<j<n-—1.

Si se muestra que H, ‘7] son diferenciables, por ser i € C* pues O(M) es una
subvariedad sumergida de L(M), resulta que H;, V; son diferenciables.

Sipe (Ux) carta de M, donde X; = d2° y (TU,7) la carta inducida sobre el
fibrado tangente por (U, z) y A; = 0%".

Luego localmente:

Hz Zjn—H Zl(pv )
=1

donde

Zi(p,v) = AT Z:c"ﬂ V)T (I (p, v))) A (T (p, v))

y II; 1 < i < n son las aplicaciones diferenciables de la observacion 2.10 ,
por lo tanto se tiene H; son diferenciables.

La expresion local de f/] :

Vip,0) = 370 0) Ania T, )

con lo cual f/j es diferenciable .
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Proposicién 2.14 Si ¢y : O(M) — Ty M  definida por (p,u) = u, para

u = (uy,...,u,) entonces 1 es una submersion .

Demostracion: 1) es diferenciable por que v = 11,01 donde I1,, es la de la observacion

2.10, que es diferenciable, e ¢ es la inclusién de O(M) en L(M) que también lo es.

1 es suryectiva y nos resta ver que dado (p,u) = (p,uq,...,u,) € O(M)

iy - OM) puy — (11 M)y, es suryectiva

Para ver esto bastaria ver que dado b € (T'M),, 3 c: I — O(M) tal que
c(0) = (p,u) y (Vo c)(0) =b.
Buscamos ¢ = (co, ¢1, .. ., ¢,) de modo que:
)ey: I — My ¢;: I — Ti'M para 1 <7 <n, donde I es un entorno del origen.
2) co(0) =p y ¢;(0) = u
3) Moc(t) =co(t) paral <i<n
4) <¢(t),ci(t) >=0d;; Vte I
5) ¢,(0) = b, pues Y oc = ¢,

Sea v, : I — T1 M tal que a,,(0) = u, y &, (0) = b
Tomamos ¢y = 11 o oy, (t)

Elegimos «; : [ — T'M para 1 <1i < n — 1 campos paralelos a lo largo de ¢q (Esto
es, IToa; = co y Vpj,a; = 0) tal que a;(0) = w;.

Ahora como la conexién es compatible con la métrica, entonces < a;(t), o;(t) >:
I — TR es constante y como < a;(0), a;(0) >= J;; se tiene que

ai(t),...,an_1(t) es un conjunto ortonormal de M)

Lo que queremos ver es que existe un intervalo I alrededor de cero tal que {ay (t), ..., a,(t)}
son linealmente independientes en M., para todo ¢t € I. Supongamos que no:

entonces 3 t,, — 0y A%, ..., \™ no todos ceros para cada m , de modo que
i=1
At # 0V m pues {a;(tm), ..., an—1(tm)} es conjunto ortonormal de M,
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Ay —Ar

ap(tm) = ( S Yo (tm) + ...+ ( /\Zfl)an_l(tm) vV m

Como t,, — 0y < a;(0),,(0) >= 0 para 1 <i < n— 17y teniendo en cuenta que
< i(tm), an(t) >= (o

AT

) se tiene

_Am
li ~) =0
lim ( o )
entonces
n—l__Am )
1= ml_lH_loo < ap(tm), an(ty) >= ml_lg_loo ;<W) =0, absurdo
Luego existe un intervalo I de IR que contiene al cero de modo que {ay(¢),. .., a,(t)}

son linealmente independientes V ¢t € 1.

Ahora vamos a ortonormalizarlos para que ¢ sea una curva en O(M).

Sean:
Cn(t) = an(t)
d;(t) .
¢i(t) = para 1l <i<n-—1
i ()]l
donde

di(t) = an(t)— < au(t), ealt) > calt) y dia(t) = is1 Tjoy < ciga(t), (1) > ¢5(t)

Asi obtenemos la curva que queriamos. Con lo cual ¢ es una submersion.

Sea O(n —1) el grupo ortonormal de matrices de R™~V*"=1 O(n—1) actiia sobre
O(M) de la siguiente manera:

1 1
a/l “ e an_l

Siae On—1), a= :
n—1 n—1
af ceoanTy

Sea R, : O(M) — O(M) definida por R,(p,u) = (p,ua) , ua = (4, ..., u,), donde

ﬂj:Z?gllaéui para 1 <j<n—1y U, = u,.
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Proposicién 2.15 R, : O(M) — O(M) es un difeomorfismo.

Demostracion: Sea R, : L(M) — L(M) dada por
» n—1 n—1
Ra(p7 U) = (p7 Z azlviu tey Z ailflvia Un)
i=1 i=1

vamos a ver que R, es diferenciable.
Sea p € (U,z) carta de M y (U, %) la carta de L(M) inducida por (U,x) ya men-
cionada antes.

Si (21,0, 2, bty b0, 0L ) € #(D)

Y n)

se tiene

jof%aof_l((zl,...,zn,b%,...,b’f,... bl b)) =

YN

n—1 n—1 n—1 n—1
_ 2 : ipl § : i pn } : 7 1 2 : % n pl n
— (2’1,...,Zn, a,lbi,..., albi7...7 an_lbi,..., an—lbi7bn7""bn)
1=1 i=1 i=1 =1

por lo tanto Ra es diferenciable. Como R, = Ra o4 donde 7 es la inclusiéon de O(M)
en L(M), tenemos que R, es diferenciable.

Dado que (ua)a® = u implica que Ry = (R,)™!, resulta R, un difeomorfismo.

Observacién 2.16 Yo R, =1 Yae€ O(n—1)

Ahora veamos como los campos en 77 M inducen aplicaciones diferenciables de O(M)
en R*" 1.
Sea X € x(T1M), si (p,u) € T1M entonces X op(p,u) € (T1M),,

Como {H(p,u),...,Hy(p,u),Vi(p,u),...,Vo_1(p,u)} es una base ortonormal de
(Ty M), resulta:

n

n n—1
X o(p,u) =Y a'(p,u)Hy(p,u) + > " (p,u)Vj(p,u)
i=1 j=1

donde
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2 (p,u) =< X o tb(p,u), Hi(p,u) >=<1L,, (X(¥(p,v))),u; >, 1<i<n (I)

2" (p,u) =< Xo(p,u), Vi(p,u) >=< Ky, (X(P(p,u))),u; >, 1<j<n-1 (II)

Luego los ' : O(M) — IR 1 < i < 2n — 1 son diferenciables.

Dado X € x(T1M) definimos la aplicacién diferenciable VX : O(M) — R*"*
VX(p, u) = (xl(p, u),...,x"(p,u), x"“(p, u), ... ,xQ”_l(p, w))

Proposicién 2.17 Si X € x(T'M) y a € O(n — 1) entonces

VXoR,=" X.M(a)

a)  M(a)

donde M(a) = ( o) Ms(a)

> c R(Qn—l) X (2n—1)

0
con Mi(a) = <g )

My(a) =0 € RO

> € R™", My(a) =0€ RV, My(a) =a € R0,

Demostracion: Si (p,u) € O(M) y a € O(n—1), es Ry(p,u) = (p,u) donde

Up = Up Y U; = E?;ll alu;. Teniendo en cuenta que ¢ o R, = 1, resulta

2" o Ry(p,u) = 2'(p, u) =< 1L, (X(¥(p,0)),u; >=< 1L, (X(¥(p,u)),a; >

paral<i<n,y

2" 0 Ry(p,u) = 2" (p, 1) =< Ko (X (P(p, ), 1 >=< K, (X (¥(p, ), 0; >

paral <j<n-—1
Luego,
7' o Ry(p,u) = St ala!(pyu) si1<i<n—1
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" o R, (p,u) = z"(p, u)
2" o Ry(p,u) = X5 dba™ (p,u) si 1 < j<n—1

En consecuencia, VX o Ry(p,u) =" X(p,u).M(a)

Como vimos antes, los campos en 71 M inducen aplicaciones de O(M) en IR**™! .
Ahora veremos como los tensores tipo (0,2) sobre T} M inducen aplicaciones dife-

renciables de O(M) en IR®"~*=1) " que nos permitirdn caracterizarlos.

Sea G : x(T' M) x x(T1yM) — F(1T1 M) un tensor tipo (0,2) sobre 17 M.
Sive T'My XY € x(I'M) es G(X,Y)(v) =G,(X(v),Y(v));

y tenemos que G, : (T1M), x (T1M), — IR es bilineal

Si (p,u) € O(M), con ¥(p,u) = v definimos

VG(p,u) € RE=DXC=D como la matriz de G,
respecto de la base {Hy(p,u), ..., Hy(p,u), Vi(p,u),...,Vo_1(p,u)} de (T3 M),

Luego VG : O(M) — R@=DxCn=1) o5 diferenciable.
Por construccién se cumple

GX,Y)oy =Y XVG. (YY)

pues si
n n—1
Xo w(pv u) = in(pv U)Hi(p7 u) + Z xn+j(p’ U)V}(p, u)
i=1 j=1
e
n n—1
Youp(p,u) = y'(p,w) Hi(p,u) + Y y" ™ (p,u)Vj(p, u)
i=1 j=1
entonces
2n—1
G(X,Y)ot(p,u) = Gy (X oto(p,u), Y otb(p,u)) = D ' (p,u)y'(p,u)(YG(p,u))a
ii=1

Es decir, G(X,Y) o ¢(p,u) =V X(p,u).VG(p,u).(VY (p,u))
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Proposicién 2.18 Si G es un tensor tipo (0,2) sobre /M ya € O(n—1), entonces

VG o R, = M'(a).YG.M(a)
donde M(a) es la de la proposicion 2.17 y M(a)' es su transpuesta.

Demostracion: Como G(X,Y)o¢y =V X.VG. (YY), VX o R, =V X.M(a)
y 1o R, =1, resulta:

VXVG.YY) =G(X,Y)opoR, =Y XoR,VGoR,.(YY oR,) =

=V M(a).YG o Ry.M(a)".(VY)
Como la igualdad vale para todo X,Y € x(T1 M), se obtiene

VG = M(a).YG o R,.M(a) o equivalentemente VG o R, = M(a).VG.M(a)

Esto nos dice que dado G podemos asociarle una matriz diferenciable G —V G
que cumple:

VGoR,=M(a).VG.M(a) y G(X,Y)oyp =Y X.VG. (YY)

La siguiente proposicion muestra que la reciproca es cierta, o sea la asignacién es

biunivoca.

Proposicién 2.19 Sea T : O(M) — RE"D*C=D yng funcién diferenciable tal
que ToR, = M(a)'. T.M(a) Vae O(n—1)

Entonces eziste un tunico tensor G : x(TyM) x x(Th'M) — F(T1 M) que cumple
VG=T.

Demostracion: Seav € TiM II(v) =pe X,Y € x(T1M) definimos

G(X,Y)(v) =¥ X(p,u).T(p,w).(VY (p,u))"

donde (p,u) € O(M) y u= (uy,...,Up_1,0)

veamos que esta bien definido.
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Si (p,t1, ..., Uy_1,v) € O(M), existea € O(n—1) tal que Ry(p,u1, ..., Uy 1,0) =
(p7a17"‘7ﬂn—lvv)

entonces

VX (p,a).T(p,a).VY(p,a) =V X o Ry(p,u).T o Ry(p,u).(VY o Ry(p,u)) =

=V X(p,u).M(a). T o R,(p, U)-(M(a))t(vy(p’ w))’

Como T o R, = M(a)". T.M(a) se tiene

VX (p,a).T(p,u).(VY (p, @) =Y X (p,u).T(p,u)-(VY (p,u))’
y por lo tanto esta bien definida
Ahora hay que ver que G resulta un tensor. Es claro que es F(M)-bilineal, pues si

X, Y € X(T1M>yf€ F(TlM)GSZ

VIX+Y)=VX+VY, V(fX)=fX
Falta ver que G : x(T: M) x x(T'M) — F(T1M); Sea X,Y € x(T1M); luego
GX,Y): "M — TR y
G(X,Y) o v(p,u) =V X(p,u).T(p,u).(VY (p,u))’

por lo tanto G(X,Y) o1 es diferenciable. Por el teorema 2.3, es G(X,Y): T'M —
IR diferenciable pues ¢ : O(M) — Ty M es una submersién.

Luego G es un tensor tipo (0,2) que cumple VG = T y por construccién resulta

unico.
Definicién 2.20 Sea G : x(Ty M) x x(T'M) — F(T\ M) un tensor tipo (0,2) sobre
T\M. G es natural si VG : O(M) — R®"=D*C=1 depende solo de p € M .

La siguiente proposicion nos da una caracterizacion de los tensores naturales tipo

(0,2) en fibrado unitario tangente.
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Proposicién 2.21 G es natural sii existen funciones f; : M — IR

1 <@ <5 diferenciables, de modo que

VGp)=| 0  fs(p) O

fap)I 0" fs(p)]

donde I € RMD*(=1 ¢ R*(-D

(ﬁ@ﬂ 0° h@ﬂ)

Demostracién: Consideramos las siguientes submatrices de VG

A A
Vo [M A2
(;_><A4 A3>
donde 4, : O(M) — R™™, Ay : O(M) — R™"V Ay O(M) — RO~ Dx(=1),
Ay O(M) — IR(n_l)X”

B, (! B
A1=< ! ) A2=< 2>, Ay =B;, Ay= (B, C!)

02 C 03
B; : O(M) SN ]R(nfl)X(nfl)’ paral <i<d4 C, : O(M) _ ]Rlx(nfl) y
C:0M)— R

Como G es natural,

VG =V GoR,=M(a)'VG.M(a) Ya€c O(n—1)

v Bi(p,u) = Bi(p) si i =1,2,3,4 Ci(p,u) = Ci(p) si i =1,2,3,4y C(p,u) = C(p)
entonces se tiene

a'.Bi.a=B; para1<i<4Vae O(n-—1)

2)at.Ct=CyVae On—1)

3)a".Cti=CyVae On—1)

4)Cy.a=CyVa€e O(n—1)

5)C5.a=C3Vae On—1)

Esto implica que B;(p) = fi(p)I paral <i<4yC(p) = f5(p), donde f; : M — R
i =1,2,3,4,5 diferenciables pues VG lo es,y los C; = 0

Con respecto a la reciproca. Sitenemos una matriz como la del enunciado, definiendo
G como en la proposicion 2.19, tenemos que G es un tensor natural.
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Corolario 2.22 Sea X e Y € x(T1M). Los descomponemos en sus componentes
verticales y horizontales ,0 sea X"(u) € (TM)" y Xv(u) € (TM)! , X = X" +
XveY =YY"+ Y. G es natural sii existen g; € F(M)i=1,2,3,4,5 tales que si
ve TiM, (v) = p se cumple:

1) GX"YM)(v) = gi(p) < IL, (X (v)), 1L, (Y (v)) >, +
+95(p) <IL, (X(v)),0 >,<IL, (Y (v)),0 >
o(Y

2) G(X",Y")(v) = ga(p) < I (X (v)), Ko (Y (v)) >,
3) GX",Y")(v) = g3(p) < Ko(X(v)), Ko (Y (v)) >
4) G(X*, Y (v) = ga(p) < Ko(X(v)), 1L, (Y (v))

siendo g1 = f1, go = fo, 93 = [f3, 91 = f1, 95 = f5 — f1, donde las f; son las de la
proposicion anterior.

fil 08 fol
Demostracion: Como G es natural, es VG = ( 0 fs O )

fal 0" fsl
SiVX = (zb,... am L a?nl))

V(Xh) = (2%, ...,2™,0,...,0) y V(X)) = (0,...,0, 2" ... 22" 1).

Luego,
1

)
Gt = (o) (B0 D) | = i v
yn
yn+1
6ty = (oot (B || = it
,y2n—1
yl
G(XU Yh):( n+1’.“,m2n—1>.<f4[ 0). f4(2? vt z)
yn
yn+1
G(XU Yv) :( n+1’.“ 2n— 1) <f3 ) :f3< ?11.1En+l yn—i-z)
y2n—1

Como ya vimos

z'(p,u) =<IL,, (X(¥(p,u)),u; >, 1<i<n
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2" (p,u) =< Ky, (X((p,u))),u; >, 1<j<n—1

entonces reemplazando en las igualdades anteriores se tiene lo que queriamos probar.

Ahora si tenemos un tensor G y ¢g; i = 1,2,3,4,5 que cumplen lo indicado en el
gl 0° gol

corolario, entonces V@ =| 0 gs+¢1 0 |.,Ie€ R conlo cual G es

gal 0 g3l
natural.

Nota: En [4] se muestra que hay una relacién biunivoca entre los tensores tipo (0,2)
sobre el fibrado tangente y las matrices T : N — IR?*™*?" dj ferenciables, donde :
e N =0(M) x R" tal que
o = (Al A2> con A; : N — IR™" siendo
As As
a. A;(p,u,&).a= A;0 Ry(p,u, &) Vae O(n—1)
® Ru(p,u,§) = (p,ua,€a), ua = {1 atus, ..., 30 apub;
fa={Ci a2 a8}
La aplicacién biunivoca G —VY G = T, se obtiene del siguiente modo:
Sea (p,u,&) € O(M) y ¥(p,u,&) = 3", u; = v . Definiendo

ei(pvuag) = (H*v X K’U)_l(ui’ Op)

enti(p,u,§) = (I, x K,) 7 (0p, i)
para 1 < i <n,es {e(p,u,§),enri(p,u, &)}, una base de (T'M),
VG(p,u,€) es la matriz de Gy(pue) en la base antes indicada
Se define G es natural si VG depende sélo de &.
Por el lema de caracterizacién (3.1) de [4] se tiene que si VG = (jl ji), es G

natural sii

Ai(&) = ailllEI T + Bi(llEN®)-€" ¢
donde «;, B; :[0,+00) — R i=1,2,3,4 diferenciables.

Obtenemos el siguiente corolario
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Corolario 2.23 Sea G : x(TM) x x(TM) — F(TM) un tensor natural sobre
TM. Entonces G = i*(G) : x(T\M) x x(TyM) — F(T1M) es natural.

Demostracion :

o G(X",YM)(v) = an([Jo]?) < L, (X (v)), IL, (Y (v)) > +

+A([v)?) < L, (X (v),v > . < IL, (Y (v)),v >=

= (1) <IL, (X (v)), 1L, (Y (v)) > + i1 (1) < 1L, (X(v),v > . <IL, (Y(v)),v >

o GOXMY')(0) = as(1) < L (X (1), Ku(Y (1)) >

pues < K(Y(v)),v >=0si Y € x(T1'M)

o G(X", Y")(v) = ay(1) < K, (X(0)), 1L, (Y (v)) >
)

pues < K(X(v)),v >=0
oG(X",Y")(v) = as(1) < K, (X(0)), K, (Y (v)) >
porque < K (Y (v)),v >=0=< K(X(v)),v >

Con las notaciones del corolario anterior, sean

g91(p) = au(1)
92(p) = ax(1)
93(p) = as(1)
9a(p) = (1)
g95(p) = f(1)

Ahora, de acuerdo con las notaciones de la proposicién 2.21

es

donde fi(p) = gi(p) = a1 (1), fa(p) = ga(p) = a(1), f3(p) = g3(p) = as(1),

fi(p) = g94(p) = cu(1), f5(p) = g5(p) + f1(p) = B1(1) + a1 (1) y por lo tanto G es
natural.

Observacién 2.24 FEl corolario anterior nos sugiere, que hay tensores naturales

sobre T1' M que no son la restriccion de un natural sobre T M.
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Observacién 2.25 Sea (M, g) una variedad riemanniana definimos L : x3(M) —
0
X2(T'M)

L(G)(X,Y)(v) = G(IL, (X (0)), IL, (Y (0)))ne) + G(E,(X (0)), Ku(Y (0)))nw)

Si X,)Y € x(TM)
Asi tenemos una forma de levantar tensores de M a tensores sobre el fibrado tan-
gente. Por ejemplo, si g es la métrica de M, L(g) es la métrica de Sasaki de TM.

También tenemos i* : XS(TM) — xS(T1M). Podriamos preguntarnos que carac-
teristicas debe tener G € x5(M) para que i* o L(G) (respectivamente L(G)) sea
natural en Ty M (respectivamente en TM ).

Proposicién 2.26 i* o L(G) es natural sii G = f.g, donde f € F(M) .

Demostracion: Si (p,u) € O(M)

o i o L(G)(¥(p,w))(Hi(u), Hj(u)) = L(G)((p,u))(Hi(w), H;(w)) = G(p)(ui,u;)
1<i,j<n.

o i o L(G)(¢(p, w)) (Hi(u), Vj(u)) = 0 = i* o L(G) (¢ (p, w))(Vj(u), Hi(u))

o i" o L(G) (¥ (p, w))(Vj(u), Vi(u)) = G(p)(uj,ui) 1 < 4,5 <n—1

De la proposiciéon 2.21 se sigue

i* o L(G) es natural sii G(p)(w;,u;) = G(p)(u;,u;) = f(p), fe F(M),

Y (p,u), (p,) € O(M) (%)

entonces si i* o L(G) es natural y v,w € M, y w,...,u, base ortonormal de M,
V=30 0U YW= Z?:l (I

Luego G(p)(v,w) = (XiL; viw) f(p) = f(p)g(p) (v, w)

La reciproca se deduce de (x)

[m}

Corolario 2.27 L(G) es un tensor natural tipo (0,2) en TM <= G = \g, A € R

Demostracion: Si L(G) es natural, por el corolario 2.23, i*(L(G)) es natural.
Teniendo en cuenta la proposicién anterior, se ve que G = fg con f € F(M), pero
de la demostracién del corolario 2.23 se deduce que f =X € 1R.

Con respecto a la reciproca, si G = \g = L(G) = AL(g), entonces L(G) es un
multiplo de la métrica de Sasaki que es natural.
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Para terminar el capitulo consideremos,para R > 0, el R-fibrado tangente TR M =
{ve TM: || =R} TpM al igual que Ty M es una subvariedad sumergida de
TM de dimensién 2n — 1.

Sea Or(M) = {(p,v1,...,v,) : v1,...,0, base ortogonal de M, y < v;,v; >=
6;;R*}.

Se puede ver, al igual que en T1 M, que los tensores tipo (0,2) sobre TR M estan en

relacién biunfvoca con las matrices diferenciables T : Op(M) — IRZr=1x2n=1)

cumplen T o R, = M(a)'.T.M(a) Va € O(n—1).

En forma andloga a T7 M se definen los tensores naturales sobre Tr M.

que

Estos se caracterizan de igual manera que en la proposiciéon 2.21, dado para el caso
del fibrado unitario tangente. También tenemos, en el caso del R-fibrado tangente ,
un corolario similar a 2.22, donde ahora g; = #zfi i = 1,2,3,4 y g5 = 7= (f5 — f1)-
Para terminar, si i* : x3(TM) — x3(TrM), i*(G) es natural en TrM si G lo es en
el fibrado unitario tangente.
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Capitulo 3

Tensores naturales tipo (0,2) en el
espacio de geodésicas.

3.0.3 variedades simplécticas

Definicién 3.1 Sea N una variedad diferenciable de dimension 2n y w € Q*(N).

El par (N,w) se denomina una variedad simpléctica si :

1)dw=0

2) w es no degenerada. Es decir, ¥V p € N la aplicacion bilineal w, : N, x N, — R
es no degenerada (w,(v,u) =0V u N, = v =10)

Ejemplo 3.2 Sea M una variedad diferenciable de dimension n y N = T*M. Si
II:T*M — M es la proyeccion, sea p la 1-forma sobre T*M definida por:

p:x(T"M) — F(T*M)

p(X)(w) = w(IL, (X(w))

Si vy = —dp, entonces (N,7) es una variedad simpléctica.

Veamos la representacion local de . Sea (U,x) una carta de M y (T*U,y) la carta
de T*M inducida por (U,z).

Tenemos que p = Y :" p(Oy)dy' y siw € T*U, 1L, (0y'l.) € M.

Siendo 11, (0y'],,)(z7) = Oy'|.(x? o II)

se tiene:
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IL,(0y'|.)(2)) =6 si 1 <i<ny L, (0y'].)(27)=0sin+1<i<2n

Por otra parte,

P(ayi)lw = W(H*w(ayi|w)) = W(axi|ﬂ(w)) = ym_i(w) st1<i<n

p(0y) =0 sin+1<i<2n

Luego,
i=1
Ahora v = —dp = — X1 dy" T Adyt = X1, dyt A dy™ T
con lo cual se ve que v es no degenerada, por otro lado dy = —d*p = 0

Ejemplo 3.3 Sea M una variedad riemanniana de dimensionn; yg: TM — T*M
el difeomorfismo dado por g(v)(u) =< v,u >.

Como vimos en el ejemplo anterior para T*M tenemos la 1-forma p y la 2-forma

v = —dp, con la cual (T*M,~) es una variedad simpléctica.
Sea 0 = g*(p) y w = g*(7), que son respectivamente 1-formas y 2-formas sobre TM.

Como v = —dp, y teniendo en cuenta las propiedades de la diferencial exterior

mencionadas en el capitulo 1, resulta:

w=g"(7) = g"(=dp) = —dg"(p) = —db
y por lo tanto,

dw = —d*0 =0

Veamos que w es no degenerada.
Seaue TM ybe (TM), tal que para todo z € (TM),, es wy(b,z) = 0.

Entonces
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0= wu(b, 2) = g" (V) (1, 2) = Ygw) (s (b); go (7))

Luego, g.,(b) =0 y como g., es un isomorfismo, entonces b =0

En consecuencia (TM,w) es una variedad simpléctica.

Nota: De acuerdo con el ejemplo anterior es § = g*(p), Si X € x(T'M).

0(X)(u) = g(u) (L, (9+, (X () =< u, 1L, ) (g+, (X (u)) >

Sea (Ux) carta de M y (TU,Z) la inducida en el fibrado tangente, A; = 97" ; si
X(u) =2 & A;(u) para u € TU es:

IL,, (X (u) =Y €0z Inw)
i=1
Por otro lado,
I, (ge, (Ai(u)) (2') = Aj(u)(2' 0 Tl 0 g) = A;(u)(7")
con lo cual

H*g(u) (g*u (X(u))) = Z ézaxz |7r(u)
i=1

Luego, IL. (G (X (u))) = TL, (X (u))
y por lo tanto
(X)) (u) =< u, I, (X (u)) >

Si <, > es la métrica de Sasaki en TM y S es el spray geodésico asociado a la conexion

de Levi-Civita podemos escribir.
0(X)(u) =< S, X >
Proposicion 3.4 Siw es la 2-forma en TM del ejemplo anterior, entonces
wX,)Y)=<ILX,K(Y)>—- < K(X),IL(Y) >

donde X, Y € x(T'M) y K la funcion de conexion .
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Demostracion: Sabiendo que 0(X) =< S, X >y que w = —df, tenemos que

wX,)Y)=-X(<SY>)+Y(<SX>+ <5 [X,Y]> (1)

Definimos By, Bs, I : Q =TM — TM como:

e [ es la identidad

o Bi(u) = L, (Y (1)

o By(u) = L., (X (u)

Sif=1I1:0Q — M, entonces I, By, B, € xy. La igualdad (I) se escribe

wu)(X,Y)=—-Xu)(<I,B; >)+Y(u) (< I,By>)+ <ulL, ([X,Y](u) > (II)

Veamos el termino X (u)(< I, By >).

De acuerdo con la propiedad 10 (capitulo 1) de la derivada covariante a lo largo de
f se tiene:

X(u)(< 1, By >) =< VX(U)I, Bl(u) >+ < [(u),VX(u)Bl >=

=< Vxwl, 1L, (Y (u)) > + <u, VxBi >

Anélogamente

Y(u)(< I,By >) =< Vy@ul, 1L, (X(u)) > + < u, Vy@)B, >

donde Vx(u)[ = Ku([*u (X(u))), VY(U)I = KU(I*H(Y(U)))
Como I es laidentidad, es I, (X (u)) = X (u), L., (Y (u)) = Y (u); luego las igualdades

anteriores se escriben:

X(u)(< 1,By >) =< K, X(u),IL,,(Y(u) >+ <u,VxwbB > [II)

Y(u)(<1,By >) =< K,Y(u),IL, (X(u) >+ <u,VywB2s > (IV)

Reemplazando (III) y (IV) en (II) y siendo [X,Y] = —[Y, X] se tiene:
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wu)(X,Y) =< K,(Y(u)), 1L, (X(u) > — < K,(X(u), I, (Y(u)) >+

+ < U,Vy(u)BQ - VX(u)Bl - H*u([Y7 X](u)) >

la propiedad (9) (capitulo 1) de la derivada covariante a lo largo de f = II nos dice
que

Vyw B2 — VxwBi = 1L ([Y, X](u))

y por lo tanto,
wu)(X,Y) =< K,(Y(u)), 1L, (X(u) > = < K,(X(u)), L, (Y(u)) >

Antes de dar el proximo ejemplo veamos primero la siguiente proposicion.

Proposicién 3.5 Sea N una variedad diferenciable de dimension n, f € F(N) y
v una 2-forma no degenerada. Ezxiste un unico campo A € x(N) tal que y(A, X) =

= X(f) = df(X) ¥ X € x(N),

Demostracion: Sea ¢, : Ny — N, definida por

Pp(v) (1) = (v, u)
como 7y es no degenerada, tenemos que ¢, es un isomorfismo. Por lo tanto, existe
un unico A, € N, tal que ¢,(A,) = df,, 0 sea
Yo(Ap,u) =u(f) VY ue N,
Si definimos el campo A |, A(p) = A, entonces tenemos que y(A4, X) = X(f) V X €
X(N).
Veamos que A es diferenciable. Si (U,x) es una carta de N

7 (f) = (A, 02") =3 Aly(02',027) =" Al
i=1 i=l
Como (7;;) es inversible y &(f) 1 < j < n son diferenciables, entonces A’ es

diferenciable si i = 1,...,n. Luego A es diferenciable.
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Definicién 3.6 Sea (N,v) una variedad simpléctica y H € F(N). (N,~v,H) se

denomina un sistema hamiltoniano y H la funcion hamiltoniana.

Dado que 7y es no degenerada, existe un inico campo Zg € x(N) talque v(Zg, X) =
X(H)VY X € x(N). El campo Zy se denomina el campo hamiltoniano asociado a
(N,v, H)

Ejemplo 3.7 Sea E: TM — R, la funcion energia, dada por E(v) = % <v,v>
Consideramos el sistema hamiltoniano (TM,w, E), entonces existe un inico campo
Zp € x(TM) de modo que w(Zp,X) = X(E) VX € x(TM). En este caso, el
campo hamiltoniano es el spray geodésico.

Por la proposicion 3.4, es w(S, X)(u) =< u, K, (X (u)) >.

Por otro lado si [ : TM — TM es la identidad, I es un campo a lo largo de la

proyeccion.
entonces
1
X(E)(u) = X(u)(F) = X(u)(5 <I,1>)=<u,Vxwl >=<u, K,(X(u)) >
con lo cual
w(S, X)(u) = X(E)
Nota:

En TM tenemos una orientacién natural dada por el atlas de cartas inducidas de
M. El atlas de las cartas inducidas es un atlas orientado.

Sean (T'V,y), (TU, z) las cartas inducidas por (T'V,y) y (TU, x).
UNV #£0sii TUNTV.

Sea Jyoz—1 1 (TUNTV) — R donde Jjoz-1(u) = det(aggﬁf1 |5(u) ) 1<i,j<2n

entonces

D(yoz™") 0 —1\\2
s = (P ey ) = (Do >0

Con respecto a la orientacion natural en TM y a la métrica de Sasaki, existe un tinico
elemento de volumen , dVry, que cumple dVyy(u)(vq, ..., v9,) =1, sl vy, ..., V9, €8

base ortonormal de (T'M), orientada positivamente.
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La representacién local respecto de (T'U, z) es:

Vi = Jdet(g).dz A... A dz>"

donde g : TM — RV gij(u) =< 0|, 07|, >
Si w es la 2-forma en TM mencionada anteriormente y w” = w A ... Aw, se tiene

(ver [9]), que

(-1
n!

W

AV =

donde [3] es la parte entera de 7 .

Definicién 3.8 Si M es un variedad diferenciable y X € x(M), sea
Cx : Q¥ (M) — QY (M)
dado por

Cx(a)(X1,..., Xp1) = a(X, Xy, .., Xpo1) st X € x(M)

Cx se denomina el operador contraccion con respecto a X y satisface:

Cx(aNB)=Cx(a)ANB+ (=DfanC,(B) siaec QY M)y 3e QM)

Sea N € x(T'M) el campo vertical N(v) = (II., x K,) '(Ony),v). Vimos en el
capitulo 2 que N(v) L (Th'M), siv e TiM.

(,1)[%]+1
(n—1)!

Proposicién 3.9 Si dVp, = Cn(dVra) entonces dVipy = WEAQ

y AV v es un elemento de volumen para Ty M .

Demostracion: Cy(w Aw) = Cy(w) Aw +w A Cy(w) =2(Cy(w) Aw).
Supongamos cierto para I-1 que Cy(w'™!) = (I — 1).Cn(w) A w'~2, y probemos que
se cumple para |

Cy(w) =Cn(wAw™) =Cy(w) A+ wA Oyt = Cy(w) Aw =+

+(I = 1)Ox(w) At = 1L.ON(w) AW

Luego, Oy (w") = n.Cy(w) Aw™ ! .

Ahora, Cy(w)(X)(u) = w(u)(N,X) = — < u, I, (X(u)) >= —0(X)(u) ; esto nos

dice que Cy(w) = —#6, con lo cual
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(1)t

. (n—1)
-y 'Nw)_i(n—l)!'w N

dVTlM = CN(dVTM) =

Sea u € TyM y vi,...,vyn-1) una base de (T1 M), . Decimos que estd orientada
positivamente si { N (u), vy, ..., vo,_1} loestd es decir, dVpy(u)(N,v1, ..., v9p-1) >
0

Luego, si vy,...,v9,_1 es una base ortonormal orientada positivamente, se cumple

que

dVT1M<U)(’Ul, e ,’Uznfl) = dVTM(u)(N, Uiy .. ,Ugn,l) =1

por lo tanto dVp, |7 €s un elemento de volumen.

Observacién 3.10 Cs(w" ' A0) = Cs(w™ ) AO+ w1 ACs(0) .

Como Cs(w" 1) = (n—1).w" 2 ACs(w) tenemos que Cs(w™ 1A0) = (n—1)w"2A
ACs(w) A O+ 0(S)w™ !

SiXe x(Th'M), es X LN,

<u, Ky(X(u) >=0Vue x(TiM) .

Luego, st restringimos S y w a T1M se cumple

0(5)=<5,5>=1,y Cs(w)(u)(X) =wu)(S,X) =<u, K,(X(u)) >=0.

Por lo tanto tenemos

Cs(W" ' AO) =w"t (sobre Ty M)

3.0.4 El espacio de geodésicas

Sea M una variedad completa y consideremos el flujo ¢ : TM x IR — T'M del spray
geodésico. Si fijamos v € T'M, tenemos que ¢(v) : R — T'M es una curva en el
fibrado tangente, que por lo visto en el capitulo 1, su proyeccién es una geodésica.
Si restringimos el flujo a TYM resulta que ¢ : /M x R — T1M. En efecto,
sive TiM y c,(t) = Il o ¢(v,t), entonces ¢, : R — M es la geodésica que
satisface ¢,(t) = ¢(v,t). Como |v| = 1, entonces < é,(t),¢é,(t) >=1sit € RR; o sea
(v, t) € TiM.

46



Definicién 3.11 Siv € TyM la dérbita de v es el conjunto ¢(v x IR).

En T1M se define la relacién de equivalencia: v ~ w sii ¢(v x R) = ¢(w x IR).
Notamos G = WM~y I' i TT'M — G la proyeccién | I'(v) = ¢(v x R).

Sea G={c: IR — M : c es geodésica y ¢(0) # 0}. En G definimos la siguiente

relacion de equivalencia:
cr~gsii da,be R cona> 0 tales que c(t) = glat +b) sit € .
Sea Il : G — G/ ~ la proyeccién al cociente.

Hay una biyeccién natural p entre G y G definida por

¢(0)
|¢(0)]

y por lo tanto llamamos a G el espacio de geodésicas orientadas.

piGl~v— G p(llg(e) = D)

Veamos que p esta bien definida y que es efectivamente una biyeccién.

Sea ¢~ g€ G. Sicyy g son las parametrizaciones por longitud de arco de ¢, g

respectivamente, se tiene que ¢; ~ ¢y con lo cual ¢(|2E8;| x R) = (ﬁ(% x IR).

Seav e Th'M y I'(v) = ¢(v x IR), si c(t) = II(4(v,t)), entonces ¢ es una geodésica
en M que pertenence a Gy pu(Il(c)) = I'(v), con lo cual p es suryectiva.

Si p(g(e1)) = u(Ilg(cz)), entonces I'(vy) = I'(v2), donde v; = EES;', sea v;(t) =

¢(v;,t). Como I'(vy) = I'(ve) existe ty de modo que ¢(vy,ty) = vo. Luego, 12(t) =
d(va, 1) = P(P(v1,t0),t) = p(v1,to +t) y por lo tanto 73 ~ . Teniendo en cuenta
que y; ~ ¢;, €S €1 ~ Ca, v 4 resulta inyectiva.

El siguiente resultado es bien conocido( ver [1])

Teorema 3.12 Sea M una variedad diferenciable de dimension ny X € x(M).
Sea p € M tal que X(p) # 0 y sea ¢ : V x I — M un flujo local de X, donde
I C R es un intervalo abierto entorno del cero y V es un abierto de M entorno de
p. Entonces existe un € > 0 y una carta (U,x) de M tal que p € U, z(p) = 0,
z(U) = (—e,6)" y x7Hu,t) = ¢(x ™ (u,0),t) parau € (—e, )" 'y |t| <e.

En particular, se cumple que X (q) = 0x"|, si g€ Uy x = (x',...,2").

A partir del teorema anterior el siguiente corolario nos permitirda distinguir unas

cartas sobre T7 M, las cuales bajo ciertas condiciones, induciran una estructura dife

rencial sobre G.
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Corolario 3.13 Para cada v € T\ M eziste una carta (U, p) de TyM de modo que
ve U, p(v)=0, pU) = (—¢e)* ! ypH(z,1) = ¢(p~'(2,0),1)

donde v € (—¢,€)* 2.

Demostracion: Se debe al teorema anterior, aplicado a la variedad Ty M, al campo
S y al flujo geodésico, pues S(v) #0 si v € Ti M.

Definicién 3.14 Las cartas (U, p) del corolario anterior se denominan requlares si

para todo u € Ti'M ¢(u x R) interseca a U en a lo sumo un p~*(z x I), donde
re A= (—¢e? 2

Nota:

Si (U, p) es una carta regular, ésta induce una aplicacién biyectiva

p:T(U) — A dada por A(T()) = (o' (u),.. ., p?"(w)

Veamos que esta bien definida. Sea u ~ v tales que u,v € U y supongamos que
B= (P ), PR (W)) £ (P (1), PR (0)) = 0

Ahorawu = p~!(u, ;) para algin t; en (—¢, €), con lo cual ¢(u, s) = ¢(p~ (@, 0), t;+s).
Del mismo modo ¢(v, s) = ¢(p~(v,0),t2 + s), como p~*(u,0) # p~'(v,0) y

d(u x IR) = ¢(v x R) tenemos una contradiccién ya que (U, p) es regular.

La suryectividad se ve tomando u = p~(ay,. .., a, 2,0), con lo cual tenemos que
p(C(uw)) = (a1, ..., am_2).

Sip(T(w)=p(T(v)) = 3Fz € Ayttt € (—¢,¢€)

talque u = p~(2,t1) = ¢(p~ " (2,0),t1) y v = p~'(2,t2) = ¢(p~'(x,0),12)

Como S es completo, podemos escribir

v=0(pH(2,0),t2) = ¢(p~(2,0),t1 + (2 — t1)) = d(d(p~ ' (2,0), 11), 12 — t1) =

= ¢(u, ty — t1)

y por lo tanto, u ~ v.

Definicién 3.15 Decimos que S es regqular si para todo v € Ty M, existe una carta
regular (U, p) conv e U .

Nota: El siguiente resultado puede verse en [10], donde la topologia de G no nece-
sariamente es Haussdorff si de base numerable.
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Proposicién 3.16 Si S es regular, G es una variedad diferenciable de dimension

2n — 2, con el atlas maximal generado por el atlas inducido de cartas requlares.

((U,p) — (L(U),0)) -

Observacién 3.17 También se puede ver que si S es reqular, entonces

I': oM — (G) es abierta y diferenciable.

Proposicién 3.18 Seav e T'M yT., : (TH'M), — (é)r(v), entonces Nu(l'y,) =
[S ()]

Demostracion: Si (U, p) es una carta regular es pol'op~!(z,t) =z. Sibe (TyM),
L., (0)(7') = V(poT o p™).(b(p"),. .., b(p*™")) , por lo tanto

[,,0)=0<=b(p)=0 1<i<2n—2

b= b(p” 0P, = b(p™ S (v)

Con lo cual el nicleo de T', es el subespacio generado por S(v).

Comentario: En [5] se muestra que si M es una variedad de Hadamard de dimensién
n, o sea, M es completa, conexo, simplemente conexo y con curvatura seccional
K, <0 para todo plano tangencial o, entonces G es una variedad diferenciable v es
difeomorfa a 75", donde S"~! C IR"™ es la esfera unitaria.

En [9], se construye el espacio de geodésicas, para el caso de geodésicas cerradas y

se definen sobre ellas, métricas Riemannianas.

De ahora en mds suponemos que (M, < , >) satisface que S es regular. Tenemos

—

que I'y, : (T1M), — (G)r( es un epimorfismo para cada v € TiM. Siendo w la

2-forma que se introdujo en la seccién anterior tenemos la siguiente propososicion.

Proposicién 3.19 Eziste una tnica 2-forma dG € Q*(G) talque w = T*(dG)
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Demostracion: Supongamos que vy y Y2 € QQ(é) son tales que

w=T"*(y1) = T'*(92). Entonces

ML) (Cay (b1), Ty (b2)) = 22(T(w)) (T, (br), Ts,, (b2))

para u € TiM y by, by € (T1M),. Como Ty, es suryectiva para cada u se tiene
que 1 = 7.
Existencia:
Si Hy(u) = (I, x K,) Y(u;;,0) para 1 <i<n
H,yi(u) = (I, x K,)7(0,u;) para1<i<n-—1

donde (u1, . . ., Uy—1,u) es una base ortonormal de My, se tiene que { H; (u), . .., Hap—1(u)}
es una base ortonornal de (71 M), donde H,(u) = S(u).

Como w|pp (S, X) =0, siby,by € (T1M),, entonces

wu)(br,ba) = D" piphw(u)(Hi(w), Hy(u))
i it
donde b; = 32277 piH;(u).
Sabiendo que {I',, (H;(u)}iz, es base de (é)r(u) y que S(u) € Nu(T.,),
siye 02(G) se cumple:

(O AL ), T AT () = 5 i (D)o, L ()
entonces definiendo
V(I (w) (T, (Hi(w)), I, (Hj(w))) = w(u)(Hi(w), Hj(u))

tenemos v € Q2(G) que cumple que T*(7) = w

Observacién 3.20 Dado que dG € Q(G) se tiene:

(4G = dGA -1 s ndG € 003G

y como T*(dG) = w, resulta
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La igualdad anterior, conjuntamente con las proposiciones 3.9 y 3.18, muestran que

(dG)" es un elemento de volumen para G.

Sea i : M — M una isometria, es decir, un difeomorfismo que preserva productos

internos. La misma induce un difeomorfismo i : G — G, definiendo

i((u) =iy, (u) siue M,

Dado w € TiM, sean u € (U, p), (V,¢) cartas regulares tales que u € U e
iw(U)CV.Siae pIU))

Joiop(a) = doi(T(p™(a,0)) = $(T(iay ., (0 (@, 0)) =

= (0 U g1 (07 (0,0)

como 1%, es diferenciable resulta ¢ es diferenciable, del mismo modo ¢~! lo es .

Proposiciéon 3.21 dG es invariante por los difeomorfismos i inducidos por isometrias

1, es decir

(1)*(dG) = dG
Demostracién: Como dG es la tinica 2-forma sobre Q%(G) tal que w = I'*(dG), si
vemos que I*((21)*(dG)) = w se obtendra lo afirmado.

Seau e TiM,II(u) =puy by, bye (T1M),

L ((0)7(dG)) () (br, ba) = AC(D (i, () (g (Co (1)), By (T (02)) =

= dG(T(i.,,(u))((i 0 T)s, (b1), (i 0 T)s, (b)) =

como 7o' =T o (i,) se sigue que
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L (i (dG)) () (b1, by) = dG(T (i, () (T, (i), (1)), T (i), (2)) =

= W(iny (1)) (i) 0y (01), (52, (b2))
si mostramos que :

D) i, ) (0w (b)) = o, (TL, (03)) € M)

2K ) (i) (b)) = 1, (Ku(bi)) € Mig)

entonces F*(( )*(dG)) = w es consecuencia del hecho de ser i una isometria y que
wX,Y) =<IL(X),K(Y) > - < K(X),II.(Y) > .

Ahora TT;, (w)((ix)x, (0:))(27) = bi(2? 0 T 0 d,) = v1 (27 0 i o I)

donde p € (U, x) es una carta de M; por lo tanto vale 1).

La igualdad 2) se obtiene considerando las cartas p € (U, z) y i(p) € (i(U),zoi™!)

y escribiendo la funcién de conexion en sus respectivas representaciones locales.

Observacién 3.22 Como (i)*(dG) = dG entonces (i)*((dG)™) = (dG)"!, Luego
si G es hausdorff y de base numerable, podemos integrar respecto de (dC_j)"*1 y esta

medida de subconjuntos resulta invariante por isometrias . (ver [8]).

3.0.5 Tensores naturales

Definicién 3.23 Sea T : x(G) x x(G) — F(G) un tensor tipo (0,2) sobre el
espacio de geodésicas orientadas. Decimos que natural si F*(f) = T lo es sobre
T\ M.

Ejemplo 3.24 dG es un natural, pues I’*(dé) =w y w es natural en Ty M.

Sean XY € x(T1M) si los descomponemos en sus componentes horizontales y
verticales tenemos:

o (X" Y")(v) =0

o W(XM YY) () =< 1L, (X (0)), K. (Y (v)) >

o W(XY,Y")(v) =0

o WX, YM)(0) = — < Ky(X(0)), 1L, (Y(v)) >

Luego, por corolario 2.22, w es natural .
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Nota:

Recordemos la descomposicién vertical y horizontal (T'M), = H, ® V,, . Podemos
escribir:

H,=H!®[S(u)] , donde H! ={be H,:<b,S(u)>=0}

Vu=V>I®[N(u)] , donde V! ={be V,:<b N(u) >= 0}

donde <, > es la métrica se Sasaki.

Luego, (T\M), = HL @ V! @ [S(u)] y T, : HL ® V! — Gp(,y es un isomorfismo
Si:

H;(u) = (I, x K,) " (us,0) para 1 <i<n-—1

Hyyi(u) = (I, x K,)7H(0,u) para 1 <i<n—1
donde (u1, ..., u,—1,u) es una base ortonormal de My, se tiene que

{Ts, (Hi(uw)), Ty, (Hpyi(u)} con 1 <i<mn—1es base de ér(u).

Caracterizar los tensores naturales tipo (0,2) sobre G es caracterizar aquellos ten-
sores que estén en la imagen de I'* : Q2(G) — Q2(TyM).

Observacion 3.25 Dado que estamos suponiendo que M es completa, si pedimos
que sea conexa, el teorema de Hopf-Rinow ([1]) y otros, nos garantiza que dados
p, ¢ € M, existe una geodésica ¢ : IR — M tal que ¢(0) = p, ¢(1) = q.

Proposicién 3.26 Sea T un tensor del tipo (0,2) natural sobre Ty M. Entonces
existe T : x(G) x x(G) — F(G) tensor tipo (0,2) en G talque T*(T) =T s

A 0 A,
VT(p)=| 0 (0) 0
A 00 A

donde A; = NI con I la identidad de R™D*1 ¢ N, € R, 0 Ry
(0)=0€e IR.

Demostracion: Si T es natural, por proposicion 2.21

fip) I 08 folp)]
YIp)=| 0  fs(p) 0
fap)I 00 fs(p)]
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Si notamos con A;(p) = fi(p)l € R™@ VX0~ para 1 <4 < 4 se tiene:

o T(I(u)(L., (Hi(w), T, (H;(w)) = AV (I(w)  sil<ij<n-—1

o T(T(w)) (T, (Hi(w)), T, (Hap () = AY (T(w))  si1<i,j<n-—1

o T(T(w)) (T, (Hysi(w)), T, (Hj(w)) = A7 (I(w))  si1<ij<n—1

o T(L ()L, (Hnsi(w), T, (Hpis () = A (I(w)) i1 <ij<n—1

Sipe M,sea S,={ue M,: |u| =1}
Para que T este bien definido f, T debe cumplir quesip, g€ Myue S,
y v € S, son tales que u ~ v entonces f;(p) = fi(q), pues I'(u) = I'(v).

Esto es

fillo ¢(u, s)) = fi(p) donde u € Spyse R

Como M es arco conexo por geodésicas entonces fi(p) = A; constante para i =
1,2,3,4.
Ahora, f5(p) = T(u)(S(u),S(u)) y S(u) € Nu(l'), por lo tanto

f5(p) = T(u)(S(u), S(u)) = T(N(u)(T.,(S(w)), T, (S(w) =0V pe M
La diferenciabilidad de T se deduce de la de T.

Observacién 3.27 Si T es una métrica de Riemann sobre G y T = I'*(T), como
S(u) € Nu(l,), se tiene que T no puede ser definida positiva .

Proposicién 3.28 Sea T un tensor tipo (0,2) en Ty M, T proviene de una métrica
riemanniana T en G por I'* sit

Al (pv u) Ot A2 (pv U)
VT (p,u) = ( 0 (0) 0 )
As(pyw) 0" Az(p,u)

donde A; - O(M) — RVX=1 " diferenciables. Ay y As son simétricas y
AP >0, AY >0paral<i<n-—1. Ay,=A,.

Demostracion: Si T es una métrica riemannniana y 7' = I'"*(T") tenemos que
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NT(p,u)” = (VT(p,u)™ =0 1<i<n—1

considerando

'T((D(u(x), (

TP (w) (T, (Hi(w), Do, (Hosy ()

T(C(w)) (Te, (Hogi(u), ey (Hj (1) = A (pour, o yunog,u) - si1<idj<n—1
T(0(w) (e, (Hti(u), Tey (Hnig (1) = A (pour, oy tnog,u) - sil<idj<n—1

vemos que la matrices A; i = 1,2, 3,4 cumplen las propiedades mencionadas. Ten-

u), T, (Hj(u)) = A (pu, .. up1,u)  sil<ij<n-—1

r
I =AY (p,ur,. . Up1,u)  sil1<ij<n-—1

emos la reciproca definiendo 7" segiin las igualdades anteriores.

Corolario 3.29 T proviene de una métrica riemannia T natural sobre G sii

NI 00 AT
YT(p)=| 0 (0 0
MI 0 N

donde \; € IR, A1 >0, 3 >0, Ao = A\y.

Nota:

Consideraremos la métrica Riemanniana T sobre G tal que T’ = F*(f) es

I 0o A
YI'=10 (0) 0
A 0 T

donde I es la identidad de R™~D*(=1) y 4 — g ¢ RM-Dx(=D),
Luego, {T', (H;(u)), s, (Hpyi(u))} para 1 <i<n—1 es base ortonormal de ép(u)

[]+

Proposicién 3.30 Si dVy = ( m— (dG)” L', entonces, dV5 es el elemento de

volumen correspondiente a la métrica Riemanniana T sobre G.

Demostracion: Evaluando dVz(I'(u)) en la base ortonormal {I',, (H;(w)), Iy, (Hnti(w))}

parai=1,...,n — 1, tenemos
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dVg(T(u)(Ts, (Hi(w), -, Do (Hp1 (0)), D, (Hnga (w), -, T, (Han 1 (0))) =

T (V) () (Hy (), . ., Hyoy (), Hopr(0), s Hopy (1)) =
_1)\[5]+1 .
_ ((nl)_l)!.(r*(da))”—l<u)(ﬂl(u>, o Hy o (0), Hoay (u), - Hon 1 (1)) =
(CE
= W.w (w)(Hy(uw), ..., Hy1(u), Hpyr(u), ..., Hap1(w))

Debido a la observacion 3.10 podemos escribir:

AV (T () (e, (Hy(w), -, Ty (o1 (w)), Day (Hnaa (), -, Ty (Han1 (u)) =

—1)[zl+1
= ((71)_1)'.05’(&}”1 A\ 0)<U)(H1(U), Ce ,anl(U), HnJrl('LL), ey Hanl(U)) =
= dVTlM(U)<Hn(U), Hl(U), RN 7]'"]'7L,1(1,L), Hn+1<U), Ce ,Hgnfl(U))
por ser dVp, s el elemento de volumen correspondiente a la métrica de Sasaki re-
stringida a Ty M la ultima igualdad es £1. Como tenemos la expresion de w y 6

mediante una laboriosa cuenta con permutaciones se tiene que

sg((w™ " A O)(w)(Hp (), Hy(w), . .., Hy_1 (), Hoi1 (W), . .., Han1 () = (—1)l"2)

con lo cual

dVTlM(u)<Hn<u>7 Hl(u)a s 7Hn—1(u)7 Hn—i-l(u)? ceey HQn—l(u)) = (_1)n
Por lo tanto dVs(I'(w)) (v, ..., van—2) = £1 si {v; 22 s una base ortonormal de

Gr(u) respecto de T.
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