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Introducción

Los tensores son objetos que nos permiten generalizar los conceptos de campos

y formas en una variedad diferenciable. Una métrica en una variedad es un caso

particular de tensor. Otro ejemplo es el llamado tensor de curvatura en una variedad

riemanniana.

Una propiedad importante de los tensores es que no dependen de un sistema de

coordenadas, por lo tanto podemos extraer de ellos información sobre las propiedades

geométricas de una variedad.

A modo de dato histórico podemos decir que el concepto de tensor fué introducido

por Hamilton (1853) y Riemann (1854), pero el nombre de tensor fué dado por Voigt

en 1884.

El motivo de este trabajo es una clase de tensores tipo (0,2) llamados naturales.

Estos fueron definidos y caracterizados en 1988, para el caso de variedades rieman-

nianas en el fibrado tangente, por O. Kowalski y M. Sekisawa [2], utilizando la teoŕıa

de la geometŕıa natural desarrollada por I.Kolář, P.Michor, J.Sloväk [3]; también

por D.Krupka, J.Janyška [7] y otros .

En [4] se muestra que los tensores tipo (0,2) sobre el fibrado tangente de una var-

iedad riemanniana estan determinados por matrices globales que cumplen ciertas

propiedades. A partir de esto, en dicho art́ıculo, se caracterizan los tensores natu-

rales en el fibrado tangente, obviando la teoŕıa de Jets que involucra la geometŕıa

natural y utilizando solamente técnicas de la geometŕıa Riemanniana.

El primer objetivo de este trabajo es definir y caracterizar los tensores naturales

tipo (0,2) en el fibrado unitario tangente, que se describe en el caṕıtulo 2.

En el caṕıtulo 3 nos ocuparemos del espacio de geodésicas donde se define y se

caracteriza el concepto de tensor natural.
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En el caṕıtulo 1, desarrollaremos brevemente el concepto de tensores y conexiones.

En él se dan definiciones y propiedades que se utilizarán más tarde. Se define la

función de conexión K que será de utilidad en los demás caṕıtulos y cuya construcción

extraemos de [1].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.0.1 Tensores

Definición 1.1 Sea V un IR-espacio vectorial y r,s ε IN ∪{0}, se define:

T r
s (V ) : {T :V∗× r. . . ×V∗×V× s. . . ×V−→ IR/Tes multilineal}

cuando r = s = 0, se define T 0
0 (V ) = IR

T r
s (V ) es un IR-espacio vectorial y sus elementos se denominan tensores tipo (r, s)

sobre V .

Fibrado tensorial:

Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y r,s ∈ IN ∪{0};
se considera:

T r
s (M) =

⋃
p∈M T r

s (Mp)

si r = s = 0 , T 0
0 (M) = IR

Este conjunto tiene una estructura de variedad diferenciable de dimensión n+nr+s.

El atlas, que genera la estructura diferenciable del fibrado tensorial, es inducido por

las cartas de M de la siguiente manera:

Sea (U,x) una carta de M, consideramos T r
s (U) =

⋃
pεU T r

s (Mp), si Π : TM −→ M

es la proyección
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tenemos x̄ : T r
s (U) −→ x(U)× IRnr+s

donde x̄(T ) = (x(Π(T )), T i1,...,ir
j1,...,js

), en algún orden

1 ≤ il, jk ≤ n y T i1,...,ir
j1,...,js

= T (dxi1|p, . . . , dxir |p, ∂xj1|p, . . . , ∂xjs|p) si T ∈ T r
s (Mp)

Ejemplo 1.2 T 1
0 (M) = TM fibrado tangente

T 0
1 (M) = T ∗M fibrado cotangente

Definición 1.3 Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y G ⊆ M un

abierto. Si r,s ∈ IN∪{0} y T : G −→ T r
s (M), T se dice que es un campo de tensores

tipo (r,s) o un tensor (r,s) sobre M.

Se dice que T es diferenciable si lo es como función entre variedades.

Notación : χr
s(G) = {T : G −→ T r

s (M), T (p) ∈ T r
s (Mp) y T ∈ C∞}

Ejemplo 1.4 χ1
0(M) = χ(M) los campos vectoriales diferenciables

χ0
1(M) = χ∗(M) los campos cotangentes diferenciables

χ0
0(M) = F (M) las funciones diferenciables a IR

F(M)-Multilineales:

Definición 1.5 T : χ(M) −→ F (M) es F(M)-lineal si dado X,Y ∈ χ(M) y

f ∈ F (M) se verifica:

T (fX + Y )(p) = f(p)T (X)(p) + T (Y )(p) ∀p ∈ M

del mismo modo para T : χ∗(M) −→ F (M).

Definición 1.6 T : (χ∗(M))r × (χ(M))s −→ F (M) es F(M)-multilineal si es lineal

con respecto a cada una de sus variables.

Teorema 1.7 Sea r,s ∈ IN ∪ 0 r,s 6= (0, 0)

y T : (χ∗(M))r × (χ(M))s −→ F (M) IR-multilineal

son equivalentes:
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A) T es F(M)-multilineal

B) Sean θ1, . . . , θr y θ̄1, . . . , θ̄r ∈ χ∗(M) y X1, . . . , Xs, X̄1, . . . , X̄s ∈ χ(M)

tal que para p ∈ M :

θi(p) = θ̄i(p)

Xi(p) = X̄i(p)

entonces T (θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)(p) = T (θ̄1, . . . , θ̄r, X̄1, . . . , X̄s)(p)

La demostración se puede ver en [1]

La siguiente proposición muestra otra forma de pensar los tensores tipo (r,s) sobre

M.

Proposición 1.8 χr
s(M) es isomorfo a W r

s (M), donde

W r
s (M) : {T : (χ∗(M))r × (χ(M))s −→ F (M), F (M)−multilineal}

Demostración: Sea ρ : χr
s(M) −→ W r

s (M), definido del siguiente modo:

si T ∈ χr
s(M) y θ1, . . . , θr ∈ χ∗(M) y X1, . . . , Xs ∈ χ(M),

ρ(T )(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)(p) = T (p)(θ1(p), . . . , θr(p), X1(p), . . . , Xs(p))

Luego ρ es lineal y como veremos a continuación es un monomorfismo.

Sea T ∈ χr
s(M) tal que ρ(T ) ≡ 0 , p∈ M y p ∈ (U, x) carta deM ,

se tiene:

T (q) =
∑

1≤ik,jl≤n T i1,...,ir
j1,...,js

(q) ∂xi1|q ⊗ . . .⊗ ∂xir |q ⊗ dxj1|q ⊗ . . .⊗ dxjs|q ∀q ∈ U

donde T i1,...,ir
j1,...,js

: U −→ IR son diferenciables.

Sea ψ ∈ F (M) tal que ψ(p) = 1 y sop(ψ) ⊂ U

si

θ1 = ψdxi1 , . . . , θr = ψdxir

X1 = ψ∂xj1 , . . . , Xs = ψ∂xjs

resulta

T i1,...,ir
j1,...,js

(p) = T (p)(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs) = 0

7



Como esto vale para todo p ∈ M , se tiene que T ≡ 0,luego ρ es inyectiva.

Ahora sea S∈ W r
s (M) definimos S̃ ∈ χr

s(M) de la siguiente manera:

S̃(p)(γ1, . . . , γr, v1, . . . , vs) = S(θ1, . . . , θs, X1, . . . , Xs)(p)

donde θi(p) = γi y Xj(p) = vj, donde θi ∈ χ∗(M) 1 ≤ i ≤ r ; Xj ∈ χ(M) 1 ≤ j ≤ s

.

Esta bien definido por 1.7. Por construcción ρ(S̃) = S, y por lo tanto ρ es suryectiva.

Los elementos de χ1
s(M) se los puede pensar como una aplicación T : χ(M)s −→

χ(M) F (M)−multilineal y viceversa, mediante la aplicación:

T : χ(M)s −→ χ(M) definida por T̃ (θ, X1, . . . , Xs)(p) = θ(p)(T (X1, . . . , Xs)(p))

k-formas

Definición 1.9 Se dice que ω : (χ(M))k −→ F (M) es una k-forma diferenciable

si:

1) ω es F(M)-multilineal

2) ω es altenada, es decir

Si σ ∈ Sk y X1, . . . , Xk ∈ χ(M), entonces ω(Xσ(1), . . . , Xσ(k)) = sg(σ).ω(X1, . . . , Xk)

Se nota al espacio de las k-formas diferenciables con Ωk(M), y Ω0(M) = F (M) son

las 0-formas.

Diferencial exterior:

Si f ∈ F (M), definimos la diferencial exterior de f como df : χ(M) −→ F (M)

df(X)(p) = X(p)(f) p ∈ M y X ∈ χ(M)

Si k ≥ 1 se define d : Ωk(M) −→ Ωk+1(M) del siguiente modo, si ω ∈ Ωk(M)

dω(X1, . . . , Xk+1) =
k+1∑

j=1

(−1)j+1Xj(ω(X1, . . . , X̂j, . . . , Xk+1))+

+
∑

1≤i<j≤k+1

(−1)i+jw([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xk+1)
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donde X̂ indica que se omite.

la diferencial exterior satisface:

1)d(ω1 + ω2) = dω1 + dω2 si ω1, ω2 ∈ Ωk(G) y k ≥ 0

2)d(ω ∧ θ) = dω ∧ θ + (−1)k.ω ∧ dθ si ω ∈ Ωk(M)

3)d2(ω) = d(d(ω)) = 0 si ω ∈ Ωk(M) y k ≥ 0

También se puede ver que si f : M −→ N una función diferenciable entre variedades,

entonces d(f ∗(ω)) = f ∗(dω) para toda ω ∈ Ωk(M) con k ≥ 0.

1.0.2 Conexiones

Definición 1.10 Sea M una variedad diferenciable; una conexión ∇ sobre M es una

función

∇ : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

X, Y −→ ∇XY ∈ χ(M)

que cumple:

si X,Y,Z ∈ χ(M) y f ∈ F (M)

1) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

2) ∇X(fY ) = f.∇XY + X(f).Y

3) ∇X+Y (Z) = ∇XZ +∇Y Z

4) ∇f.XY = f.∇XY

Observación 1.11 Sea Y ∈ χ(M) consideramos ∇Y : χ(M) −→ χ(M) definido

por X −→ ∇XY . Esta aplicación es un tensor tipo (1,1) y por 1.7 ∇XY |p no

depende de X, sino del valor que toma X en p. Entonces ∇XY |p = ∇X(p)Y y se

denomina la derivada covariante de Y en la dirección X(p).

Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y ∇ una conexión sobre M. Des-

ignamos con TTM al doble fibrado tangente. Si p ∈ M , u ∈ Mp y G es un abierto

de M sea χp,u(G) : {X ∈ χ(G) : X(p) = u}, entonces:

9



Teorema 1.12 función de conexión

Existe una única función K, llamada función de conexión tal que K : TTM −→
TM diferenciable y cumple:

1) Si u ∈ TM y Π(u) = p, donde Π : TM −→ M es la proyección, entonces

K((TM)u) ⊆ Mp .

2) K|(TM)u : (TM)u −→ Mp es lineal .

3) Si u ∈ TM , b ∈ (TM)u y b = X∗p(v) donde v ∈ Mp y X ∈ χp,u(M), entonces

K(b) = ∇vX .

Para demostrar este teorema se usan los dos lemas que se dan a continuación.

Lema 1.13 Sea p ∈ M y u ∈ Mp, existe una base de (TM)u con elementos de la

forma b = Y∗p(v) con v ∈ Mp e Y ∈ χ(p,u)(U), donde p ∈ (U, x) carta de M .

Demostración: Sea (TU,x̄) la carta del fibrado tangente inducida por (U,x), y sea

Ai(u) = ∂x̄i|u 1 ≤ i ≤ 2n base de (TM)u, se tiene:

Y∗p(v) =
n∑

i=1

v(xi)Ai(u) +
n∑

i=1

v(ρi)Ai+n(u)

donde Y =
∑n

i=1 ρiXi, si x = (x1, . . . , xn) y Xi = ∂xi .

Si u =
∑n

i=1 uiXi(p), tomamos Y ∈ χp,u(U) de la forma Y =
∑n

i=1 uiXi , entonces

Y∗p(Xj(p)) = Aj(u)

.

Si definimos Y =
∑n

i=1 ρiXi donde ρi = xi + ui − xi(p), entonces

Y∗p(Xj(p)) = Aj(u) + Aj+n(u)

luego {Ai(u), Ai(u) + An+i(u)} 1 ≤ i ≤ n es base de (TM)u .

Lema 1.14 Sea p ∈ M , p ∈ (U, x) carta de M ; X, Y, Z ∈ χ(U) y v, w, z ∈ Mp

1) Si X∗p(v) = Y∗p(w) =⇒ v = w y ∇vX = ∇wY .

2)X∗p(v) = Y ∗p(w) + Z∗p(z) =⇒ ∇vX = ∇wY +∇zZ .
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Demostración: 1) Como X∗p(v) = Y∗p(w) se tiene X(p)=Y(p)=u

Si X =
∑n

i=1 ρiXi e Y =
∑n

i=1 ψiXi, resulta

n∑

i=1

v(xi)Ai(u) + v(ψi)Ai+n(u) =
n∑

i=1

w(xi)Ai(u) + w(ψi)Ai+n(u)

entonces v(xi) = w(xi) para 1 ≤ i ≤ n con lo cual v = w.

Además v(ρi) = v(ψi) para 1 ≤ i ≤ n y como ρi(p) = ψi(p) se obtiene ∇vX = ∇vY

2) Si Z =
∑n

i=1 ξiXi tenemos u = X(p) = Y (p) = Z(p) y v(xi) = w(xi) +

z(xi) para 1 ≤ i ≤ n =⇒ v = w + z

Dado que v(ρi) = w(ψi) + z(ξi) para 1 ≤ i ≤ n y ρi(p) = ψi(p) = ξi(p)

se tiene que ∇vX = ∇wY +∇zZ .

Demostración del teorema 1.12 Construiremos la función de conexión. Sea u ∈
TM y Π(u) = p p ∈ (U, x) carta de M .

Por lema 1.13 tenemos una base de (TM)u de la forma {Y i
∗p

(vi)} 1 ≤ i ≤ 2n, donde

vi ∈ Mp e Y ∈ χp,u(U)

Si b ∈ (TM)u b =
∑2n

i=1 biY
i
∗p

(vi)

definimos Ku : (TM)u −→ Mp del siguiente modo:

Ku(b) =
2n∑

i=1

bi∇vi
Y i

Sea K : TTM −→ TM como K(b) = Ku(b) si b ∈ (TM)u.

El lema 1.14 nos dice que K esta bien definida.

Esta función cumple con los tres puntos del teorema 1.12, y claramente es única.

Representación local de K:

Sea u ∈ TM Π(u) = p y p ∈ (U, x) carta de M , donde Xi = ∂xi y Ai = ∂x̄i

y sea (TU, x̄) la carta del fibrado tangente inducida por (U,x).

Si u =
∑n

i=1 ukXk(p) e Y =
∑n

i=1 ρkXk y v ∈ Mp se tiene
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∇vY =
n∑

k=1

{v(ρk) +
n∑

i,j=1

v(xi)ukΓk
ij(p)}Xk(p)

donde {Γk
ij} = ∇∂xi∂xj(xj) .

Si tomamos ρk = uk =⇒ Y∗p(Xi(p)) = Ai(u) con 1 ≤ i ≤ n

y

Ku(Ai(u)) = ∇Xi(p)Y =
n∑

k=1

{
n∑

j=1

ukΓ
k
ij(p)}Xk(p)

Ahora tomando ρk = xk + uk − xk(p) =⇒ Y∗p(Xi(p)) = Ai(u) + Ai+n(u)

con lo cual

Ku(Ai(u) + Ai+n(u)) = ∇Xi(p)Y = Xi(p) +
n∑

k=1

{
n∑

j=1

ukΓk
ij(p)}Xk(p)

=⇒ Ku(Ai+n(u)) = Xi(p)

Si b ∈ (TM)u, b =
∑n

i=1 biAi(u) +
∑n

i=1 bn+iAn+i(u).

K(b) =
n∑

k=1

{bn+k +
n∑

i,j=1

biujΓk
ij(p)}Xk(p)

De la representación local se deduce la diferenciabilidad de K.

Derivación covariante de campos a lo largo de aplicaciones:

Sea M, Q variedades diferenciables, ∇ una conexión sobre M. f : Q −→ M difer-

enciable, B ∈ χ(Q) e Y ∈ χf (es decir, Y : Q −→ TM tal que π ◦ Y (p) =

f(p) ∀p ∈ Q e Y ∈ C∞) .

se tiene

Q
B−→ TN

Y∗−→ TTM
K−→ TM

Luego para p ∈ Q, K(Y∗p(B(p))) ∈ Mf(p)

y por lo tanto K ◦ Y∗ ◦B : N −→ TM ∈ χf .
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Notamos

∇BY |p = K(Y∗p(B(p)))

Llamamos a ∇BY la derivada covariante de Y con respecto de B a lo largo de f .

Observación 1.15 Si Q = M y f = Id, B e Y ∈ χ(M)

K(Y∗(B)) = ∇BY

se tiene la derivada covariante de Y con respecto de B .

Propiedades:

1) Si B1(p) = B2(p) = v =⇒ ∇B1Y |p = ∇B2Y |p = ∇vY |p
2) v ∈ Qp, X ∈ χ(M), entoces ∇f∗p(v)X = ∇vX ◦ f

3) Representación local:

Sea B ∈ χ(Q), Y ∈ χf , p ∈ Q y f(p) ∈ (U, x) carta de M .

∇BY |p = K(Y∗p(B(p)) =
n∑

k=1

{B(p)(Y (xk))+
n∑

i,j=1

B(p)(xi◦f)Y (p)(xj)Γk
ij(f(p))}Xk(f(p))

4) ∇B1+B2Y = ∇B1Y +∇B2Y

5) ∇h.BY = h.∇BY si h ∈ F (Q)

6) ∇B(Y1 + Y2) = ∇BY1 +∇BY2

7) ∇B(h.Y ) = B(h)Y + h.∇BY

8) Si T es el tensor de torsión de ∇

T (f∗A, f∗B) = ∇Af∗B −∇Bf∗A− f∗([A,B])

9)Si <,> es una métrica de Riemann sobre M y ∇ es la conexión de Levi-Civita, la

propiedad 8) dice que

∇Af∗B −∇Bf∗A = f∗([A,B])

10) Si <,> es una métrica de Riemann sobre M y ∇ es la conexión de Levi-Civita,

se cumple
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A(< X, Y >) =< ∇AX, Y > + < X,∇AY >

si A ∈ χ(Q), X,Y ∈ χf

Nota:

Sea Q = I ⊆ IR y c : I −→ M una curva diferenciable, B(t) = D|t y X ∈ χc.

Entonces ∇DX se denomina la derivada covariante de X a lo largo de la curva c .

Spray geodésico

Sea M una variedad diferenciable y ∇ una conexión sobre M. ; Π : TM −→ M la

proyección, y K : TTM −→ M la función de conexión. Si u ∈ TM

Π∗u : (TM)u −→ MΠ(u) , Ku : (TM)u −→ MΠ(u) son lineales.

consideramos:

(TM)v
u = {b ∈ (TM)u : Π∗u(b) = 0} = Nu(Π∗u)

llamado subespacio vertical

y

(TM)h
u = {b ∈ (TM)u : Ku(b) = 0} = Nu(Ku)

llamado subespacio horizontal.

Si p ∈ (U, x) carta de M , donde Xi = ∂xi y (TU, x̄) es la carta sobre el fibrado

tangente inducida por (U, x) y Ai = ∂x̄i, es

Π∗u(Ak(u)) = Xk(p) y Π∗u(An+i(u)) = 0 si 1 ≤ k ≤ n

Sea b ∈ (TM)u , b =
∑2n

i=1 biAi(u); luego

Π∗u(b) =
∑n

i=1 biXi(Π(u)) y tenemos que b ∈ (TM)v
u sii b1 = . . . = bn = 0

con lo cual

{An+1(u), . . . , A2n(u)} base de (TM)v
u

Ahora

b ∈ (TM)h
u sii Ku(b) = 0 sii bn+k = {−∑n

i,j=1 biujΓ
k
ij(π(u))} sii b =

∑n
i=1 Hi(u)
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donde

Hi(u) = Ai(u)−
n∑

k=1

{
n∑

j=1

x̄n+j(u)Γk
ij(Π(u))}Ak+n(u)

entonces

{H1(u), . . . , Hn(u)}
es base de (TM)h

u

Luego:

1) dim((TM)v
u) = dim((TM)h

u) = dim(M) .

2) (TM)v
u ⊕ (TM)h

u = (TM)u .

Proposición 1.16 Sea Π∗×K : TTM −→ TM×TM ; (Π∗×K)(b) = (Π∗u(b), Ku(b))

si b ∈ (TM)u .

a) Π∗ ×K es diferenciable .

b) (Π∗ ×K)|(TM)u : (TM)u −→ MΠ(u) ×MΠ(u) es un isomorfismo lineal .

c) (Π∗ ×K)((TM)h
u) = MΠ(u) × 0p

(Π∗ ×K)((TM)v
u) = 0p ×MΠ(u)

Demostración a) Es diferenciable porque es producto de funciones diferenciables.

b) dim(TM)u = 2n = dim(MΠ(u)×MΠ(u)), b ∈ Nu(Π∗×K) sii (TM)v
u∩ (TM)h

u sii

b = 0, por lo tanto (Π∗ ×K) es monomorfismo , como tienen la misma dimensión

es un isomorfismo.

c) por b) y observando (Π∗×K)((TM)h
u) ⊆ MΠ(u)×0 y (Π∗×K)((TM)v

u) ⊆ 0×MΠ(u)

Sea u ∈ TM por el item b) de la proposición anterior (u,0) esta en la imagen de

Π∗u ×Ku

existe un único S(u) ∈ (TM)u tal que Π∗u(S(u)) = u y Ku(S(u)) = 0

tenemos que S : TM −→ TTM, u −→ S(u) es un campo de vectores sobre el

fibrado tangente denominado el spray geodésico.
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Teorema 1.17 Sea M una variedad diferenciable y ∇ una conexión, S : TM −→
TTM el spray geodésico asociado a ∇. Se verifica:

a) Si c : I −→ M es una geodésica=⇒ ċ es una curva integral de S.

b) Si ρ : I −→ TM es una curva integral de S =⇒ c = Π ◦ ρ : I −→ M es una

geodésica.

Demostración a) Sea ρ(t) = ċ(t) = c∗t(D|t) queremos ver que S(ρ(t)) = ρ̇(t) .

Π∗ρ(t)
(ρ̇(t)) = Π∗ρ(t)

(ρ∗t(D|t)) = (Π ◦ ρ)∗t = c∗t(D|t) = ρ(t)

y

Kρ(t)( ˙ρ(t) = Kρ(t)(ρ∗t(D|t)) = ∇Dċ|t = 0

porque c es una geodésica.

Entonces S(ρ(t)) = ρ̇(t) con lo cual ċ es una curva integral de S.

b) Como ρ es una curva integral de S es:

0 = Kρ(t)(ρ̇(t)) = ∇Dρ|t = ∇D
˙Π ◦ ρ|t = ∇Dċ|t

por lo tanto c = Π ◦ ρ es una geodésica

.
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Caṕıtulo 2

Tensores naturales tipo (0,2) en el

fibrado unitario tangente

Teorema 2.1 teorema de la función implicita

Sea G ⊆ IRn un abierto que contiene el origen de IRn, y f : G −→ IRk n > k , una

función diferenciable que satisface

f(0) = 0 y Det(Djf
i|0) 6= 0 1 ≤ i, j ≤ k

.

Entonces existe (D, h) carta usual de IRn, alrededor del origen, que satisface:

a) h(0) = 0 y h(D) ⊂ G

b) D = (A× C) , con A abierto de IRk y C abierto de IRn−k

c) Si u = (u1, . . . , un) ∈ D entonces f(h(u)) = (u1, . . . , uk), osea f ◦ h es una

proyección.

Demostración: Es concecuencia inmediata del teorema de la función inversa local.

El resultado anterior implica el siguiente:

Teorema 2.2 Sea M, N variedades diferenciables de dimensión n y k respectiva-

mente y f : M −→ N diferenciable, si q ∈ N es un valor regular Q = f−1(q) es

una subvariedad sumergida de M de dimensión n− k .
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Teorema 2.3 Sea M,N,Q variedades diferenciables, dim(M) = n ≥ k = dim(N), y

f : M −→ N una submersión(esto es: f(M) = N y ∀q ∈ N q es un valor regular).

Sea F : N −→ Q

son equivalentes:

1) F ◦ f ∈ C∞ (diferenciable)

2) F ∈ C∞

Demostración: 2) implica 1) porque composición de funciones diferenciables es dife

renciable.

1) ⇒ 2)

si dim(M) > dim(N) :

Sea q ∈ N y F (q) ∈ Q, queremos hallar cartas (V,y) de N y (W,z) de Q tal que

q ∈ (V, y), F (q) ∈ (W, z) y F (V ) ⊆ W de modo que

z ◦ F ◦ y−1 : y(V ) −→ z(W )

sea diferenciable .

Como f(M) = N y q es un valor regular (f es una submersión) elegimos p ∈ f−1(q).

Por el teorema 2.1 existe (U, x) carta de M de modo que p ∈ U y q ∈ (V, y) carta

de N tal que:

X(U) = A× C

donde A es un abierto de IRk entorno del origen y C es un abierto de IRn−k entorno

del origen .

y

y ◦ f ◦ x−1(u1, . . . , uk, uk+1, . . . , un) = (u1, . . . , uk) para u ∈ X(U) .

y(V ) = A , elegimos (W,z) carta de Q de modo que F (q) ⊆ W

entonces tomamos

z ◦ F ◦ y−1(u1, . . . , uk) = z ◦ F ◦ y−1 ◦ y ◦ f ◦ x−1(u1, . . . , uk, 0 . . . , 0)

por lo tanto

z ◦ F ◦ y−1(u1, . . . , uk) = (z ◦ F ◦ f ◦ x−1) ◦ i(u1, . . . , uk)
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donde i es la inclusión.

Resulta diferenciable pues es composición de funciones diferenciables.

Si dim(M) = dim(N)

Sea q ∈ N, p ∈ f−1(q). Se tiene que f∗p : Mp −→ Nq es suryectiva y como M y N

tienen la misma dimensión f∗p es un isomorfismo.

Por el teorema de la función inversa local existe un entorno U de p en M y V entorno

de q en N tal que:

f : U −→ V es un difeomorfismo

Podemos tomar p ∈ (U, x) de M y q ∈ (V, y) de N tal que f(U) = V y f : U −→ V

es un difeomorfismo.

Eligiendo (W,z) carta de Q tal que F (V ) ⊆ W resulta

z ◦ F ◦ y−1 = (z ◦ F ◦ f ◦ x−1) ◦ (x ◦ f−1 ◦ y−1)

que es diferenciable por ser composición de funciones diferenciables.

Lema 2.4 Sea N : TM −→ TTM definido por N(v) = (Π∗v × Kv)
−1(0, v). Si

ρ : I −→ TM una curva integral de N, entonces ∇Dρ = ρ .

Demostración: Como N(ρ(t)) = ρ̇(t) = ρ∗t(D|t), o sea Π∗ρ(t)
×Kρ(t)(ρ̇(t)) = (0, ρ(t)),

se tiene:

∇Dρ|t = Kρ(t)(ρ∗t(D|t)) = ρ(t)

En lo que sigue (M,g) una variedad riemanniana de dimensión n y ∇ es la conexión

de Levi-Civita asociada a g.

Proposición 2.5 Notamos con T1M = {v ∈ TM : g(v, v) = 1 }. Si F : TM −→
IR se define F (v) = g(v, v), entonces 1 es valor regular de F.
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Demostración: 1)veamos que F es diferenciable:

Sea v ∈ TM, Π(v) = p y p ∈ (U, x) carta de M, y (TU, x̄) la carta del fibrado

tangente inducida por (U, x), luego v ∈ (TU, x̄) y :

F ◦ x̄−1(a1, . . . , an, an+1, . . . , a2n) =
n∑

i,j=1

gij ◦ x−1(a1, . . . , an)an+ian+j

que es diferenciable, pues gij lo son.

donde a = (a1, . . . , a2n) ∈ x(U)× IRn y gij = g(∂xi, ∂xj)

2) Sea v ∈ T1M se quiere ver que F∗p : (TM)v −→ IR es suryectiva. Si tomamos

ρ : I −→ TM curva integral de N tal que ρ(0) = v , ρ̇(0) = N(v)

se tiene

F∗v(N(v)) = F∗v(ρ̇(0)) = F∗v(ρ∗0(D|0)) = (F ◦ ρ)∗0(D|0) = ˙(F ◦ ρ)(0)

Si c = Π ◦ ρ : I −→ M , ρ es un campo a lo largo de c. Como

(F ◦ρ)(t) = g(ρ(t), ρ(t)) =< ρ(t), ρ(t) > , y la conexión es compatible con la métrica

entonces

˙(F ◦ ρ)(0) = 2 < ∇Dρ, ρ > |0 = 2 < ρ(0), ρ(0) >= 2 < v, v >= 2

De la proposición anterior y del teorema 2.2 se tiene el siguiente corolario:

Corolario 2.6 T1M es una subvariedad sumergida de TM de dimensión 2n-1.

Observación 2.7 Como T1M es una subvariedad sumergida de TM

i : T1M −→ TM , i la inclusión, es una sumersión, luego i∗v : (T1M) −→ (TM)v es

inyectiva.

En lo que sigue identificaremos (T1M)v con i∗v((T1M)v) ⊂ (TM)v

Definición 2.8 Sean (M, g) y ∇ como antes, llamamos métrica de Sasaki a la

métrica sobre TM:

< , >: χ(TM)× χ(TM) −→ F (TM)
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dado por

< X, Y >v=< Π∗v(X(v)), Π∗v(Y (v)) >Π(v) + < Kv(X(v)), Kv(Y (v)) >Π(v)

Proposición 2.9 Sea v ∈ T1M y N el campo sobre TM, definido por N(u) =

(Π∗u ×Ku)
−1(0, u) para u ∈ TM, entonces

a) < N(v), N(v) >= 1

b) N(v) ⊥ (T1M)v

respecto de la métrica de Sasaki.

Demostración :

a)

< N(v), N(v) >=< Π∗v(N(v)), Π∗v(Y (v)) >Π(v) + < Kv(N(v)), Kv(N(v)) >Π(v)=

= 0+ < v, v >= 0 + 1 = 1 .

b) Sea b ∈ (T1M)v,

< N(v), i∗v(b) >=< Π∗v(N(v)), Π∗v(i∗v(b)) > + < v, Kv(i∗v(b) >=< v, Kv(i∗v(b)) >

Recordamos que si Q es un variedad diferenciable, f : Q −→ M , es diferenciable,

B ∈ χ(Q); X, Y ∈ χf entonces ( propiedad 10 de la derivación covariante a lo

largo de f , caṕıtulo 1)

B(< X, Y >) =< ∇BX, Y > + < X,∇BY >

donde ∇BX = K ◦X∗ ◦B

Aplicando el resultado anterior para Q = T1M , f = Π : T1M −→ M y X = i :

T1M −→ TM , entonces Kv(i∗v(b)) = ∇bi y

< v, Kv(i∗v(b)) >=< i(v),∇bi >=
1

2
b(< i, i >) =

1

2
b(1) = 0

con lo cual < N(v), i∗v(b) >= 0, N(v) ⊥ (T1M)v .
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De acuerdo con la proposición anterior podemos identificar (T1M)v con el subespacio

de (TM)v normal a N(v) con respecto a la métrica de Sasaki. También tenemos otra

forma de interpretar los campos tangentes del fibrado unitario tangente.

Si X ∈ χ(T1M), habiendo identificado (T1M)v con i∗v((T1M)v) y dado que

X(v) ⊥ N(v) ⇐⇒< Kv(X(v)), v >Π(v)= 0

decimos que X ∈ χ(T1M) si cumple:

1)X : T1M −→ TTM diferenciable

2)X(v) ∈ (TM)v

3)< Kv(X(v)), v >Π(v)= 0

Sea L(M) : {(p, v1, . . . , vn) donde p ∈ M y v1, . . . , vn base de TMp} el fibrado de

bases de M.

L(M) es una variedad diferenciable de dimensión n + n2, donde la estructura está

generada por el atlas inducido por las cartas de M. Si (U,x) es una carta de M

definimos (Ũ , x̃)

donde

Ũ = {(p, v1, . . . , vn) : p ∈ U y (v1, . . . , vn) base de Mp}
y

x̃(p, v1, . . . , vn) = (x(p), v1(x
1), . . . , v1(x

n), . . . , vn(x1), . . . , vn(xn))

Observación 2.10 Sea Πj : L(M) −→ TM dada por Πj(p, v1, . . . , vn) = vj.

Tomando (U,x) carta de M y las inducidas (TU, x̄) y (Ũ , x̃) tenemos

x̄ ◦ Πj ◦ x̃−1(a1, . . . , an, b
1
1, . . . , b

n
1 , . . . , b

1
n, . . . , bn

n) = (a1, . . . , an, b
1
j , . . . , b

n
j )

donde (a1, . . . , an, b1
1, . . . , b

n
1 , . . . , b

1
n, . . . , b

n
n) ∈ x̃(Ũ).

por lo tanto Πj es diferenciable.

Proposición 2.11 Sea O(M) : {(p, u1, . . . , un) : p ∈ M y (u1, . . . , un) base

ortonormal de Mp} que llamamos fibrado ortonormal de bases.

O(M) es una variedad sumergida de L(M) de dimensión n + n(n−1)
2
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Demostración: Consideramos F : L(M) −→ S, donde S es la variedad de las matri-

ces simétricas de IRn×n, cuya dimensión es n(n+1)
2

F (p, v1, . . . , vn) = (aij), tal que aij =< vi, vj >p

Afirmamos que I, la matriz identidad de IRn×n, es un valor regular de F. Si vieramos

esto, como O(M) = F−1(I) por el teorema 2.2 se prueba la proposición.

Entonces veamos que I es un valor regular.

Sea (p, u) = (p, u1, . . . , un) ∈ F−1(I) hay que probar que F∗(p,u)
: (L(M))(p,u) −→ SI

es suryectiva.

Dados 1 ≤ i < j ≤ n definimos cij : J −→ L(M), J entorno de cero

cij = (c0, c1, . . . , cn)

c0(t) = p constante

c1(t) = u1 ”
...

ci−1(t) = ui−1 ”

ci(t) = ui + tuj

ci+1(t) = ui+1 constante
...

cn(t) = un ”

F (cij) = I + tEij donde Eij ∈ S, (Eij)ij = 1 = (Eij)ji y cero en las demás

entradas .

F (cji)(D|0)(xkl) = {1 si (k, l) = (i, j) y 0 si (k, l) 6= (i, j)} (A)

Si i = j tomamos entonces cii = (c0, c1, . . . , cn) :

c0(t) = p constante

c1(t) = u1 ”
...

ci−1(t) = ui−1 constante

ci(t) = 2
√

t + 1ui
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ci+1(t) = ui+1 constante
...

cn(t) = un ”

F (cij) = I + tEii donde Eii ∈ S, (Eii)ii = 1 y cero en las demás entradas .

F (cii)(D|0)(xkl) = {1 si (k, l) = (i, i) y 0 si (k, l) 6= (i, i)} (B)

por (A) y (B) se tiene que ∂xij|I para 1 ≤ i ≤ j ≤ n están en la imagen de F∗(p,u)
,

por lo tanto es suryectiva.

Si (p, u) ∈ O(M) donde u = (u1, . . . , un) definimos:

Hi(p, u) = (Π∗un
×Kun)−1(ui, 0p) ∈ (TM)h

un
1 ≤ i ≤ n

Vj(p, u) = (Π∗un
×Kun)−1(0p, uj) ∈ (TM)v

un
1 ≤ j ≤ n− 1

Observación 2.12 Hi(p, u) ⊥ N(un) 1 ≤ i ≤ n y Vj(p, u) ⊥ N(un) 1 ≤ j ≤
n−1,en la métrica de Sasaki, con lo cual {Hi(p, u)} y {Vj(p, u)} están en (T1M)un.

< Hi(p, u), N(un) >=< ui, 0 >Π(un) + < 0, un >Π(un)= 0

< Vj(p, u), N(un) >=< 0, 0 >Π(un) + < uj, un >Π(un)= 0

.

Además {Hi, Vj}, 1 ≤ i ≤ 1 ≤ j ≤ n− 1, es una base ortonormal de (T1M)un

< Hi(p, u), Hj(p, u) >=< ui, uj >Π(un) + < 0, 0 >Π(un)= δij

< Hi(p, u), Vj(p, u) >=< ui, 0 >Π(un) + < 0, uj >Π(un)= 0

< Vi(p, u), Vj(p, u) >=< 0, 0 >Π(un) + < ui, uj >Π(un)= δij
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Proposición 2.13 Hi : O(M) −→ T (T1M) y Vj : O(M) −→ T (T1M) son dife-

renciables.

Demostración: Sean H̃i, Ṽj : L(M) −→ TTM para 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n − 1

definidas por:

H̃i(p, v) = (Πvn ×Kvn)−1(vi, 0) ∈ (TM)vn

Ṽj(p, v) = (Πvn ×Kvn)−1(0, vj) ∈ (TM)vn

donde v = (v1, . . . , vn) base de Mp.

Si i : O(M) −→ L(M) es la inclusión,

Hl = H̃l ◦ i si 1 ≤ i ≤ n, Vj = Ṽj ◦ i si 1 ≤ j ≤ n− 1.

Si se muestra que H̃l, Ṽj son diferenciables, por ser i ∈ C∞ pues O(M) es una

subvariedad sumergida de L(M), resulta que Hi, Vj son diferenciables.

Si p ∈ (U, x) carta de M , donde Xi = ∂xi y (TU, x̄) la carta inducida sobre el

fibrado tangente por (U, x) y Ai = ∂x̄i.

Luego localmente:

H̃i =
n∑

l=1

x̄n+l(Πi(p, v))Zl(p, v)

donde

Zl(p, v) = Al(Πn(p, v))−
n∑

kj

x̄n+j(Πn(p, v))Γk
lj(Π(Πn(p, v)))An+k(Πn(p, v))

y Πi 1 ≤ i ≤ n son las aplicaciones diferenciables de la observación 2.10 ,

por lo tanto se tiene H̃i son diferenciables.

La expresión local de Ṽj :

Ṽj(p, v) =
n∑

i=1

x̄n+i(Πj(p, v))An+i(Πn(p, v))

con lo cual Ṽj es diferenciable .
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Proposición 2.14 Si ψ : O(M) −→ T1M definida por ψ(p, u) = un para

u = (u1, . . . , un) entonces ψ es una submersión .

Demostración: ψ es diferenciable por que ψ = Πn◦i donde Πn es la de la observación

2.10, que es diferenciable, e i es la inclusión de O(M) en L(M) que también lo es.

ψ es suryectiva y nos resta ver que dado (p, u) = (p, u1, . . . , un) ∈ O(M)

ψ∗(p,u)
: O(M)(p,u) −→ (T1M)un es suryectiva

Para ver esto bastaŕıa ver que dado b ∈ (T1M)un ∃ c : I −→ O(M) tal que

c(0) = (p, u) y ˙(ψ ◦ c)(0) = b.

Buscamos c = (c0, c1, . . . , cn) de modo que:

1) c0 : I −→ M y ci : I −→ T1M para 1 ≤ i ≤ n, donde I es un entorno del origen.

2) c0(0) = p y ci(0) = ui

3) Π ◦ ci(t) = c0(t) para 1 ≤ i ≤ n

4) < ci(t), cj(t) >= δij ∀ t ∈ I

5) ċn(0) = b, pues ψ ◦ c = cn

Sea αn : I −→ T1M tal que αn(0) = un y α̇n(0) = b

Tomamos c0 = Π ◦ αn(t)

Elegimos αi : I −→ TM para 1 ≤ i ≤ n− 1 campos paralelos a lo largo de c0 (Esto

es, Π ◦ αi = c0 y ∇D|tαi = 0) tal que αi(0) = ui.

Ahora como la conexión es compatible con la métrica, entonces < αi(t), αj(t) >:

I −→ IR es constante y como < αi(0), αj(0) >= δij se tiene que

α1(t), . . . , αn−1(t) es un conjunto ortonormal de Mc0(t)

Lo que queremos ver es que existe un intervalo I alrededor de cero tal que {α1(t), . . . , αn(t)}
son linealmente independientes en Mc0(t) para todo t ∈ I. Supongamos que no:

entonces ∃ tm
m−→ 0 y λm

1 , . . . , λm
n no todos ceros para cada m , de modo que

n∑

i=1

λm
i αi(tm) = 0

λm
n 6= 0 ∀ m pues {α1(tm), . . . , αn−1(tm)} es conjunto ortonormal de Mc0(tm)
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αn(tm) = (
−λm

1

λm
n

)α1(tm) + . . . + (
−λm

n−1

λm
n

)αn−1(tm) ∀ m

Como tm
m−→ 0 y < αi(0), αn(0) >= 0 para 1 ≤ i ≤ n− 1 y teniendo en cuenta que

< αi(tm), αn(tm) >= (
−λm

i

λm
n

) se tiene

lim
m→+∞(

−λm
i

λm
n

) = 0

entonces

1 = lim
m→+∞ < αn(tm), αn(tm) >= lim

m→+∞

n−1∑

i=1

(
−λm

i

λm
n

)2 = 0, absurdo

Luego existe un intervalo I de IR que contiene al cero de modo que {α1(t), . . . , αn(t)}
son linealmente independientes ∀ t ∈ I.

Ahora vamos a ortonormalizarlos para que c sea una curva en O(M).

Sean:

cn(t) = αn(t)

ci(t) =
di(t)

‖di(t)‖ para 1 ≤ i ≤ n− 1

donde

d1(t) = α1(t)− < α1(t), cn(t) > cn(t) y di+1(t) = αi+1
∑i

j=1 < αi+1(t), cj(t) > cj(t)

Aśı obtenemos la curva que queŕıamos. Con lo cual ψ es una submersión.

Sea O(n−1) el grupo ortonormal de matrices de IR(n−1)×(n−1). O(n−1) actúa sobre

O(M) de la siguiente manera:

Si a ∈ O(n− 1), a =




a1
1 . . . a1

n−1
...

...

an−1
1 . . . an−1

n−1




Sea Ra : O(M) −→ O(M) definida por Ra(p, u) = (p, ua) , ua = (ū1, . . . , ūn), donde

ūj =
∑n−1

i=1 ai
jui para 1 ≤ j ≤ n− 1 y ūn = un.
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Proposición 2.15 Ra : O(M) −→ O(M) es un difeomorfismo.

Demostración: Sea R̃a : L(M) −→ L(M) dada por

R̃a(p, v) = (p,
n−1∑

i=1

ai
1vi, . . . ,

n−1∑

i=1

ai
n−1vi, vn)

.

vamos a ver que R̃a es diferenciable.

Sea p ∈ (U, x) carta de M y (Ũ , x̃) la carta de L(M) inducida por (U,x) ya men-

cionada antes.

Si (z1, . . . , zn, b
1
1, . . . , b

n
1 , . . . , b

1
n, . . . , b

n
n) ∈ x̃(Ũ)

se tiene

x̃ ◦ R̃a ◦ x̃−1((z1, . . . , zn, b1
1, . . . , b

n
1 , . . . , b

1
n, . . . , bn

n)) =

= (z1, . . . , zn,
n−1∑

i=1

ai
1b

1
i , . . . ,

n−1∑

i=1

ai
1b

n
i , . . . ,

n−1∑

i=1

ai
n−1b

1
i , . . . ,

n−1∑

i=1

ai
n−1b

n
i , b1

n, . . . , bn
n)

por lo tanto R̃a es diferenciable. Como Ra = R̃a ◦ i donde i es la inclusión de O(M)

en L(M), tenemos que Ra es diferenciable.

Dado que (ua)at = u implica que Rat = (Ra)
−1, resulta Ra un difeomorfismo.

Observación 2.16 ψ ◦Ra = ψ ∀ a ∈ O(n− 1)

Ahora veamos como los campos en T1M inducen aplicaciones diferenciables de O(M)

en IR2n−1.

Sea X ∈ χ(T1M), si (p, u) ∈ T1M entonces X ◦ ψ(p, u) ∈ (T1M)un

Como {H1(p, u), . . . , Hn(p, u), V1(p, u), . . . , Vn−1(p, u)} es una base ortonormal de

(T1M)un resulta:

X ◦ ψ(p, u) =
n∑

i=1

xi(p, u)Hi(p, u) +
n−1∑

j=1

xn+j(p, u)Vj(p, u)

donde
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xi(p, u) =< X ◦ ψ(p, u), Hi(p, u) >=< Π∗un
(X(ψ(p, u))), ui >p 1 ≤ i ≤ n (I)

xn+j(p, u) =< X◦ψ(p, u), Vj(p, u) >=< Kun(X(ψ(p, u))), uj >p 1 ≤ j ≤ n−1 (II)

Luego los xi : O(M) −→ IR 1 ≤ i ≤ 2n− 1 son diferenciables.

Dado X ∈ χ(T1M) definimos la aplicación diferenciable ∇X : O(M) −→ IR2n−1

∇X(p, u) = (x1(p, u), . . . , xn(p, u), xn+1(p, u), . . . , x2n−1(p, u))

Proposición 2.17 Si X ∈ χ(T1M) y a ∈ O(n− 1) entonces

∇X ◦Ra =∇ X.M(a)

donde M(a) =

(
M1(a) M2(a)

M4(a) M3(a)

)
∈ R(2n−1)×(2n−1)

con M1(a) =

(
a 0

0 1

)
∈ IRn×n, M2(a) = 0 ∈ IRn×(n−1), M3(a) = a ∈ IR(n−1)×(n−1),

M4(a) = 0 ∈ IR(n−1)×n

Demostración: Si (p, u) ∈ O(M) y a ∈ O(n − 1), es Ra(p, u) = (p, ū) donde

ūn = un y ūi =
∑n−1

j=1 aj
iuj. Teniendo en cuenta que ψ ◦Ra = ψ, resulta

xi ◦Ra(p, u) = xi(p, ū) =< Π∗ūn
(X(ψ(p, ū)), ūi >=< Π∗un

(X(ψ(p, u)), ūi >

para 1 ≤ i ≤ n, y

xn+j ◦Ra(p, u) = xn+j(p, ū) =< Kūn(X(ψ(p, ū)), ūj >=< Kun(X(ψ(p, u)), ūj >

para 1 ≤ j ≤ n− 1

Luego,

xi ◦Ra(p, u) =
∑n−1

l=1 al
ix

l(p, u) si 1 ≤ i ≤ n− 1
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xn ◦Ra(p, u) = xn(p, u)

xn+j ◦Ra(p, u) =
∑n−1

l=1 al
jx

n+l(p, u) si 1 ≤ j ≤ n− 1

En consecuencia, ∇X ◦Ra(p, u) =∇ X(p, u).M(a)

Como vimos antes, los campos en T1M inducen aplicaciones de O(M) en IR2n−1 .

Ahora veremos como los tensores tipo (0,2) sobre T1M inducen aplicaciones dife-

renciables de O(M) en IR(2n−1)×(2n−1), que nos permitirán caracterizarlos.

Sea G : χ(T1M)× χ(T1M) −→ F (T1M) un tensor tipo (0,2) sobre T1M .

Si v ∈ T1M y X, Y ∈ χ(T1M) es G(X, Y )(v) = Gv(X(v), Y (v));

y tenemos que Gv : (T1M)v × (T1M)v −→ IR es bilineal

Si (p, u) ∈ O(M), con ψ(p, u) = v definimos

∇G(p, u) ∈ IR(2n−1)×(2n−1) como la matriz de Gv

respecto de la base {H1(p, u), . . . , Hn(p, u), V1(p, u), . . . , Vn−1(p, u)} de (T1M)v

Luego ∇G : O(M) −→ IR(2n−1)×(2n−1) es diferenciable.

Por construcción se cumple

G(X,Y ) ◦ ψ =∇ X.∇G. (∇Y )t

pues si

X ◦ ψ(p, u) =
n∑

i=1

xi(p, u)Hi(p, u) +
n−1∑

j=1

xn+j(p, u)Vj(p, u)

e

Y ◦ ψ(p, u) =
n∑

i=1

yi(p, u)Hi(p, u) +
n−1∑

j=1

yn+j(p, u)Vj(p, u)

entonces

G(X,Y )◦ψ(p, u) = Gψ(p,u)(X ◦ψ(p, u), Y ◦ψ(p, u)) =
2n−1∑

i,l=1

xi(p, u)yl(p, u)(∇G(p, u))il

Es decir, G(X, Y ) ◦ ψ(p, u) =∇ X(p, u).∇G(p, u).(∇Y (p, u))t
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Proposición 2.18 Si G es un tensor tipo (0,2) sobre T1M y a ∈ O(n−1), entonces

∇G ◦Ra = M t(a).∇G.M(a)

donde M(a) es la de la proposición 2.17 y M(a)t es su transpuesta.

Demostración: Como G(X, Y ) ◦ ψ =∇ X.∇G. (∇Y )t; ∇X ◦Ra =∇ X.M(a)

y ψ ◦Ra = ψ, resulta:

∇X.∇G.(∇Y )t = G(X, Y ) ◦ ψ ◦Ra =∇ X ◦Ra.
∇G ◦Ra.(

∇Y ◦Ra)
t =

=∇ .M(a).∇G ◦Ra.M(a)t.(∇Y )t

Como la igualdad vale para todo X, Y ∈ χ(T1M), se obtiene

∇G = M(a).∇G ◦Ra.M(a)t o equivalentemente ∇G ◦Ra = M(a)t.∇G.M(a)

Esto nos dice que dado G podemos asociarle una matriz diferenciable G −→∇ G

que cumple:

∇G ◦Ra = M(a)t.∇G.M(a) y G(X, Y ) ◦ ψ =∇ X.∇G. (∇Y )t.

La siguiente proposición muestra que la rećıproca es cierta, o sea la asignación es

b́ıunivoca.

Proposición 2.19 Sea T : O(M) −→ IR(2n−1)×(2n−1) una función diferenciable tal

que T ◦Ra = M(a)t.T.M(a) ∀ a ∈ O(n− 1)

Entonces existe un único tensor G : χ(T1M)× χ(T1M) −→ F (T1M) que cumple

∇G = T .

Demostración: Sea v ∈ T1M Π(v) = p e X, Y ∈ χ(T1M) definimos

G(X, Y )(v) =∇ X(p, u).T (p, u).(∇Y (p, u))t

donde (p, u) ∈ O(M) y u = (u1, . . . , un−1, v)

veamos que está bien definido.

31



Si (p, ū1, . . . , ūn−1, v) ∈ O(M), existe a ∈ O(n−1) tal que Ra(p, u1, . . . , un−1, v) =

(p, ū1, . . . , ūn−1, v)

entonces

∇X(p, ū).T (p, ū).(∇Y (p, ū))t =∇ X ◦Ra(p, u).T ◦Ra(p, u).(∇Y ◦Ra(p, u))t =

=∇ X(p, u).M(a).T ◦Ra(p, u).(M(a))t(∇Y (p, u))t

Como T ◦Ra = M(a)t.T.M(a) se tiene

∇X(p, ū).T (p, ū).(∇Y (p, ū))t =∇ X(p, u).T (p, u).(∇Y (p, u))t

y por lo tanto está bien definida

Ahora hay que ver que G resulta un tensor. Es claro que es F(M)-bilineal, pues si

X, Y ∈ χ(T1M) y f ∈ F (T1M)es :

∇(X + Y ) =∇ X +∇ Y, ∇(f.X) = f.∇X

Falta ver que G : χ(T1M)× χ(T1M) −→ F (T1M); Sea X, Y ∈ χ(T1M); luego

G(X,Y ) : T1M −→ IR y

G(X, Y ) ◦ ψ(p, u) =∇ X(p, u).T (p, u).(∇Y (p, u))t

por lo tanto G(X, Y )◦ψ es diferenciable. Por el teorema 2.3, es G(X, Y ) : T1M −→
IR diferenciable pues ψ : O(M) −→ T1M es una submersión.

Luego G es un tensor tipo (0,2) que cumple ∇G = T y por construcción resulta

único.

Definición 2.20 Sea G : χ(T1M)×χ(T1M) −→ F (T1M) un tensor tipo (0,2) sobre

T1M . G es natural si ∇G : O(M) −→ IR(2n−1)×(2n−1) depende solo de p ∈ M .

La siguiente proposición nos da una caracterización de los tensores naturales tipo

(0,2) en fibrado unitario tangente.
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Proposición 2.21 G es natural sii existen funciones fi : M −→ IR

1 ≤ i ≤ 5 diferenciables, de modo que

∇G(p) =




f1(p)I 0t f2(p)I

0 f5(p) 0

f4(p)I 0t f3(p)I




donde I ∈ IR(n−1)×(n−1), 0 ∈ IR1×(n−1)

Demostración: Consideramos las siguientes submatrices de ∇G

∇G =

(
A1 A2

A4 A3

)

donde A1 : O(M) −→ IRn×n, A2 : O(M) −→ IRn×(n−1), A3 : O(M) −→ IR(n−1)×(n−1),

A4 : O(M) −→ IR(n−1)×n

A1 =

(
B1 Ct

1

C2 C

)
, A2 =

(
B2

C3

)
, A3 = B3, A4 = ( B4 Ct

4 )

Bi : O(M) −→ IR(n−1)×(n−1), para 1 ≤ i ≤ 4 Ci : O(M) −→ IR1×(n−1) y

C : O(M) −→ IR

Como G es natural,

∇G =∇ G ◦Ra = M(a)t.∇G.M(a) ∀ a ∈ O(n− 1)

y Bi(p, u) = Bi(p) si i = 1, 2, 3, 4 Ci(p, u) = Ci(p) si i = 1, 2, 3, 4 y C(p, u) = C(p)

entonces se tiene

1)at.Bi.a = Bi para 1 ≤ i ≤ 4 ∀ a ∈ O(n− 1)

2)at.Ct
1 = C1 ∀ a ∈ O(n− 1)

3)at.Ct
4 = C4 ∀ a ∈ O(n− 1)

4)C2.a = C2 ∀ a ∈ O(n− 1)

5)C3.a = C3 ∀ a ∈ O(n− 1)

Esto implica que Bi(p) = fi(p)I para 1 ≤ i ≤ 4 y C(p) = f5(p), donde fi : M −→ IR

i = 1, 2, 3, 4, 5 diferenciables pues ∇G lo es,y los Ci = 0

Con respecto a la rećıproca. Si tenemos una matriz como la del enunciado, definiendo

G como en la proposición 2.19, tenemos que G es un tensor natural.
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Corolario 2.22 Sea X e Y ∈ χ(T1M). Los descomponemos en sus componentes

verticales y horizontales ,o sea Xh(u) ∈ (TM)h
u y Xv(u) ∈ (TM)v

u ,X = Xh +

Xv e Y = Y h + Y v. G es natural sii existen gi ∈ F (M) i = 1, 2, 3, 4, 5 tales que si

v ∈ T1M, Π(v) = p se cumple:

1) G(Xh, Y h)(v) = g1(p) < Π∗v(X(v)), Π∗v(Y (v)) >p +

+g5(p) < Π∗v(X(v)), v >p< Π∗v(Y (v)), v >p

2) G(Xh, Y v)(v) = g2(p) < Π∗v(X(v)), Kv(Y (v)) >p

3) G(Xv, Y v)(v) = g3(p) < Kv(X(v)), Kv(Y (v)) >p

4) G(Xv, Y h)(v) = g4(p) < Kv(X(v)), Π∗v(Y (v)) >p

siendo g1 = f1, g2 = f2, g3 = f3, g4 = f4, g5 = f5 − f1, donde las fi son las de la

proposición anterior.

Demostración: Como G es natural, es ∇G =




f1I 0t f2I

0 f5 0

f4I 0t f3I




Si ∇X = (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , x2n−1),

es ∇(Xh) = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0) y ∇(Xv) = (0, . . . , 0, xn+1, . . . , x2n−1).

Luego,

G(Xh, Y h) = ( x1, . . . , xn ) .

(
f1I 0

0 f5

)
.




y1

...

yn


 = f1.(

∑n−1
i=1 xi.yi) + xnynf5

G(Xh, Y v) = ( x1, . . . , xn ) .

(
f2I

0

)
.




yn+1

...

y2n−1


 = f2.(

∑n−1
i=1 xi.yn+i)

G(Xv, Y h) = ( xn+1, . . . , x2n−1 ) . ( f4I 0 ) .




y1

...

yn


 = f4.(

∑n−1
i=1 xn+i.yi)

G(Xv, Y v) = ( xn+1, . . . , x2n−1 ) . ( f3I )




yn+1

...

y2n−1


 = f3.(

∑n−1
i=1 xn+i.yn+i)

Como ya vimos

xi(p, u) =< Π∗un
(X(ψ(p, u))), ui >p 1 ≤ i ≤ n
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xn+j(p, u) =< Kun(X(ψ(p, u))), uj >p 1 ≤ j ≤ n− 1

entonces reemplazando en las igualdades anteriores se tiene lo que queŕıamos probar.

Ahora si tenemos un tensor G y gi i = 1, 2, 3, 4, 5 que cumplen lo indicado en el

corolario, entonces ∇G =




g1I 0t g2I

0 g5 + g1 0

g4I 0t g3I


 , I ∈ IR(n−1)×(n−1),con lo cual G es

natural.

Nota: En [4] se muestra que hay una relación biuńıvoca entre los tensores tipo (0,2)

sobre el fibrado tangente y las matrices T : N −→ IR2n×2n diferenciables, donde :

• N = O(M)× IRn tal que

• T =

(
A1 A2

A4 A3

)
con Ai : N −→ IRn×n siendo

at.Ai(p, u, ξ).a = Ai ◦Ra(p, u, ξ) ∀ a ∈ O(n− 1)

• Ra(p, u, ξ) = (p, ua, ξa), ua = {∑n
i=1 ai

1ui, . . . ,
∑n

i=1 ai
nui};

ξa = {∑n
i=1 ai

1ξ
i, . . . ,

∑n
i=1 ai

nξi}.
La aplicación biuńıvoca G −→∇ G = T, se obtiene del siguiente modo:

Sea (p, u, ξ) ∈ O(M) y ψ(p, u, ξ) =
∑n

i=1 ξiui = v . Definiendo

ei(p, u, ξ) = (Π∗v ×Kv)
−1(ui, 0p)

en+i(p, u, ξ) = (Π∗v ×Kv)
−1(0p, ui)

para 1 ≤ i ≤ n, es {ei(p, u, ξ), en+i(p, u, ξ)}n
i=1 una base de (TM)v

∇G(p, u, ξ) es la matriz de Gψ(p,u,ξ) en la base antes indicada

Se define G es natural si ∇G depende sólo de ξ.

Por el lema de caracterización (3.1) de [4] se tiene que si ∇G =

(
A1 A2

A4 A3

)
, es G

natural sii

Ai(ξ) = αi(‖ξ‖2)I + βi(‖ξ‖2).ξt.ξ

donde αi, βi : [0, +∞) −→ IR i = 1, 2, 3, 4 diferenciables.

Obtenemos el siguiente corolario
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Corolario 2.23 Sea G : χ(TM) × χ(TM) −→ F (TM) un tensor natural sobre

TM. Entonces G̃ = i∗(G) : χ(T1M)× χ(T1M) −→ F (T1M) es natural.

Demostración :

• G̃(Xh, Y h)(v) = α1(‖v‖2) < Π∗v(X(v)), Π∗v(Y (v)) > +

+β1(‖v‖2) < Π∗v(X(v)), v > . < Π∗v(Y (v)), v >=

= α1(1) < Π∗v(X(v)), Π∗v(Y (v)) > + β1(1) < Π∗v(X(v)), v > . < Π∗v(Y (v)), v >

• G̃(Xh, Y v)(v) = α2(1) < Π∗v(X(v)), Kv(Y (v)) >

pues < K(Y (v)), v >= 0 si Y ∈ χ(T1M)

• G̃(Xv, Y h)(v) = α4(1) < Kv(X(v)), Π∗v(Y (v)) >

pues < K(X(v)), v >= 0

•G̃(Xv, Y v)(v) = α3(1) < Kv(X(v)), Kv(Y (v)) >

porque < K(Y (v)), v >= 0 =< K(X(v)), v >

Con las notaciones del corolario anterior, sean

g1(p) = α1(1)

g2(p) = α2(1)

g3(p) = α3(1)

g4(p) = α4(1)

g5(p) = β1(1)

Ahora, de acuerdo con las notaciones de la proposición 2.21

es

∇G̃(p) =




f1(p)I 0t f2(p)I

0 f5(p) 0

f4(p)I 0t f3(p)I




donde f1(p) = g1(p) = α1(1), f2(p) = g2(p) = α2(1), f3(p) = g3(p) = α3(1),

f4(p) = g4(p) = α4(1), f5(p) = g5(p) + f1(p) = β1(1) + α1(1) y por lo tanto G̃ es

natural.

Observación 2.24 El corolario anterior nos sugiere, que hay tensores naturales

sobre T1M que no son la restricción de un natural sobre TM .
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Observación 2.25 Sea (M, g) una variedad riemanniana definimos L : χ0
2(M) −→

χ0
2(TM)

L(G)(X,Y )(v) = G(Π∗v(X(v)), Π∗v(Y (v)))Π(v) + G(Kv(X(v)), Kv(Y (v)))Π(v)

Si X,Y ∈ χ(TM)

Aśı tenemos una forma de levantar tensores de M a tensores sobre el fibrado tan-

gente. Por ejemplo, si g es la métrica de M, L(g) es la métrica de Sasaki de TM.

También tenemos i∗ : χ0
2(TM) −→ χ0

2(T1M). Podŕıamos preguntarnos que carac-

teristicas debe tener G ∈ χ0
2(M) para que i∗ ◦ L(G) (respectivamente L(G)) sea

natural en T1M (respectivamente en TM ).

Proposición 2.26 i∗ ◦ L(G) es natural sii G = f.g, donde f ∈ F (M) .

Demostración: Si (p, u) ∈ O(M)

• i∗ ◦ L(G)(ψ(p, u))(Hi(u), Hj(u)) = L(G)(ψ(p, u))(Hi(u), Hj(u)) = G(p)(ui, uj)

1 ≤ i, j ≤ n.

• i∗ ◦ L(G)(ψ(p, u))(Hi(u), Vj(u)) = 0 = i∗ ◦ L(G)(ψ(p, u))(Vj(u), Hi(u))

• i∗ ◦ L(G)(ψ(p, u))(Vj(u), Vl(u)) = G(p)(uj, ui) 1 ≤ i, j ≤ n− 1

De la proposición 2.21 se sigue

i∗ ◦ L(G) es natural sii G(p)(ui, uj) = G(p)(ūi, ūj) = δijf(p), f ∈ F (M),

∀ (p, u), (p, ū) ∈ O(M) (∗)
entonces si i∗ ◦ L(G) es natural y v, w ∈ Mp y u1, . . . , un base ortonormal de Mp

v =
∑n

i=1 viui y w =
∑n

j=1 wjuj

Luego G(p)(v, w) = (
∑n

i=1 viwi)f(p) = f(p)g(p)(v, w)

La rećıproca se deduce de (∗)

Corolario 2.27 L(G) es un tensor natural tipo (0,2) en TM ⇐⇒ G = λg, λ ∈ IR

Demostración: Si L(G) es natural, por el corolario 2.23, i∗(L(G)) es natural.

Teniendo en cuenta la proposición anterior, se ve que G = fg con f ∈ F (M), pero

de la demostración del corolario 2.23 se deduce que f ≡ λ ∈ IR.

Con respecto a la rećıproca, si G = λg =⇒ L(G) = λL(g), entonces L(G) es un

múltiplo de la métrica de Sasaki que es natural.
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Para terminar el caṕıtulo consideremos,para R > 0, el R-fibrado tangente TRM =

{v ∈ TM : ‖v‖ = R}. TRM al igual que T1M es una subvariedad sumergida de

TM de dimensión 2n− 1.

Sea OR(M) = {(p, v1, . . . , vn) : v1, . . . , vn base ortogonal de Mp y < vi, vj >=

δijR
2}.

Se puede ver, al igual que en T1M , que los tensores tipo (0,2) sobre TRM están en

relación biuńıvoca con las matrices diferenciables T : OR(M) −→ IR(2n−1)×(2n−1) que

cumplen T ◦Ra = M(a)t.T.M(a) ∀ a ∈ O(n− 1).

En forma análoga a T1M se definen los tensores naturales sobre TRM .

Estos se caracterizan de igual manera que en la proposición 2.21, dado para el caso

del fibrado unitario tangente. También tenemos, en el caso del R-fibrado tangente ,

un corolario similar a 2.22, donde ahora gi = 1
R2 fi i = 1, 2, 3, 4 y g5 = 1

R2 (f5 − f1).

Para terminar, si i∗ : χ0
2(TM) −→ χ0

2(TRM), i∗(G) es natural en TRM si G lo es en

el fibrado unitario tangente.
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Caṕıtulo 3

Tensores naturales tipo (0,2) en el

espacio de geodésicas.

3.0.3 variedades simplécticas

Definición 3.1 Sea N una variedad diferenciable de dimensión 2n y ω ∈ Ω2(N).

El par (N, ω) se denomina una variedad simpléctica si :

1) dω = 0

2) ω es no degenerada. Es decir, ∀ p ∈ N la aplicación bilineal ωp : Np×Np −→ IR

es no degenerada (ωp(v, u) = 0 ∀ u Np =⇒ v = 0)

Ejemplo 3.2 Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y N = T ∗M . Si

Π : T ∗M −→ M es la proyección, sea ρ la 1-forma sobre T ∗M definida por:

ρ : χ(T ∗M) −→ F (T ∗M)

ρ(X)(ω) = ω(Π∗ω(X(ω))

Si γ = −dρ, entonces (N, γ) es una variedad simpléctica.

Veamos la representación local de γ. Sea (U,x) una carta de M y (T ∗U, y) la carta

de T ∗M inducida por (U,x).

Tenemos que ρ =
∑2n

i=1 ρ(∂yi)dyi y si ω ∈ T ∗U , Π∗ω(∂yi|ω) ∈ MΠ(ω).

Siendo Π∗ω(∂yi|ω)(xj) = ∂yi|ω(xj ◦ Π)

se tiene:
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Π∗ω(∂yi|ω)(xj) = δij si 1 ≤ i ≤ n y Π∗ω(∂yi|ω)(xj) = 0 si n + 1 ≤ i ≤ 2n

Por otra parte,

ρ(∂yi)|ω = ω(Π∗ω(∂yi|ω)) = ω(∂xi|Π(ω)) = yn+i(ω) si 1 ≤ i ≤ n

ρ(∂yi) = 0 si n + 1 ≤ i ≤ 2n

Luego,

ρ =
n∑

i=1

yn+idyi

Ahora γ = −dρ = −∑n
i=1 dyn+i ∧ dyi =

∑n
i=1 dyi ∧ dyn+i

con lo cual se ve que γ es no degenerada, por otro lado dγ = −d2ρ = 0

Ejemplo 3.3 Sea M una variedad riemanniana de dimensión n; y g : TM −→ T ∗M
el difeomorfismo dado por g(v)(u) =< v, u >.

Como vimos en el ejemplo anterior para T ∗M tenemos la 1-forma ρ y la 2-forma

γ = −dρ, con la cual (T ∗M, γ) es una variedad simpléctica.

Sea θ = g∗(ρ) y ω = g∗(γ), que son respectivamente 1-formas y 2-formas sobre TM.

Como γ = −dρ, y teniendo en cuenta las propiedades de la diferencial exterior

mencionadas en el caṕıtulo 1, resulta:

ω = g∗(γ) = g∗(−dρ) = −dg∗(ρ) = −dθ

y por lo tanto,

dω = −d2θ = 0

Veamos que ω es no degenerada.

Sea u ∈ TM y b ∈ (TM)u tal que para todo z ∈ (TM)u es ωu(b, z) = 0.

Entonces
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0 = ωu(b, z) = g∗(γ)(b, z) = γg(u)(g∗u(b), g∗u(z))

Luego, g∗u(b) = 0 y como g∗u es un isomorfismo, entonces b = 0

En consecuencia (TM, ω) es una variedad simpléctica.

Nota: De acuerdo con el ejemplo anterior es θ = g∗(ρ), Si X ∈ χ(TM).

θ(X)(u) = g(u)(Π∗g(u)
(g∗u(X(u))) =< u, Π∗g(u)

(g∗u(X(u)) >

Sea (U,x) carta de M y (TU, x̄) la inducida en el fibrado tangente, Ai = ∂x̄i ; si

X(u) =
∑2n

i=1 ξiAi(u) para u ∈ TU es:

Π∗u(X(u)) =
n∑

i=1

ξi∂xi|Π(u)

Por otro lado,

Π∗g(u)
(g∗u(Ai(u))(xl) = Ai(u)(xl ◦ Π ◦ g) = Ai(u)(x̄l)

con lo cual

Π∗g(u)
(g∗u(X(u))) =

n∑

i=1

ξi∂xi|π(u)

Luego, Π∗g(u)
(g∗u(X(u))) = Π∗u(X(u))

y por lo tanto

θ(X)(u) =< u, Π∗u(X(u)) >

Si <,> es la métrica de Sasaki en TM y S es el spray geodésico asociado a la conexión

de Levi-Civita podemos escribir.

θ(X)(u) =< S, X >

Proposición 3.4 Si ω es la 2-forma en TM del ejemplo anterior, entonces

ω(X, Y ) =< Π∗X, K(Y ) > − < K(X), Π∗(Y ) >

donde X,Y ∈ χ(TM) y K la función de conexión .
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Demostración: Sabiendo que θ(X) =< S, X > y que ω = −dθ, tenemos que

ω(X,Y ) = −X(< S, Y >) + Y (< S, X >)+ < S, [X,Y ] > (I)

Definimos B1, B2, I : Q = TM −→ TM como:

• I es la identidad

• B1(u) = Π∗u(Y (u))

• B2(u) = Π∗u(X(u))

Si f = Π : Q −→ M , entonces I, B1, B2 ∈ χf . La igualdad (I) se escribe

ω(u)(X, Y ) = −X(u)(< I, B1 >) + Y (u)(< I, B2 >)+ < u, Π∗u([X,Y ](u)) > (II)

Veamos el termino X(u)(< I,B1 >).

De acuerdo con la propiedad 10 (caṕıtulo 1) de la derivada covariante a lo largo de

f se tiene:

X(u)(< I, B1 >) =< ∇X(u)I, B1(u) > + < I(u),∇X(u)B1 >=

=< ∇X(u)I, Π∗u(Y (u)) > + < u,∇X(u)B1 >

Análogamente

Y (u)(< I, B2 >) =< ∇Y (u)I, Π∗u(X(u)) > + < u,∇Y (u)B2 >

donde ∇X(u)I = Ku(I∗u(X(u))), ∇Y (u)I = Ku(I∗u(Y (u)))

Como I es la identidad, es I∗u(X(u)) = X(u), I∗u(Y (u)) = Y (u); luego las igualdades

anteriores se escriben:

X(u)(< I, B1 >) =< KuX(u), Π∗u(Y (u)) > + < u,∇X(u)B1 > (III)

Y (u)(< I, B2 >) =< KuY (u), Π∗u(X(u)) > + < u,∇Y (u)B2 > (IV )

Reemplazando (III) y (IV) en (II) y siendo [X, Y ] = −[Y, X] se tiene:
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ω(u)(X,Y ) =< Ku(Y (u)), Π∗u(X(u)) > − < Ku(X(u), Π∗u(Y (u)) > +

+ < u,∇Y (u)B2 −∇X(u)B1 − Π∗u([Y, X](u)) >

la propiedad (9) (caṕıtulo 1) de la derivada covariante a lo largo de f = Π nos dice

que

∇Y (u)B2 −∇X(u)B1 = Π∗u([Y,X](u))

y por lo tanto,

ω(u)(X, Y ) =< Ku(Y (u)), Π∗u(X(u)) > − < Ku(X(u)), Π∗u(Y (u)) >

Antes de dar el próximo ejemplo veamos primero la siguiente proposición.

Proposición 3.5 Sea N una variedad diferenciable de dimensión n , f ∈ F (N) y

γ una 2-forma no degenerada. Existe un único campo A ∈ χ(N) tal que γ(A,X) =

= X(f) = df(X) ∀ X ∈ χ(N).

Demostración: Sea φp : Np −→ N∗
p , definida por

φp(v)(u) = γp(v, u)

como γ es no degenerada, tenemos que φp es un isomorfismo. Por lo tanto, existe

un único Ap ∈ Np tal que φp(Ap) = dfp, o sea

γp(Ap, u) = u(f) ∀ u ∈ Np

Si definimos el campo A , A(p) = Ap entonces tenemos que γ(A,X) = X(f) ∀ X ∈
χ(N).

Veamos que A es diferenciable. Si (U,x) es una carta de N

∂xj(f) = γ(A, ∂xl) =
n∑

i=1

Aiγ(∂xi, ∂xj) =
n∑

i=l

Aiγij

Como (γij) es inversible y ∂j(f) 1 ≤ j ≤ n son diferenciables, entonces Ai es

diferenciable si i = 1, . . . , n. Luego A es diferenciable.
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Definición 3.6 Sea (N, γ) una variedad simpléctica y H ∈ F (N). (N, γ, H) se

denomina un sistema hamiltoniano y H la función hamiltoniana.

Dado que γ es no degenerada, existe un único campo ZH ∈ χ(N) talque γ(ZH , X) =

X(H) ∀ X ∈ χ(N). El campo ZH se denomina el campo hamiltoniano asociado a

(N, γ, H)

Ejemplo 3.7 Sea E : TM −→ IR, la función enerǵıa, dada por E(v) = 1
2

< v, v >

Consideramos el sistema hamiltoniano (TM,ω, E), entonces existe un único campo

ZE ∈ χ(TM) de modo que ω(ZE, X) = X(E) ∀ X ∈ χ(TM). En este caso, el

campo hamiltoniano es el spray geodésico.

Por la proposición 3.4, es ω(S, X)(u) =< u,Ku(X(u)) >.

Por otro lado si I : TM −→ TM es la identidad, I es un campo a lo largo de la

proyección.

entonces

X(E)(u) = X(u)(E) = X(u)(
1

2
< I, I >) =< u,∇X(u)I >=< u,Ku(X(u)) >

con lo cual

ω(S,X)(u) = X(E)

Nota:

En TM tenemos una orientación natural dada por el atlas de cartas inducidas de

M. El atlas de las cartas inducidas es un atlas orientado.

Sean (TV, ȳ), (TU, x̄) las cartas inducidas por (TV, y) y (TU, x).

U ∩ V 6= ∅ sii TU ∩ TV .

Sea Jȳ◦x̄−1 : (TU ∩ TV ) −→ IR donde Jȳ◦x̄−1(u) = det(∂ȳi◦x̄−1

∂uj |x̄(u))1≤i,j≤2n

entonces

Jȳ◦x̄−1 =

(
D(y ◦ x−1) 0

X D(y ◦ x−1)

)
= (D(y ◦ x−1))2 > 0

.

Con respecto a la orientación natural en TM y a la métrica de Sasaki, existe un único

elemento de volumen , dVTM que cumple dVTM(u)(v1, . . . , v2n) = 1 , si v1, . . . , v2n es

base ortonormal de (TM)u orientada positivamente.
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La representación local respecto de (TU, x̄) es:

dVTM =
√

det(g).dx̄1 ∧ . . . ∧ dx̄2n

donde g : TM −→ IR(2n)×(2n), gij(u) =< ∂x̄i|u, ∂x̄j|u >u

Si ω es la 2-forma en TM mencionada anteriormente y ωn = ω ∧ . . . ∧ ω, se tiene

(ver [9]), que

dVTM =
(−1)[n

2
]

n!
.ωn

donde [n
2
] es la parte entera de n

2
.

Definición 3.8 Si M es un variedad diferenciable y X ∈ χ(M), sea

CX : Ωk(M) −→ Ωk−1(M)

dado por

CX(α)(X1, . . . , Xk−1) = α(X, X1, . . . , Xk−1) si Xi ∈ χ(M)

CX se denomina el operador contracción con respecto a X y satisface:

CX(α ∧ β) = CX(α) ∧ β + (−1)kα ∧ Cx(β) si α ∈ Ωk(M) y β ∈ Ωl(M)

Sea N ∈ χ(TM) el campo vertical N(v) = (Π∗v × Kv)
−1(0Π(v), v). Vimos en el

caṕıtulo 2 que N(v) ⊥ (T1M)v si v ∈ T1M .

Proposición 3.9 Si dVT1M = CN(dVTM) entonces dVT1M = (−1)[
n
2 ]+1

(n−1)!
.ωn−1 ∧ θ

y dVT1M |T1M es un elemento de volumen para T1M .

Demostración: CN(ω ∧ ω) = CN(ω) ∧ ω + ω ∧ CN(ω) = 2(CN(ω) ∧ ω).

Supongamos cierto para l-1 que CN(ωl−1) = (l − 1).CN(ω) ∧ ωl−2, y probemos que

se cumple para l

CN(ωl) = CN(ω ∧ ωl−1) = CN(ω) ∧ ωl−1 + ω ∧ CN(ωl−1) = CN(ω) ∧ ωl−1+

+(l − 1)CN(ω) ∧ ωl−1 = l.CN(ω) ∧ ωl−1 .

Luego, CN(ωn) = n.CN(ω) ∧ ωn−1 .

Ahora, CN(ω)(X)(u) = ω(u)(N, X) = − < u, Π∗u(X(u)) >= −θ(X)(u) ; esto nos

dice que CN(ω) = −θ, con lo cual
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dVT1M = CN(dVTM) =
(−1)[n

2
]

n!
.CN(ωn) =

(−1)[n
2
]+1

(n− 1)!
.ω(n−1) ∧ θ

Sea u ∈ T1M y v1, . . . , v2(n−1) una base de (T1M)u . Decimos que está orientada

positivamente si {N(u), v1, . . . , v2n−1} lo está es decir, dVTM(u)(N, v1, . . . , v2n−1) >

0

Luego, si v1, . . . , v2n−1 es una base ortonormal orientada positivamente, se cumple

que

dVT1M(u)(v1, . . . , v2n−1) = dVTM(u)(N, v1, . . . , v2n−1) = 1

por lo tanto dVT1M |T1M es un elemento de volumen.

Observación 3.10 CS(ωn−1 ∧ θ) = CS(ωn−1) ∧ θ + ωn−1 ∧ CS(θ) .

Como CS(ωn−1) = (n− 1).ωn−2∧CS(ω) tenemos que CS(ωn−1∧ θ) = (n−1)ωn−2∧
∧CS(ω) ∧ θ + θ(S)ωn−1

Si X ∈ χ(T1M), es X ⊥ N ,

< u, Ku(X(u)) >= 0 ∀ u ∈ χ(T1M) .

Luego, si restringimos S y ω a T1M se cumple

θ(S) =< S, S >= 1, y CS(ω)(u)(X) = ω(u)(S,X) =< u,Ku(X(u)) >= 0 .

Por lo tanto tenemos

CS(ωn−1 ∧ θ) = ωn−1 (sobre T1M)

3.0.4 El espacio de geodésicas

Sea M una variedad completa y consideremos el flujo φ : TM×IR −→ TM del spray

geodésico. Si fijamos v ∈ TM , tenemos que φ(v) : IR −→ TM es una curva en el

fibrado tangente, que por lo visto en el caṕıtulo 1, su proyección es una geodésica.

Si restringimos el flujo a T1M resulta que φ : T1M × IR −→ T1M . En efecto,

si v ∈ T1M y cv(t) = Π ◦ φ(v, t), entonces cv : IR −→ M es la geodésica que

satisface ċv(t) = φ(v, t). Como |v| = 1, entonces < ċv(t), ċv(t) >= 1 si t ∈ IR; o sea

φ(v, t) ∈ T1M .
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Definición 3.11 Si v ∈ T1M la órbita de v es el conjunto φ(v × IR).

En T1M se define la relación de equivalencia: v ∼ w sii φ(v × IR) = φ(w × IR).

Notamos ~G = T1M/ ∼ y Γ : T1M −→ ~G la proyección , Γ(v) = φ(v × IR).

Sea G={c : IR −→ M : c es geodésica y ċ(0) 6= 0}. En G definimos la siguiente

relación de equivalencia:

c ∼ g sii ∃ a, b ∈ IR con a > 0 tales que c(t) = g(at + b) si t ∈ IR.

Sea ΠG : G −→ G/ ∼ la proyección al cociente.

Hay una biyección natural µ entre G y ~G definida por

µ : G/ ∼−→ ~G µ(ΠG(c)) = Γ(
ċ(0)

|ċ(0)|)

y por lo tanto llamamos a ~G el espacio de geodésicas orientadas.

Veamos que µ esta bien definida y que es efectivamente una biyección.

Sea c ∼ g ∈ G. Si c1 y g1 son las parametrizaciones por longitud de arco de c, g

respectivamente, se tiene que c1 ∼ g1 con lo cual φ( ċ(0)
|ċ(0)| × IR) = φ( ġ(0)

|ġ(0)| × IR).

Sea v ∈ T1M y Γ(v) = φ(v × IR), si c(t) = Π(φ(v, t)), entonces c es una geodésica

en M que pertenence a G y µ(ΠG(c)) = Γ(v), con lo cual µ es suryectiva.

Si µ(ΠG(c1)) = µ(ΠG(c2)), entonces Γ(v1) = Γ(v2), donde vi = ċi(0)
|ċi(0)| , sea γi(t) =

φ(vi, t). Como Γ(v1) = Γ(v2) existe t0 de modo que φ(v1, t0) = v2. Luego, γ2(t) =

φ(v2, t) = φ(φ(v1, t0), t) = φ(v1, t0 + t) y por lo tanto γ1 ∼ γ2. Teniendo en cuenta

que γi ∼ ci, es c1 ∼ c2, y µ resulta inyectiva.

El siguiente resultado es bien conocido( ver [1])

Teorema 3.12 Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y X ∈ χ(M).

Sea p ∈ M tal que X(p) 6= 0 y sea φ : V × I −→ M un flujo local de X, donde

I ⊂ IR es un intervalo abierto entorno del cero y V es un abierto de M entorno de

p. Entonces existe un ε > 0 y una carta (U, x) de M tal que p ∈ U , x(p) = 0,

x(U) = (−ε, ε)n y x−1(u, t) = φ(x−1(u, 0), t) para u ∈ (−ε, ε)n−1 y |t| < ε.

En particular, se cumple que X(q) = ∂xn|q si q ∈ U y x = (x1, . . . , xn).

A partir del teorema anterior el siguiente corolario nos permitirá distinguir unas

cartas sobre T1M , las cuales bajo ciertas condiciones, inducirán una estructura dife

rencial sobre ~G.
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Corolario 3.13 Para cada v ∈ T1M existe una carta (U, ρ) de T1M de modo que

v ∈ U , ρ(v) = 0, ρ(U) = (−ε, ε)2n−1 y ρ−1(x, t) = φ(ρ−1(x, 0), t)

donde x ∈ (−ε, ε)2n−2.

Demostración: Se debe al teorema anterior, aplicado a la variedad T1M , al campo

S y al flujo geodésico, pues S(v) 6= 0 si v ∈ T1M .

Definición 3.14 Las cartas (U, ρ) del corolario anterior se denominan regulares si

para todo u ∈ T1M φ(u × IR) interseca a U en a lo sumo un ρ−1(x × I), donde

x ∈ A = (−ε, ε)2n−2.

Nota:

Si (U, ρ) es una carta regular, ésta induce una aplicación biyectiva

ρ̃ : Γ(U) −→ A dada por ρ̃(Γ(u)) = (ρ1(u), . . . , ρ2n−1(u))

Veamos que esta bien definida. Sea u ∼ v tales que u, v ∈ U y supongamos que

ū = (ρ1(u), . . . , ρ2n−2(u)) 6= (ρ1(v), . . . , ρ2n−2(v)) = v̄

Ahora u = ρ−1(ū, t1) para algún t1 en (−ε, ε), con lo cual φ(u, s) = φ(ρ−1(ū, 0), t1+s).

Del mismo modo φ(v, s) = φ(ρ−1(v̄, 0), t2 + s), como ρ−1(ū, 0) 6= ρ−1(v̄, 0) y

φ(u× IR) = φ(v × IR) tenemos una contradicción ya que (U, ρ) es regular.

La suryectividad se ve tomando u = ρ−1(a1, . . . , a2n−2, 0), con lo cual tenemos que

ρ̃(Γ(u)) = (a1, . . . , a2n−2).

Si ρ̃(Γ(u)) = ρ̃(Γ(v)) =⇒ ∃ x ∈ A y t1, t2 ∈ (−ε, ε)

talque u = ρ−1(x, t1) = φ(ρ−1(x, 0), t1) y v = ρ−1(x, t2) = φ(ρ−1(x, 0), t2)

Como S es completo, podemos escribir

v = φ(ρ−1(x, 0), t2) = φ(ρ−1(x, 0), t1 + (t2 − t1)) = φ(φ(ρ−1(x, 0), t1), t2 − t1) =

= φ(u, t2 − t1)

y por lo tanto, u ∼ v.

Definición 3.15 Decimos que S es regular si para todo v ∈ T1M , existe una carta

regular (U, ρ) con v ∈ U .

Nota: El siguiente resultado puede verse en [10], donde la topoloǵıa de ~G no nece-

sariamente es Haussdorff si de base numerable.
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Proposición 3.16 Si S es regular, ~G es una variedad diferenciable de dimensión

2n− 2, con el atlas maximal generado por el atlas inducido de cartas regulares.

( (U, ρ) −→ (Γ(U), ρ̃) ) .

Observación 3.17 También se puede ver que si S es regular, entonces

Γ : T1M −→ (~G) es abierta y diferenciable.

Proposición 3.18 Sea v ∈ T1M y Γ∗v : (T1M)v −→ (~G)Γ(v), entonces Nu(Γ∗v) =

[S(v)]

Demostración: Si (U, ρ) es una carta regular es ρ̃◦Γ◦ρ−1(x, t) = x. Si b ∈ (T1M)v

Γ∗v(b)(ρ̃
i) = ∇(ρ̃ ◦ Γ ◦ ρ−1).(b(ρi), . . . , b(ρ2n−1)) , por lo tanto

Γ∗v(b) = 0 ⇐⇒ b(ρi) = 0 1 ≤ i ≤ 2n− 2 ⇐⇒

⇐⇒ b = b(ρ2n−1)∂ρ2n−1|v = b(ρ2n−1)S(v)

Con lo cual el núcleo de Γ∗v es el subespacio generado por S(v).

Comentario: En [5] se muestra que si M es una variedad de Hadamard de dimensión

n, o sea, M es completa, conexo, simplemente conexo y con curvatura seccional

Kσ ≤ 0 para todo plano tangencial σ, entonces ~G es una variedad diferenciable y es

difeomorfa a TSn−1, donde Sn−1 ⊆ IRn es la esfera unitaria.

En [9], se construye el espacio de geodésicas, para el caso de geodésicas cerradas y

se definen sobre ellas, métricas Riemannianas.

De ahora en más suponemos que (M, < , >) satisface que S es regular. Tenemos

que Γ∗u : (T1M)u −→ (~G)Γ(u) es un epimorfismo para cada u ∈ T1M . Siendo ω la

2-forma que se introdujo en la sección anterior tenemos la siguiente propososición.

Proposición 3.19 Existe una única 2-forma d~G ∈ Ω2(~G) talque ω = Γ∗(d~G)
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Demostración: Supongamos que γ1 y γ2 ∈ Ω2(~G) son tales que

ω = Γ∗(γ1) = Γ∗(γ2). Entonces

γ1(Γ(u))(Γ∗u(b1), Γ∗u(b2)) = γ2(Γ(u))(Γ∗u(b1), Γ∗u(b2))

para u ∈ T1M y b1, b2 ∈ (T1M)u. Como Γ∗u es suryectiva para cada u se tiene

que γ1 = γ2.

Existencia:

Si Hi(u) = (Π∗u ×Ku)
−1(ui, 0) para 1 ≤ i ≤ n

Hn+i(u) = (Π∗u ×Ku)
−1(0, ui) para 1 ≤ i ≤ n− 1

donde (u1, . . . , un−1, u) es una base ortonormal de MΠ(u), se tiene que {H1(u), . . . , H2n−1(u)}
es una base ortonornal de (T1M)u donde Hn(u) = S(u).

Como ω|T1M(S, X) = 0, si b1, b2 ∈ (T1M)u, entonces

ω(u)(b1, b2) =
∑

i,j 6=n;i6=j

ρi
1ρ

j
2ω(u)(Hi(u), Hj(u))

donde bj =
∑2n−1

i=1 ρi
jHi(u).

Sabiendo que {Γ∗u(Hi(u)}i6=n es base de ( ~G)Γ(u) y que S(u) ∈ Nu(Γ∗u),

si γ ∈ Ω2(~G) se cumple:

γ(Γ(u))(
∑

i6=n

ρi
1Γ∗u(Hi(u)),

∑

j 6=n

ρi
2Γ∗u(Hj(u))) =

∑

i,j 6=n;i 6=j

ρi
1ρ

j
2γ(Γ(u))(Γ∗u(Hi(u)), Γ∗u(Hj(u)))

entonces definiendo

γ(Γ(u))(Γ∗u(Hi(u)), Γ∗u(Hj(u))) = ω(u)(Hi(u), Hj(u))

tenemos γ ∈ Ω2(~G) que cumple que Γ∗(γ) = ω

Observación 3.20 Dado que d~G ∈ Ω2(~G) se tiene:

(d~G)n−1 = d~G∧ n−1 veces. . . ∧d~G ∈ Ω2n−2(~G)

y como Γ∗(d~G) = ω, resulta
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Γ∗((d~G)n−1) = Γ∗(d~G) ∧ . . . ∧ Γ∗(d~G) = ωn−1 = CS(ωn−1 ∧ θ)

La igualdad anterior, conjuntamente con las proposiciones 3.9 y 3.18, muestran que

(d~G)n−1 es un elemento de volumen para ~G.

Sea i : M −→ M una isometŕıa, es decir, un difeomorfismo que preserva productos

internos. La misma induce un difeomorfismo ĩ : ~G −→ ~G, definiendo

ĩ(Γ(u)) = Γ(i∗p(u)) si u ∈ Mp

Dado u ∈ T1M , sean u ∈ (U, ρ), (V, ψ) cartas regulares tales que u ∈ U e

i∗(U) ⊆ V . Si a ∈ ρ̃(Γ(U))

ψ̃ ◦ ĩ ◦ ρ̃−1(a) = ψ̃ ◦ ĩ(Γ(ρ−1(a, 0))) = ψ̃(Γ(i∗Π(ρ−1(a,0))
(ρ−1(a, 0)))) =

= (ψ1, . . . , ψ2n−2)(i∗Π(ρ−1(a,0))
(ρ−1(a, 0)))

como i∗ es diferenciable resulta ĩ es diferenciable, del mismo modo ĩ−1 lo es .

Proposición 3.21 d~G es invariante por los difeomorfismos ĩ inducidos por isometŕıas

i, es decir

(̃i)∗(d~G) = d~G

Demostración: Como d~G es la única 2-forma sobre Ω2(~G) tal que ω = Γ∗(d~G), si

vemos que Γ∗((̃i)∗(d~G)) = ω se obtendra lo afirmado.

Sea u ∈ T1M, Π(u) = p y b1, b2 ∈ (T1M)u

Γ∗((̃i)∗(d~G))(u)(b1, b2) = d~G(Γ(i∗p(u)))(̃i∗Γ(u)
(Γ∗u(b1)), ĩ∗Γ(u)

(Γ∗u(b2))) =

= d~G(Γ(i∗p(u)))((̃i ◦ Γ)∗u(b1), (̃i ◦ Γ)∗u(b2)) =

como ĩ ◦ Γ = Γ ◦ (i∗) se sigue que
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Γ∗(̃i∗(d~G))(u)(b1, b2) = d~G(Γ(i∗p(u)))(Γ∗i∗p (u)
((i∗)∗u(b1)), Γ∗i∗p (u)

((i∗)∗u(b2))) =

= ω(i∗p(u))((i∗)∗u(b1), (i∗)∗u(b2))

si mostramos que :

1) Πi∗p (u)((i∗)∗u(bi)) = i∗p(Π∗u(bi)) ∈ Mi(p)

2)Ki∗p(u)((i∗)∗u(bi)) = i∗p(Ku(bi)) ∈ Mi(p)

entonces Γ∗((̃i)∗(d~G)) = ω es consecuencia del hecho de ser i una isometŕıa y que

ω(X, Y ) =< Π∗(X), K(Y ) > − < K(X), Π∗(Y ) > .

Ahora Πi∗p
(u)((i∗)∗u(bi))(x

j) = bi(x
j ◦ Π ◦ i∗) = v1(x

j ◦ i ◦ Π)

donde p ∈ (U, x) es una carta de M; por lo tanto vale 1).

La igualdad 2) se obtiene considerando las cartas p ∈ (U, x) y i(p) ∈ (i(U), x ◦ i−1)

y escribiendo la función de conexión en sus respectivas representaciones locales.

Observación 3.22 Como (̃i)∗(d~G) = d~G entonces (̃i)∗((d~G)n−1) = (d~G)n−1, Luego

si ~G es hausdorff y de base numerable, podemos integrar respecto de (d~G)n−1 y esta

medida de subconjuntos resulta invariante por isometŕıas . (ver [8]).

3.0.5 Tensores naturales

Definición 3.23 Sea ~T : χ(~G) × χ(~G) −→ F (~G) un tensor tipo (0,2) sobre el

espacio de geodésicas orientadas. Decimos que natural si Γ∗(~T ) = T lo es sobre

T1M .

Ejemplo 3.24 d~G es un natural, pues Γ∗(d~G) = ω y ω es natural en T1M .

Sean X, Y ∈ χ(T1M) si los descomponemos en sus componentes horizontales y

verticales tenemos:

• ω(Xh, Y h)(v) = 0

• ω(Xh, Y v)(v) =< Π∗v(X(v)), Kv(Y (v)) >

• ω(Xv, Y v)(v) = 0

• ω(Xv, Y h)(v) = − < Kv(X(v)), Π∗v(Y (v)) >

Luego, por corolario 2.22, ω es natural .
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Nota:

Recordemos la descomposición vertical y horizontal (TM)u = Hu ⊕ Vu . Podemos

escribir:

Hu = H1
u ⊕ [S(u)] , donde H1

u = {b ∈ Hu :< b, S(u) >= 0}
Vu = V 1

u ⊕ [N(u)] , donde V 1
u = {b ∈ Vu :< b, N(u) >= 0}

donde < , > es la métrica se Sasaki.

Luego, (T1M)u = H1
u ⊕ V 1

u ⊕ [S(u)] y Γ∗u : H1
u ⊕ V 1

u −→ ~GΓ(u) es un isomorfismo

Si:

Hi(u) = (Π∗u ×Ku)
−1(ui, 0) para 1 ≤ i ≤ n− 1

Hn+i(u) = (Π∗u ×Ku)
−1(0, ui) para 1 ≤ i ≤ n− 1

donde (u1, . . . , un−1, u) es una base ortonormal de MΠ(u), se tiene que

{Γ∗u(Hi(u)), Γ∗u(Hn+i(u))} con 1 ≤ i ≤ n− 1 es base de ~GΓ(u).

Caracterizar los tensores naturales tipo (0,2) sobre ~G es caracterizar aquellos ten-

sores que están en la imagen de Γ∗ : Ω2(~G) −→ Ω2(T1M).

Observación 3.25 Dado que estamos suponiendo que M es completa, si pedimos

que sea conexa, el teorema de Hopf-Rinow ([1]) y otros, nos garantiza que dados

p, q ∈ M , existe una geodésica c : IR −→ M tal que c(0) = p, c(1) = q.

Proposición 3.26 Sea T un tensor del tipo (0,2) natural sobre T1M . Entonces

existe ~T : χ(~G)× χ(~G) −→ F (~G) tensor tipo (0,2) en ~G talque Γ∗(~T ) = T sii

∇T (p) =




A1 0t A2

0 (0) 0

A4 0t A3




donde Ai = λi.I con I la identidad de IR(n−1)×(n−1) y λi ∈ IR, 0 ∈ IR1×(n−1) y

(0) = 0 ∈ IR.

Demostración: Si T es natural, por proposición 2.21

∇T (p) =




f1(p)I 0t f2(p)I

0 f5(p) 0

f4(p)I 0t f3(p)I



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Si notamos con Ai(p) = fi(p)I ∈ IR(n−1)×(n−1) para 1 ≤ i ≤ 4 se tiene:

• ~T (Γ(u))(Γ∗u(Hi(u)), Γ∗u(Hj(u))) = Aij
1 (Π(u)) si 1 ≤ i, j ≤ n− 1

• ~T (Γ(u))(Γ∗u(Hi(u)), Γ∗u(Hn+j(u))) = Aij
2 (Π(u)) si 1 ≤ i, j ≤ n− 1

• ~T (Γ(u))(Γ∗u(Hn+i(u)), Γ∗u(Hj(u))) = Aij
4 (Π(u)) si 1 ≤ i, j ≤ n− 1

• ~T (Γ(u))(Γ∗u(Hn+i(u)), Γ∗u(Hn+j(u))) = Aij
3 (Π(u)) si 1 ≤ i, j ≤ n− 1

Si p ∈ M , sea Sp = {u ∈ Mp : ‖u‖ = 1}
Para que ~T este bien definido ~T , T debe cumplir que si p, q ∈ M y u ∈ Sp

y v ∈ Sq son tales que u ∼ v entonces fi(p) = fi(q), pues Γ(u) = Γ(v).

Esto es

fi(Π ◦ φ(u, s)) = fi(p) donde u ∈ Sp y s ∈ IR

Como M es arco conexo por geodésicas entonces fi(p) = λi constante para i =

1, 2, 3, 4.

Ahora, f5(p) = T (u)(S(u), S(u)) y S(u) ∈ Nu(Γ∗), por lo tanto

f5(p) = T (u)(S(u), S(u)) = ~T (Γ(u))(Γ∗u(S(u)), Γ∗u(S(u))) = 0 ∀ p ∈ M

La diferenciabilidad de ~T se deduce de la de T.

Observación 3.27 Si ~T es una métrica de Riemann sobre ~G y T = Γ∗(~T ), como

S(u) ∈ Nu(Γ∗), se tiene que T no puede ser definida positiva .

Proposición 3.28 Sea T un tensor tipo (0,2) en T1M , T proviene de una métrica

riemanniana ~T en ~G por Γ∗ sii

∇T (p, u) =




A1(p, u) 0t A2(p, u)

0 (0) 0

A4(p, u) 0t A3(p, u)




donde Ai : O(M) −→ IR(n−1)×(n−1), diferenciables. A1 y A3 son simétricas y

Aii
1 > 0, Aii

3 > 0 para 1 ≤ i ≤ n− 1. A2 = A4.

Demostración: Si ~T es una métrica riemannniana y T = Γ∗(~T ) tenemos que
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(∇T (p, u))ni = (∇T (p, u))in = 0 1 ≤ i ≤ n− 1

considerando

• ~T (Γ(u))(Γ∗u(Hi(u), Γ∗u(Hj(u))) = Aij
1 (p, u1, . . . , un−1, u) si 1 ≤ i, j ≤ n− 1

• ~T (Γ(u))(Γ∗u(Hi(u), Γ∗u(Hn+j(u))) = Aij
2 (p, u1, . . . , un−1, u) si 1 ≤ i, j ≤ n− 1

• ~T (Γ(u))(Γ∗u(Hn+i(u), Γ∗u(Hj(u))) = Aij
4 (p, u1, . . . , un−1, u) si 1 ≤ i, j ≤ n− 1

• ~T (Γ(u))(Γ∗u(Hn+i(u), Γ∗u(Hn+j(u))) = Aij
3 (p, u1, . . . , un−1, u) si 1 ≤ i, j ≤ n− 1

vemos que la matrices Ai i = 1, 2, 3, 4 cumplen las propiedades mencionadas. Ten-

emos la rećıproca definiendo ~T según las igualdades anteriores.

Corolario 3.29 T proviene de una métrica riemannia ~T natural sobre ~G sii

∇T (p) =




λ1.I 0t λ2.I

0 (0) 0

λ4.I 0t λ3.I




donde λi ∈ IR, λ1 > 0, λ3 > 0, λ2 = λ4.

Nota:

Consideraremos la métrica Riemanniana ~T sobre ~G tal que T = Γ∗(~T ) es

∇T =




I 0t A

0 (0) 0

A 0t I




donde I es la identidad de IR(n−1)×(n−1) y A = 0 ∈ IR(n−1)×(n−1).

Luego, {Γ∗u(Hi(u)), Γ∗u(Hn+i(u))} para 1 ≤ i ≤ n− 1 es base ortonormal de ~GΓ(u).

Proposición 3.30 Si dV ~G = (−1)[
n
2 ]+1

(n−1)!
(d~G)n−1 , entonces, dV ~G es el elemento de

volumen correspondiente a la métrica Riemanniana ~T sobre ~G.

Demostración: Evaluando dV ~G(Γ(u)) en la base ortonormal {Γ∗u(Hi(u)), Γ∗u(Hn+i(u))}
para i = 1, . . . , n− 1, tenemos
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dV ~G(Γ(u))(Γ∗u(H1(u)), . . . , Γ∗u(Hn−1(u)), Γ∗u(Hn+1(u)), . . . , Γ∗u(H2n−1(u))) =

= Γ∗(dV ~G)(u)(H1(u), . . . , Hn−1(u), Hn+1(u), . . . , H2n−1(u)) =

=
(−1)[n

2
]+1

(n− 1)!
.(Γ∗(d~G))n−1(u)(H1(u), . . . , Hn−1(u), Hn+1(u), . . . , H2n−1(u)) =

=
(−1)[n

2
]+1

(n− 1)!
.ωn−1(u)(H1(u), . . . , Hn−1(u), Hn+1(u), . . . , H2n−1(u))

Debido a la observación 3.10 podemos escribir:

dV ~G(Γ(u))(Γ∗u(H1(u)), . . . , Γ∗u(Hn−1(u)), Γ∗u(Hn+1(u)), . . . , Γ∗u(H2n−1(u))) =

=
(−1)[n

2
]+1

(n− 1)!
.CS(ωn−1 ∧ θ)(u)(H1(u), . . . , Hn−1(u), Hn+1(u), . . . , H2n−1(u)) =

= dVT1M(u)(Hn(u), H1(u), . . . , Hn−1(u), Hn+1(u), . . . , H2n−1(u))

por ser dVT1M el elemento de volumen correspondiente a la métrica de Sasaki re-

stringida a T1M la última igualdad es ±1. Como tenemos la expresión de ω y θ

mediante una laboriosa cuenta con permutaciones se tiene que

sg((ωn−1 ∧ θ)(u)(Hn(u), H1(u), . . . , Hn−1(u), Hn+1(u), . . . , H2n−1(u)) = (−1)[n−1
2

]

con lo cual

dVT1M(u)(Hn(u), H1(u), . . . , Hn−1(u), Hn+1(u), . . . , H2n−1(u)) = (−1)n

Por lo tanto dV ~G(Γ(u))(v1, . . . , v2n−2) = ±1 si {vi}2n−2
i=1 es una base ortonormal de

~GΓ(u) respecto de ~T .
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