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CURVATURA ESCALAR Y LA CONSTANTE DE YAMABE

GUILLERMO HENRY

RESUMEN. Dada una variedad Riemanniana cerrada (M,g), ;Existe una métrica
conforme a g cuya curvatura escalar sea constante? Si esto es asi, ;jCuéntas de estas
meétricas (esencialmente distintas) hay? ;Se puede prescribir la curvatura escalar? En
estas notas abordaremos algunos aspectos de estas preguntas. La primera de ellas se
conoce como el problema de Yamabe. Introduciremos la constante de Yamabe, que
es un invariante de la clase conforme, discutiremos sus propiedades y veremos cual
es la relacion que existe entre esta, la existencia de métricas de curvatura escalar
constante y las soluciones positivas de la ecuacién de Yamabe. También daremos una
idea, con cierto detalle, de la demostracién del problema de Yamabe.

Finalmente introduciremos el invariante de Yamabe de una variedad cerrada y
veremos algunas de sus propiedades, como por ejemplo su comportamiento bajo ci-
rugias.

Estas notas son la version extendida del curso de mismo titulo que se dictara en
el EGEO 2016, VI Workshop on Differential Geometry, del 1 al 5 de agosto de 2016
en la ciudad de La Falda, Cordoba, Argentina.
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2 G. HENRY

1. INTRODUCCION

El objeto geométrico que ocupara un lugar central en este curso es la de curvatura
escalar. Recordemos su definicion y algunas de sus propiedades.

Sea (M™,g) una variedad Riemanniana de dimension n. El tensor de Ricci es el
tensor de tipo (0,2) covariante, simétrico definido de la siguiente manera: dado p € M
y X, Y € T,M, definimos

Ricey(X,Y) :=traza (z — R(X, z)Y),
donde R es el tensor de curvatura de (M, g) , es decir,
R(X,Y)Z =VyVxZ-VxVyZ+ V[X’y]Z.

Si {e1,...,en} es una base ortonormal de T, M se tiene que

R’L.CCP(X, Y) = Z R(Xa €, Yva ei)v
i=1
aqui R denota el tensor de curvatura de tipo (0,4)-covariante

La curvatura escalar es la funciéon diferenciable s, : M — R que se obtiene de tomar
la traza del tensor de Ricci. Utilizando la base ortonormal {ei, ..., e,} su expresion es
la siguiente:

n
(1) sq(p) = Y Ricclei,e)) = Y Rlei e, ¢5).

i=1 1<i,j<n
Luego, si denotamos con K(e;,e;) la curvatura seccional del subespacio tangente
span(e;j, e;), la curvatura escalar de (M, g) en p es

(2) ssp)= Y Kleie)).
1<i£j<n
Es decir, es un multiplo del promedio de las curvaturas seccionales.

La curvatura escalar provee informacién acerca de como la geometria de la variedad
modifica el volumen de una bola. Mide la diferencia entre el volumen de una bola de
la variedad respecto del volumen que tiene una bola del mismo radio en el espacio
Euclideo. Méas precisamente, si By (p) es la bola de radio r centrada en el punto p de

(M,g) y BY (0) es la bola de radio r del espacio Euclideo (R", g'), entonces se tiene
que

vol(BY(p)) = Uol(Bﬁg(O)) (1 — G(if(f)z)r? + 0(7“2)).

La demostracion de este hecho puede verse en (|16], Teorema 3.98). Luego, para una

bola de radio pequeiio se tiene que vol(B{(p)) < vol (Bf‘? (0)) (>) si la curvatura escalar
en p es positiva (negativa).

Ejemplo 1.1. Si (M, g) es una variedad de curvatura seccional constante k, entonces
por la igualdad (2) resulta una variedad de curvatura escalar constante kn(n —1). La
reciproca, como veremos en el Ejemplo 1.2, no es cierta. La curvatura escalar de la
esfera n—dimensional de radio 1 con la métrica estandar (S™, gg) es sgn = n(n — 1);
el espacio Euclideo es de curvatura escalar constante cero ; y el espacio Hiperbdlico de
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dimension n dotado de la métrica de curvatura —1, que notamos con (H",g}), tiene
curvatura escalar constante sgp = —n(n — 1).

Ejemplo 1.2. Sea (M™,g) y (N™, h) dos variedades Riemmannianas. La curvatura
escalar del producto Riemanniano (M x N,g+ h) es Sgin = Sg + sp. En efecto, sea
{e1,...,emsemt1s--.,€min} una base ortonormal de Ty, ,(M x N), donde {e1, ..., emn}
Yy {em+t1,-..,Emin} son una base ortonormal de T,M y T,N, respectivamente. Si deno-
tamos las curvaturas seccionales de (M, g) y (N,h) con Ky y Ky, para (1 <i, j <m)
y (L <k, I <n) setiene que K(e;, e5) = Knr(ei, €j), K(emtk, em+1) = KN (€mtk, €m-+1)
y K(e;,em+k) = 0. Luego, de la igualdad (2) obtenemos que Sqip = Sq+ Sh.

Ejemplo 1.3. Sea (M,g) una variedad Riemanniana y consideremos una dilatacion

escalar de la métrica g, es decir, una métrica de la forma g = Ag, con A € RZ;. Como

las conexiones de Levi-Civita de ambas métricas coinciden, tenemos que los tensores

de curvatura (0,4) covariante satisfacen que R = AR. Por lo tanto, las curvaturas
. . _ 1 _1

seccionales se relacionan por K = 1Ky, de lo cual se deduce que s5 = 5s,.

Denotaremos con M, el conjunto de métricas Riemannianas de M. La clase confor-
me de g € My, que denotamos con [g], es el siguiente subconjunto de M y;:

l9] :={fg: feCH(M)}.

En lo siguiente, diremos que h es conforme a g si h € [g]. Con Cps denotaremos el
conjunto de clases conformes de M.
Naturalmente nos podemos preguntar:

1) Dado una variedad M, ;Existen métricas de curvatura escalar constante?
Podemos ser mas ambiciosos y preguntar:

2) ;Podemos encontrar una métrica de curvatura escalar constante deformando con-
formemente una métrica dada?

Una respuesta afirmativa a esta pregunta, que por supuesto implica la primera, nos
diria que ser una métrica de curvatura escalar constante no es algo excepcional. Ni
tampoco un fenémeno tan rigido, como lo es ser de curvatura seccional constante. La
pregunta 2) resulta natural, ya que desde principio del siglo XX se sabe que para
superficies (dimensiéon 2), su respuesta es afirmativa. Fue probado por P. Koebe, en
1907, que dada una superficie dotada de una métrica Riemanniana (M, g) podemos
encontrar h € [g] de curvatura escalar, y por lo tanto curvatura Gaussiana, constante.
Este resultado, si bien fue probado a principio del siglo XX, fue conjeturado por Riemann
a mediados del siglo XIX y desde entonces se daba por cierto (ver [8]).

Otra pregunta que naturalmente aparece es:

3) Dada f una funcion diferenciable de M, ;Existe g € My tal que sq = f 7
Veamos que sucede cuando M es una superficie cerrada de R3. En este caso, como la
dimension es 2, la curvatura escalar de (M, g) es dos veces la curvatura Gaussiana kg.

Luego, por el teorema de Gauss-Bonnet, que nos permite relacionar la geometria de la
superficie con su topologia, tenemos que

(3) / sgdvg = 2/ kgdvg = 4mx (M),
M M

donde x(M) es la caracteristica de Euler de M (ver [13], [16], [32]).
La primera conclusion que podemos extraer de la igualdad (3) es que en una superficie
no cualquier funcién diferenciable corresponde a la curvatura escalar de una métrica
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Riemanniana. Por ejemplo, si g una métrica Riemanniana cualquiera de la esfera S2,

tenemos que
/ sgdvy = 8.
S2

Por lo tanto, s; no puede ser una funcién siempre no positiva. Es decir, si f € C>(5?)
es la curvatura escalar de una métrica, entonces f debe ser positiva en alguna region de
S2. Si consideramos el toro T2, ya que x(7T?) = 0, para toda g € M2 necesariamente
debe haber un punto p € T2 tal que sy(p) = 0. Mas precisamente, s, = 0 o bien s,
debe cambiar de signo. En particular, la tnica funcién constante correspondiente a la
curvatura escalar de una métrica es la funcién nula.

Figura 1

En general si g € Mg y s, = c constante, su signo debe ser el mismo que el de la
caracteristica de Euler, mas precisamente ¢ = 4y (M).vol (M, g)~t.

En este curso principalmente estaremos abocados a la segunda pregunta, en dimensién
mayores o igual a 3, y aspectos relacionados con esta. De todas formas, al final de la
Seccién 6 mencionaremos algunos resultados referentes al problema de prescribir la
curvatura escalar.

La pregunta 2), que reformularemos a continuacion, se conoce como el problema de
Yamabe:

Problema de Yamabe :
Dado (M™, g) una variedad Riemanniana cerrada (compacta y sin borde) de dimen-
sion n > 3 ; Existe una métrica h € [g] de curvatura escalar constante?

En 1960, el afio de su muerte, H. Yamabe publico un articulo [54] donde daba una
prueba de que efectivamente, en cada clase conforme habia una métrica de curvatura
escalar constante. Ocho afos mas tarde, N. Trudinger [51] encontré un error en dicha
prueba. Sin embargo, pudo ver que la respuesta segufa siendo afirmativa si se cumple

que
/ sgdvy < 0.
M

En 1976, T. Aubin [5] di6 una prueba del problema de Yamabe, siempre y cuando
hubiera en la clase conforme una métrica h que satisfaga

(4)

f A Shdvp
n—2
vol(M,h) =
Aubin conjetur6 que esta condiciéon no es muy restrictiva. Sino por el contrario, la
desigualdad debia darse siempre, a menos que existiera un difeomorfismo conforme

entre (M, g) y (S™, g¢). Ademas, en 1976, probo esta conjetura para muchos casos. Méas
precisamente probo6 la conjetura cuando (M, g) no es localmente conforme plana (ver

S

<n(n—1)vol(S™, gy)n.
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Seccion 2) y dim (M) > 6. Finalmente en 1984, R. Schoen [43] prob6 los casos restantes
de la conjetura de Aubin y, por lo tanto, dio una prueba definitiva del problema de
Yamabe.

Estas notas estan organizadas de la siguiente manera. En la Seccién 2, introducimos
la ecuacion y el funcional de Yamabe. Analizamos la relacion entre los puntos criticos de
dicho funcional, las métricas de curvatura escalar constante y las soluciones positivas
de la ecuacién de Yamabe. Definimos la constante de Yamabe y vemos cual es su
significado geométrico. También, en esta seccién, analizamos la constante de Yamabe
de (5™, ¢¢). En la Seccion 3, damos propiedades generales de la constante de Yamabe,
resultados de multiplicidad de métricas de curvatura escalar constante y discutimos
el significado del signo del primer autovalor de Laplaciano conforme junto con otras
propiedades de su espectro. En la Seccion 4, tratamos el caso subcritico de la ecuaciéon
de Yamabe y sus consecuencias geométricas. En la Secciéon 5, damos una idea de la
prueba del problema de Yamabe. En la Seccién 6, introducimos el invariante de Yamabe.
Mostramos una caracterizacién cuando este es negativo y comentamos ciertas cotas
conocidas del invariante de Yamabe cuando resulta positivo. También discutimos el
comportamiento del invariante de Yamabe bajo cirugias. Para finalizar, mencionamos
y comentamos resultados acerca del problema de prescribir la curvatura escalar.

A lo largo de estas notas, a menos que lo aclaremos, las variedades que consideraremos
seran cerradas y conexas. Cuando decimos que una funcién es suave o diferenciable nos
referimos a que esta es infinitamente diferenciable (C'*).

Agradecimientos Quisiera agradecer a los organizadores del EGEO 2016, VI Work-
shop on Differential Geometry por la invitacion a dar este curso.

2. FUNCIONAL Y ECUACION DE YAMABE

Sea (M™, g) una variedad Riemanniana cerrada de dimension n. Recordamos que el
Laplaciano de (M, g) es el operador definido por

ue C*(M) — Ag(u) == —traza(Hess(u)),

donde Hess(u) es el Hessiano de u.
Su expresion en un sistema de coordenadas (U (p) es

() Ag(u) =

ou
ﬁdetg Z ganj)’

1<q ]<n

donde det g es el determinante de la matriz (g;;) = (g( 88337," a87],)) y g% es la entrada (i, 5)
de la matriz (g;;) L.
Consideremos una métrica h en la clase conforme [g]. Si escribimos a h como h =

uPr=2g, con u € CH(M) y pp = %, se tiene que su curvatura escalar esta dada por

(6) sp =ul"Pn (anAgu + sgu>,

donde a,, = 22 (ver Apéndice 7.1).
El factor a, Aju+squ que aparece en la parte derecha de la igualdad (6) corresponde a
un importante operador lineal llamado Laplaciano conforme de (M, g) y que notaremos

con Ly. Una propiedad importante del operador Ly, que utilizaremos a menudo, es su
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invarianza conforme (ver Apéndice 7.2). Es decir, si h = uP»~2g, entonces el Laplaciano
conforme satisface

(7) Ly(p) = ul_p"Lg(ugo).

Dada una funcién suave f, el problema de encontrar una métrica h € [g] con curvatura
escalar f es equivalente al de encontrar una solucién positiva u de la siguiente ecuacion:

(8) Ly(u) = anAgu+ sgu = fuP»~'.

En este caso, uP"~2g serfa una métrica de curvatura escalar f. En particular, estare-
mos interesados cuando f = ¢ es constante (Pregunta 2 de la Introducci’on). Es decir,
buscamos soluciones positivas de

9) Ly(u) = cuPr™t,

Esta dltima ecuacion recibe el nombre de ecuacién de Yamabe.
Consideremos el funcional Y : [g] — R definido por

helg — Y(h) = fMS—h%.

Vol(M,h) =
Notar que esta es la cantidad que aparece en el lado izquierdo de la desigualdad (4)
(ver Introduccion, Conjetura de Aubin).

Si h = uPr~2g, su elemento de volumen es dvy, = uPrdv,. Aplicando la igualdad (6)
podemos escribir el funcional Y como

Sy Lg(udvg [y anudgu sguldvg
- n—2 = n—2 .

(o uPrdug) = (Joy wPrdvg) =
Luego, utilizando la formula de Green [, uAgvdvg = [, < Vu, Vv > dv, (ver Apén-
dice 7.3), obtenemos que

Y(h)

2 2
(10) Y (h) = I an\Vu|gz+ squ-dug
i3,

?

donde con ||u|; denota la norma de u en el espacio de Lebesgue L!'(M), i.e., |jull; =
1
(Jay lul'dvg) .
Por lo tanto, mediante la identificacion

h € g] «+— u € C(M) tal que h = uP»~2g

el funcional de Yamabe induce un funcional en CZ4(M)

ue CH(M) — Yy(u) = Y(up”_Qg).

A este funcional también lo llamaremos funcional de Yamabe, y para no sobrecargar
innecesariamente la notacién, también lo notaremos con Y, siempre y cuando quede
claro la métrica que estemos usando. De todas formas, gracias a la invarianza conforme
de L, igualdad (7), tenemos que
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fM Ly (v)vduy, _ fM ul_p”Lg(uv)vupnzdvg Y, (u0).

n—2 n—2
(fM ?}p"d’l)h) n (fM Q)Pnupndvg) n
La relacién entre el funcional y la ecuaciéon de Yamabe queda establecida en la si-
guiente proposicion:

(11) Yi(v) =

Proposicion 2.1. Sea v € CH(M). Luego, u es un punto critico de Y si y solo si u
Y (u)

2
llullpn™

es solucion de la ecuacion de Yamabe con constante ¢ =

Demostracion. Una funcion u es un punto critico de Y si y solo si para toda ¢ € C°(M)

se tiene que
Y (u + ty)
ot

Desarrollando el funcional de Yamabe obtenemos que

(fM g(u+tp) (u+t<,0)dvg)|
ot lu+toll2, =

[y Lg(w)u+ 2tLg(u)p + t2*Ly(p)pdvg
m( T+ tolE. li=o-
En la dltima igualdad, utilizamos que L, es un operador autoadjunto, es decir que
satisface que [}, Ly(u)pdvg = [, Lg(@)uvg, lo cual se deduce de la formula de Green
(ver Apéndice 7.3).

Tenemos que

lt=0 = 0.

0
87fY(u +to)|i=0 =

Y (u + ty)
(12) T|t:0 = (HUH;Z;n /M 2Ly (u)pdug

2—pn
2l [ Lo, [ v, ) Jul
M M
—2( [ Lywpdo, Y@l [ ods,) ul,
M M

Por lo tanto, u es un punto critico de Y si y solo si para toda ¢ € C*°(M) se tiene que

[ Eatwgdo, = Y@l [, =
M M
- /M (L(u) — ¥ () Jul 27w~V o, = 0,

lo cual es equivalente a que u sea solucién de la ecuacién de Yamabe con la constante
anunciada. n

Es decir, la ecuacion de Yamabe es la ecuaciéon de Euler-Lagrange del funcional de
Yamabe. Desde un enfoque variacional, el problema de encontrar métricas de curvatura
escalar constante en una clase conforme es equivalente a encontrar puntos criticos de
Y.

Notar que el funcional de Yamabe esta acotado inferiormente. En efecto, por la
desigualdad de Holder (ver Apéndice 7.3.1) se tiene que

/ uzdvg < (/ up”dvg)lfn(/ 1dvg) e
M M M
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2
= [[ull3, vol (M, g)=.

Si s4 es una funcion no negativa, entonces de (10) se ve claramente que Y (u) > 0 para
toda u € CH(M). Si mins, < 0, entonces

Jor u?dvg
[Jwll2,

Definimos la constante de Yamabe de (M, [g]) como

Y(u) > (ml’nsg) > (min Sg)UOZ(Ma g)%

Y(M,|g]) := hl’él[;Y(h) > —00

o bien equivalentemente,

Y (M, = inf Y,(u).
(M fg) = _nt Yo
Observacion 2.2. De la igualdad (11) se ve que efectivamente la constante de Yamabe
es un invariante de la clase conforme. Es decir, si g y h estdn en la misma clase
conforme se tiene que Infyecs (u) Yy(u) = If,ecs () Yy (u).

Notar que como |V|u|| = |Vu| para casi todo punto de M, se tiene que Yy(|u|) =
Y, (u). Luego, en la definicion de la constante de Yamabe podemos tomar el infimo sobre
C>*°(M) — {0} y la constante no cambia.

El enfoque variacional, es decir aquel que se centra en tratar de encontrar puntos
criticos del funcional de Yamabe, es el que utilizaron Yamabe, Triidinger, Aubin y
Schoen para probar la existencia de métricas con curvatura scalar constante. Probaron
el siguiente teorema, cuya prueba discutiremos en la Secciéon 5.

Teorema 2.3. Sea (M",g) una variedad Riemanniana cerrada de dimension n > 3.
Luego, eziste h € [g] tal que Y (M, [g]) = Y (h).

Corolario 2.4. Toda clase conforme admite una métrica de curvatura escalar constan-
te.

En una clase conforme no puede haber dos métricas de curvatura escalar con distinto
signo. En efecto, si s, es una funciéon positiva, luego para una métrica de la forma
h = uP»~2g tenemos que

(13) / Agudv, +/ squdvg = / spuPm~tdu,.
M M M
Por el teorema de la divergencia (ver Apéndice 7.3) sabemos que
/ Agudvg = 0,
M
con lo cual,

0</ sgudvg:/ shup"_ldvg.
M M

Por lo tanto, s;, no puede ser una funcién no positiva, es decir, s, > 0, excluyendo por
su puesto a la funciéon nula, o bien s, cambia de signo.

Del mismo modo si s4 es una funcién negativa y h € [g], se tiene que s no puede ser
una funcién no negativa.
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Por otro lado, si s4 es la funcion nula y h = uP~2g, tenemos de (13) que

/ shupnfldvg =0,
M

con lo cual, s, = 0, o bien es una funcién que cambia de signo.
De estas observaciones podemos deducir que el signo de la constante de Yamabe
determina el signo de las curvaturas escalares que admite la clase conforme:

Proposicion 2.5. Sea (M™, g) una variedad Riemanniana cerrada de dimensionn > 3:

a) Y(M,[g]) >0 si y solo si existe h € [g] con s, > 0.
b) Y(M,[g]) =0 si y solo si existe h € [g] con sp = 0.
c) Y(M,[g]) <0 siy solo si existe h € [g] con sp < 0.

Demostracion. La condicion necesaria de a), b) y ¢) se desprende inmediatamente del
Teorema 2.3, del cual sabemos que existe una métrica de curvatura escalar constante
del mismo signo que Y (M, [g]).

Supongamos que tenemos una métrica h con s > 0. Por el Teorema 2.3, sabemos
que existe h € [h] = [g] con s; constante y que minimiza el funcional de Yamabe. Por
los comentarios previos a la Proposicion, s; > 0, lo cual implica

Y(M, [g]) = Y(h) = s;vol (M, h)= > 0.

De forma similar se prueban las condiciones suficientes de los puntos b) y c).

O

Observacion 2.6. Recordar que una situacion similar habiamos observado en la Intro-
duccion para el caso de superficies. En este caso el funcional de Yamabe es constante
en clase conforme y su valor es 4wy (M).

Ejemplo 2.7. Como (S", g3) es de curvatura escalar constante n(n—1), Y (S™, [g7]) >
0. Mas precisamente veremos en la Proposicion 2.15 que su constante de Yamabe es
Y (S™, [95]) = n(n — l)vol(S”,gg)%. Del mismo modo sabemos que Y (H" /T, [g}}]) < 0,
donde H" /T es un cociente compacto del espacio Hiperbdlico; Usando el punto b) de la
proposicion anterior se ve que Y (T, [gr]) = 0, donde (T™, gr) es el toro n—dimensional
plano.

Ejemplo 2.8. Sea (M, g) una variedad de curvatura escalar positiva y (N, h) una va-
riedad Riemanniana cerrada. Luego, Y (M x N,[g + th]) > 0 si t es suficientemente
grande. Pues, de los Ejemplos 1.2 y 1.3 tenemos que Sgi¢p = Sq+ %sh, que serd positiva
si t es suficientemente grande.

Por un resultado de Elfasson (ver [15]) es sabido que para todo ¢ € R existe una
meétrica h, € My de modo que Y (h.) = ¢ si dim (M) > 3. En particular, si ¢ <
0 tenemos que Y (M, [he]) < 0. Estas métricas son deformaciones de una métrica g
del tipo h(Xp,Yy) = g(&(p) (¥(p)Xp + dp(X,)Vpp, Yp), con ¢ > 0, p y & funciones
adecuadamente escogidas. Por lo tanto, resulta que no hay ninguna restricciéon para la
existencia de métricas con curvatura escalar negativa. Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.9. Sea M una variedad Riemanniana de dim (M) > 3, entonces existe
g € My con curvatura escalar (constante) negativa.
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Pero esta no es la situacion si requerimos que la curvatura escalar sea no negativa.
Se conocen ejemplos de variedades que no admiten métricas con curvatura escalar no
negativa. El toro n—dimesional 7™ no admite métricas de curvatura escalar positiva
(ver [18]). Un cociente compacto de H® no admite métricas de curvatura escalar no
negativas (ver [4] y Seccién 6).

Observacion 2.10. Si en lugar de considerar el funcional de Yamabe sobre una clase
conforme determinada, consideramos el funcional sobre todo el espacio de métricas Rie-
mannianas My, este recibe el nombre de funcional de Hilbert-Einstein (normalizado).
Los puntos criticos de este funcional son las métricas que satisfacen (ver [9]) :

Riccyg = Ag.

Estas métricas son conocidas como métricas de Einstein y resultan de curvatura escalar
constante. Algunos ejemplos son:

» g2 en R", g en S™ y g; en H".

" gy + g0 en S™ x S".

» Métrica de Fubinni-Study en CP™.

Sin embargo, a diferencia del funcional de Yamabe, este funcional no estd acotado (ni
inferior, ni superiormente) y podria pasar que no tenga puntos criticos. Por ejemplo,
es bien conocido que existen variedades cerradas de dimension 3 y 4 que no admiten
métricas de Einstein (ver [30]).

2.1. Espacios de Sobolev. El espacio de funciones que resulta natural para tratar
problemas en los que se ve involucrado la ecuacién y el funcional de Yamabe es el
espacio de Sobolev HZ(M). Este se define como la completacion del espacio C*°(M)
con respecto a la norma

1
2
el = (11l + Jlull3) .

De forma similar se define H} (M), y todos estos resultan espacios de Banach. Cuando
k =0, HY(M es LP(M). Ademas, H(M) (también HZ(M)) es un espacio de Hilbert
con el producto interno definido por

< U, v >—/ <Vu,Vv>dvg+/ uvdvy.
M M

En principio la definicion de Hy (M) depende de la métrica de la variedad Rieman-
niana. Sin embargo, se puede ver que si M es compacta, H ,f (M) resulta independiente
de la métrica Riemanniana elegida (ver [20]). Esto es falso en el caso no compacto.
Por ejemplo, si dotamos a R™ con una métrica de volumen finito, entonces una funcion
constante no nula pertenece a LP(R™) para todo p. Por otro lado, la funcién u = ¢ # 0
no es integrable en (R™, g7).

No resulta dificil verificar que

Y (M. [g]) = o I an|Vu|3 + sgutdv,
ue HE(M)—{0} lull3,
El siguiente teorema es muy importante el tratamiento variacional de las ecuaciones
elipticas, como lo es la ecuacién de Yamabe.
Teorema 2.11. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada. Tenemos que
a) La inclusion i : H(M) — LP»(M) es un operador continuo.
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b) [Relich-Kondrakov] Si s < p,, HZ(M) esta incluido de manera compacta en
L3(M).

El hecho de que las inclusiones HZ (M) C LPr(M) C L*(M) sean continuas implican
que:

Corolario 2.12. El funcional de Yamabe es continuo en HZ(M) — {0}.

Observacion 2.13. La dificultad del problema de Yamabe, como veremos mds adelante
al tratar el caso subcritico en la Seccion 4, radica en que justamente la inclusion de
HZ(M) en LP"(M) no es compacta.

Ver (|20], Capitulo 2) para mas detalles sobre los espacios de Sobolev

Mas adelante también trataremos con los espacios de Holder C*©(M). Recordamos
su definicion (consultar [7] y [17]): dado £ >0y 0 < a < 1, C*(M) son las funciones
u € C¥(M) que satisfacen

|Vkux — Vkuy|
d(z,y)*

k
lulli.o = Z sup |VFu| + sup < 00.
M TH£Y

i=1 %€

2.2. Constante de Yamabe de la esfera.
Sea f: (M, g) — (N, h) una isometria, es decir, f es un difeomorfismo que satisface
que f*(h) = g. Como para todo v € C?(N) se cumple que

(14) An(v) o f = Ag(vo f)
(ver [12]), tenemos que
(15) Yi(v) = Yy(vo f),

y por lo tanto, resulta que
Y(M, [g]) = Y(N, [h]).
Por otro lado, gracias a la invarianza del Laplaciano conforme (igualdad (7)), para
h € [g] resulta que

(16) Yi(v) = Yy(u)

si h = uPr~2g.

Con lo cual, si f : (M,g) — (N,h) es un difeomorfismo conforme, con f*(h) =
uPr~2g se tiene que

Yy(uvo f)) = Yu(v),

de lo que obtenemos inmediatamente la siguiente proposicion:

Proposicion 2.14. Sea (M, g) y (N,h) dos variedades Riemannianas y f : M — N
un difeomorfismo conforme. Entonces, Y (M, [g]) = Y (I, [h]).

Notemos ademés, que si v es una solucion de la ecuacion de Yamabe en (N, h) con
constante ¢ y f un difeomorfismo conforme como en la proposicion, entonces u. f*(v) =
u.(v o f) es solucion de la ecuacion de Yamabe de (M, g) con la misma constante, es
decir satisface

(17) Ly(u(vo f)) = clu.(vo fIP.
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En efecto, como f es una isometria entre (M,uPr~2g) y (N,h), usando (14) y que
spof= Sypn—2g, S€ tiene que

Lup-2y(v0 f) = cvo fyrn1.

Luego, utilizando la invarianza conforme de L4 se obtiene (17).

Notemos con Py = (0,...,1) € R**! el “polo norte” de S™. La proyeccién estereo-
grafica desde Py es la aplicacion oy : S™ — { Py} — R™ definida por
( )= (2 )
onN(Z1,...,Zn, T = Y ,
N\L1 ny Lntl 1— Tntl 1— Tni1

y su funcién inversa py : R™ — S™ — { Py} esta dada por

221 2z, Hx||2—1>

PN (@1 ) = (1+ 2”77 1T+ (]2 ]| + 1

La proyeccion estereografica es un difeomorfismo conforme entre (S™ — {Pn}, 9¢) ¥
(R™, g'). Mas precisamente, tenemos que para z € R"

n—2

(18) )@ = e = () ) 2@
Para z € S™ — { Py} se tiene que
(19) it (a) = (DI T2

(20 -wwn) T " @)

Cuando la variedad no es compacta, podemos definir la constante de Yamabe de la
siguiente manera:

Y(W,g) = _ inf S aulVuly + sg7dv,
’ Cgo(M)—{0} [Jull2,

En estas notas no trataremos el caso no compacto del problema de Yamabe, pero
sefialemos brevemente que hay algunas diferencias con el caso compacto. Por ejemplo, la
Poposicion 2.5 ya no es cierta. Es decir, en una clase conforme uno puede tener métricas
con curvatura escalar de distinto signo. pi (g¢) € [g7], pero py es una isometria entre
R™, px(95)) v (S™ = {Pn},90), por lo tanto sy« (gny = n(n — 1). Del mismo modo,
podemos considerar en la clase conforme de [g§] la métrica o3 (g)) de S™ — {Pn} que
es de curvatura escalar constante 0.

Sea W de dim (W) > 3. Si W es difeomorfa a una subvariedad abierta de una variedad
compacta, entonces cualquier funcién suave es la curvatura escalar de una métrica de W
(ver en [25], Teorema 1.4). Luego, ya que R™ es difeomorfa a la esfera menos un punto,
el problema de prescribir una curvatura escalar para R™ no presenta obstrucciones.

Como py : (R, g7) — (S™ — {Pn}, () es un difeomorfismo conforme, por (15) y
(16) para toda funcién v suave, no nula, cuyo soporte este incluido en S™ — {Py} se
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tiene que
Jr an Vup® (v)[5p dvgs
Ygg (U) - * 2 ’
[up*(v)|3,
n—2
donde u = (ﬁ) ’
Luego,
Y (S™, [g5]) = inf Yr(v) = inf Yyn
(5™, l96]) ooy Yob (v) vec b oy Yoo (v)
sop(v)€S" —{Pn}
) Jg an|Vup* (v) 20 dvgn ; Jg an|Vw|Znduogp
= n " 5 = mn 5
veC™® (™) {0} [[up*(V)I5, weCEe (R")—{0} [wl[Z,

sop(v)eS™—{Pn}
Por un resultado de Sobolev, sabemos que existe una constante positiva C' tal que
para toda w € C5°(R"™) se satisface que

(20) lwlz, < Cl[Vwll3.

A la menor de estas constantes, que resulta positiva, la llamaremos constante de
Sobolev de R™ y la notaremos con C(n). Su caracterizacion variacional es

Jen ’vwﬁy dvgn

weCge (R)—{0} Jwll2,

(21) Cn)~"' =

Por lo tanto, tenemos que
an
C(n) = o
Y(Sna [90])
Aubin [6] y Talenti [50] probaron (ver también [7] y [49]) que
4
C(n) =
n(n — 2)uol(S", g§)

y que (21) se alcanza con funciones de la forma

S

n—2
-2

(22) ve@) = (aypp) © = YD)
donde

P(z) = (1_1_1|$||2)n2

Es decir, para todo € > 0

[Vvel3 _ 1
[Yell?,  C(n)

Notar que una funcién que realiza el infimo (21), después de una adecuada multipli-
cacion por un escalar, es una solucién de la ecuacion

(24) Agnv = n(n — 2)vP 1.

En particular, se puede verificar que 1. es solucién de la ecuacién anterior para todo
e > 0. Cafarelli, Gidas y Spruck probaron en [10| que las tnicas soluciones positivas de
la ecuacion (24) son de la forma

(25) el — o) = 67 (e (z — 20))

(23)
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cone >0y xy € R™
De (17) y (19), tenemos que

(26) v=1u.(¢p: ooN)

n—2
1 )2 2 . A
con u = <M es solucidon de la ecuacion de Yamabe en la esfera con

constante n(n — 1), o sea satisface
anAgrv +n(n —1)v =n(n — 1)wPr—1,

Ademaés, se puede decir que son todas funciones minimizantes del funcional de Yama-
be. Por otro lado, son las métricas inducidas en [gf] por las funciones extremales (25)
son las tinicas con curvatura escalar constante. Pues, si h = vp"_Qgg es de curvatura

n—2

constante, luego tomando un multiplo adecuado de esta, (ﬁ) : (vopn) serd una

solucion positiva de (24), y salvo alguna translacion, serd igual a 1. para algun € > 0.
Por lo tanto, v es de la forma (26).
De los comentarios anteriores se desprende el siguiente resultado:

Teorema 2.15. La constante de Yamabe en la clase conforme [g{] de S™ es
Y (8", 1g§]) = n(n — 1)vol(S", gt),

y es realizada por la métrica estandar y por todos miltiplos escalares de

[U(% o UN)]pnizgg

con u como en (26).

Observacion 2.16. M. Obata probd (ver [34] y [33]) que si h € [g3] es de curvatura
escalar constante, entonces h es de la forma

h=c.f"(g0)
con ¢ > 0 y f un automorfismo conforme de (S™, gi). Esto es, porque se puede ver
que h necesariamente debe ser una métrica de Einstein, y como h es conforme a g,
su tensor de Weyl, que notamos con Wy, es nulo (ver a acontinuacion). Luego, de la
descomposicion del tensor de curvatura de h (ver [9], [16], [42])

0 0

—
Ry, :’v/vf+n—i2 (Ricch — %hh) Oh+ ﬁh@h

(aqui () denota el producto de Kulkarni-Nomizu) se ve que h es una métrica de curva-
tura seccional constante. Por lo tanto, existe ¢ > 0 y f que resulta una isometria entre
(S™ h) y (S™, cgy) (ver [14], [16], [42]). O sea, h = cf*(g3) y f es un automorfismo
conforme de (S™, g3).

(S™,g¢) en un ejemplo de lo que se denomina una variedad localmente conforme
plana (1. c. p). Decimos que una variedad (M, g) es 1. c. p. si para todo p € M existe un
entorno p € U, tal que la métrica g restringida a ese entorno es conforme a (R", g/). Por
ejemplo, todo variedad de curvatura seccional constante es localmente conforme plana.
El tensor de Weyl tiene la propiedad de que si h = fg € [g], entonces W}, = fW,.
Luego, si (M, g) es 1. c. p., entonces W, = 0. También se puede ver que si dim (M) > 4,
la reciproca es cierta. En dimensién 3, el tensor de Weyl es siempre nulo, sin embargo,
existen variedades que no son 1. ¢. p. Por ejemplo, (M? x S, g+ g}) con (M2, g) una
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superficie de curvatura Gaussiana no constante no es localmente conforme plana. Como
consecuencia de la existencia de coordenas isotermales todas las superficies son 1. c.
p. Para ver estas propiedades y mas sobre las variedades localmente conforme planas
consultar [9], [16] y [42].

3. PROPIEDADES DE LA CONSTANTE DE YAMABE

En esta seccién veremos algunas propiedades de la constante de Yamabe y de las
soluciones de ecuaciéon de Yamabe.

3.1. Multiplicidad de métricas de curvatura escalar constante.

Sabemos que en cada clase conforme, tenemos al menos una métrica de curvatura es-
calar constante ;Habra otras esencialmente distintas con esta propiedad? ; Nos dice algo
la constante de Yamabe sobre la cantidad de las mismas? Decimos esencialmente dis-
tintas, pues sabemos que si dilatamos por un escalar positivo una métrica de curvatura
escalar constante, entonces también resulta de curvatura escalar constante.

Proposicion 3.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada conexa de dimension
n >3 conY(M,[g]) <0. St hy y hg € [g] y ambas son de curvatura escalar constante,
entonces existe ¢ € Ry tal que

h1 = Ch2.

Demostracion. Si Y (M, [g]) = 0, por la Proposicion 2.5 necesariamente s, = sp, = 0.
Luego, si ho = uP»~2h; tenemos que
Ap,u=0.

De lo cual, aplicando la férmula de Green, obtenemos que

0:/ ulAp, udvp, :/ \Vul?doy, .
M M

Por lo tanto, u es una funcién constante.

Consideremos ahora el caso Y (M, [g]) < 0. Por el punto c¢) de la Proposicion 2.5 se
tiene que s, < 0y sp, < 0. Simultiplicamos a ho por un factor adecuado ¢, obtendremos
la métrica ng = cho cuya curvatura escalar es Shy = Shy- Luego, si iLQ = uPr 2k tenemos
que

(27) anAp,u = sp, (WP — u).

Sea ey un extremo local de u. Al igual que en el caso Euclideo se tiene que:
Si Zezt €s un maximo local (minimo local) de la funcién u, entonces

Ahlu(xea;t) >0 (S 0)

Si w tiene un maximo global en %, y ademas teniendo encuenta que sp, < 0,
entonces de (27) se deduce que

upn_l(xmax) — U(Zmaz) < 0.

Es decir, u(x) < u(Zmar) < 1 para todo € M. Del mismo modo podemos probar que
si u tiene un minimo global en Zin, luego u(x) > u(xmi,) > 1. Por lo tanto, resulta
que u =1y hy = chs.

O

De la proposicién anterior se desprende inmediatamente el siguiente corolario:
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Corolario 3.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana conexa tal que Y (M,[g]) <0
¢ € Ryg. Eziste solo una métrica he € [g] de curvatura escalar constante y vol(M, h.)
c.

Il

Corolario 3.3. Sea (M, g) una variedad Riemanniana coneza tal que Y (M,[g]) <0 y
u una solucion positiva de la ecuacion de Yamabe. Luego, u es itnvariante por isometrias
de (M,g). Es decir,

ffu)=uo f=u
para toda f € Iso(M,g).

Demostracion. Si u es soluciéon de la ecuacion de Yamabe, por los comentarios de la
seccion anterior, sabemos que v = w o f también lo es. Por lo tanto, vP»~2g es una
meétrica de curvatura escalar constante. Por el corolario anterior, necesariamente existe
¢ > 0 tal que u = cv = ¢(uo f). Pero como u no es nula y f es una isometria, ¢ debe

ser 1.
OJ

No es la situacion general que haya esencialmente una sola métrica de curvatura
escalar constante en la clase conforme. Cuando la constante de Yamabe es positiva
puede haber méas de una métrica (del mismo volumen) con esta propiedad. Para ver
esto utilizaremos el siguiente resultado, que da una cota superior a la constante de
Yamabe.

Teorema 3.4. Sea (M",g) una variedad Riemanniana de dimension n > 3. Luego,
2
Y(M,[g]) <Y(5" [95]) = n(n — Dvol(S", gg) -

Sean (M™,g) y (N™, h) dos variedades Riemannianas cerradas de curvatura escalar
constante y positiva, de volumen unitario y de dimensién m y n, respectivamente. Para
t > 0, consideremos el producto Riemanniano (M™ x N™ t""g 4+ t"™h) de curvatura

escalar constante positiva. Como dvy—ngysmjp = (t_”mtm”)%dvgdvh = dvgdvy, tenemos
que el vol(M™ x N™,t""g +t"h) = 1. Luego, evaluando estas métricas en el funcional
de Yamabe vemos que

Y({E™"g+1"h) =1"sg + 17" — 0 ¢ 400 TOO-
Si fijamos t( lo suficientemente grande o chico, tenemos que
Y(ty"g+tg'h) > Y(S", [g0]) = Y (M™ x N", [t,"g + t5'h]).

Por lo tanto, si bien t;"g + tj'h es de curvatura escalar constante, esta métrica no
minimiza el funcional de Yamabe. Sin embargo, por el Teorema 2.3 sabemos que debe
haber una métrica minimizamente, de lo cual se deduce que al menos hay dos métricas
de curvatura escalar constante en la clase [t,"g + t{'h].

R. Schoen probo en [44] que la cantidad de soluciones esencialmente distintas de la
ecuacion de Yamabe de (S™ x S, 90 + tgé), y por lo tanto, la cantidad de métricas con
curvatura escalar constante en [g8 + tgg], tiende a infinito cuando ¢ lo hace.

Demostracion del Teorema 3.4. La idea de la demostraciéon es encontrar funciones test
¢e, de modo que limsup Yy(¢.) sea menor o igual a Y (S™, [g(]). Como localmente,
0

e—
cualquier variedad es infinitesimalmente parecida al espacio Euclideo o a la esfera, las
funciones candidatas son adaptaciones de las funciones extremales 1. de la desigualdad
de Sobolev en R™ (definidas en (22)).
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Supongamos que Y (M, [g]) > 0, pues sino la desigualdad del enunciado del teorema
se cumple trivialmente.

Sea pp € M y Bs(po) la bola geodésica centrada en py y de radio ¢. Consideremos
una funcién suave 1 : M — R que satisfaga las siguientes propiedades:

»0<n<1,
C () = 4- S 1€ Balmo)
0 si g ¢ Bas(po),

|V <2/6.

Para ¢ pequeno y € << § definimos la siguiente funcion:

n—2

€ =
28 = =0(@) (2 )
(28) ¢e(a) = n(@)ve(a) = (D) 55 @
donde r(q) es la distancia entre py y g con respecto a la métrica g.
Veremos que

limsup Yy (¢:) <Y (S™, [g95])s

e—0
lo cual prueba el teorema.
Si (U, Z) es una un sistema de coordenadas normales se tiene que v/det g = 1+ O(r).
Luego, se tiene que

(29) /an\V¢5\2+sg¢gdv9—/ an|Vibe 2dvy
M

Bs(po)

+/ %MWM%%+/ sgp2dvg.
Bas(po)—Bs(po) Bas(po)

El segundo término de (29) lo podemos acotar por

/ an|V77¢s|2dvg = an[/ 772|Vw5|2
Bss(po)—Bs(po) Bss(po)—Bs(po)

+2np. < Vn, Vi, > +¢3\V77!2dvg}

4 4
<[/ Vel + el Vel + s92dug).
Bas(po)—Bs(po)

donde para obtener la dltima desigualdad usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
De (29) y teniendo en cuenta que 1. es una funcion radial obtenemos que

/ an|v¢a|2 + 5g¢gdvg < / an|ar¢a‘2dvg
M

Bs(po)

vl | o6 + w0+ v2duy) + [ sétan,
Bas(po)—Bs(po) Bas(po)

donde ¢ es una constante que depende de . Luego,

A

(30) /M an| Ve + sgpZdvg < (1 + 20) [/ an| Ve [*dz

B;(0)




18 G. HENRY

B

+é/ Ve + |0e| Ve | + 2dz +
As(0)

C
——

VK wfdx}
Bs(0)
donde K = méxys sq > 0y As(0) el anillo Bys(0) — B5(0) en R™.
Fijando 0, se puede ver que

(31) A <Y ] ypnda)m

También que

(32) B =0("?),
y
O(£?) si n>4
(33) C= O(ln(%(s)g) si n=4
O(e) si n=3.

Notar que de (24) tenemos que At = n(n — 2)yf" ', Por lo tanto, multiplicando
esta expresiéon por . e integrando obtenemos que

/ IV |2dz = n(n — 2) YErdx.
R" R"

De lo cual, como . son funciones extremales de la desigualdad de Sobolev en R”, se
tiene que

A
Cln)  ivell3,

Teniendo en cuenta que

=n(n— 2)( - ¢f_.’"dac>

2
n—2

(/M ¢§"dvg)f’2n — 0 (/Rn wgndx)?n _ (Cn(n — 22

y usando (31), (32) y (33) en (30) obtenemos finalmente que

limsup Yy (¢e) < Y(S™, [g5])-

e—0
Ahora veamos las acotaciones de A, B y C.
A
A= an| Ve 2dr < / an| Ve Pdx = apn(n — 2) YPrdx
Bs(0) R R

2 2

- fontn=( [ )] [ i) =yt [, i)

B:
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Como 1. es una funcién radial su gradiente es
n—2 T

V. = 0. = —n(n — 2)5Tm-

Por lo tanto, como en As(0) § < r < 26 podemos acotar

n-2 1
IVipe| < (n—2)e 2 =

n—2
|¢E’ SE 2 6”72.

De lo cual obtenemos que

B—/ Ve + |9e| Ve | + 2d
As(0)

1
+(n—2)e"2 2 51 dx = O(e"72).

1
< n — 2)2e"2
B /Aé(o)( ) g2n—2

Finalmente veamos la acotacion de C.

Tenemos que
Tn—l

l 1 peqy ez [P
Bas(0) 0 (1+27) 2

Haciendo el cambio de variables r = ¢ /e:

26
=2yt [= n—1
(34) / ldz = vol(§71, gp1)en— "5 / L —
B5(0) 0 (14t 2
Para e suficientemente chico, 20/ > 1
26 20
= tn—l 1 tn—l = tn—l
0 (1+¢t?) =2 0 (141¢2) =2 1 1+ =z

28

1
0 1

20 -1 1 1

N t" dt<?in + n—(n—2)l(2§
0 (1+ t2)(";2)l T i+ 1n(2€—5) si n—(n—2

Luego, reemplazando en (34) obtenemos que

~ (n—2)1 _ (n=2)i .
/ Wl — de™"" Tz 4 ée 2 si m—(n—2)#0
Bas(0) de? + fln(%‘s)sg sin—(n—-2)=0

donde d, & y f son constantes que dependen de § y n.
Tomando [ = 2, obtenemos la cota superior para C. Esta es

%9 _ (n=2) .
C—/ W2y < c{s +ée 225 S%n7é4
Bas(0) de? + fln(?)zs2 si n=4.
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3.2. Autovalores del Laplaciano conforme y la constante de Yamabe.

Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada. Como mencionamos el Laplaciano
conforme es un operador eliptico y autoadjunto en L2(M), por lo tanto es bien sabido
que el espectro de este tipo de operadores es una sucesién no decreciente de autovalores
que tiende a infinito (ver [17] y [12]). Escribimos el espectro de L, como:

A(g) < Aa2(g) < A3(9) < < M(g) ... —> +00

donde cada autovalor aparece repetido segiin su multiplicidad, es decir la dimensién
del subespacio asociado de autofunciones.

Notaremos con Gr¥(H?(M)) al conjunto de subespacios k—dimensionales de
Hf(M ). En esta subseccion, a menos que se aclare, supondremos que las variedades
son conexas.

Resulta muy ttil la siguiente caracterizaciéon variacional de los autovalores del ope-
rador Lg:

Teorema 3.5. [Teorema de Rayleigh]
a) Sea v; una autofuncion asociada a \i(g) y Vi—1 = span(vi,...,vp_1) (Vo = 0).
Luego,
an| V|2 + s v%dv
)\k(g) — min fM Tl‘ ‘g g9 g

veHF (M)—{0}, ||U||%
Sy v2dug=0 VzeVi_y

El minimo es realizado por v si y solo si v es autofuncion de autovalor \g(g).

b)

an| V|2 + s v*dv
Ak(g) = min sup Jar @l Vg 3 g g
VeGrk(Hz (M)) veVv —{0} [v]15
c) El espacio L?(M) posee una base ortonormal {v;}ien, donde v; € C®°(M) es

autofuncion de Ly con de autovalor asociado Ai(g).

Observacién 3.6. Consideremos la métrica h = uPn~2g € [g]. Aplicando la invarianza
conforme de Ly al item b) del Teorema anterior se deduce que

Ae(h) = min sup Jag @nl V0l + 55",
VeGrk(H?(M)) veV—{0} fM upn*2v2dvg

Teorema 3.7. [Principio fuerte del maximo| Sea (M,g) una variedad Riemanniana
coneza y u € C%2(M) no negativa y sea f: M x R — R una funcion continua. Si

Agu(z) > u() f(z, u()),
entonces u >0 o u = 0.

Se puede ver gracias al principio fuerte del méximo y usando argumentos estandar
de regularidad que las autofunciones asociadas a Aj(g) no cambian de signo cuando M
es conexa.

En efecto, sea {wy }reny una sucesion minimizante de A\ (g). Es decir,

Iy an]Vwkﬁ + sqwidvg

5 —7k—oo )\1(9)-
[oll2
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Podemos suponer que wy > 0, sino tomamos |wg| en lugar de wy. También podemos
suponer que ||wg|/2 = 1. Como

1 fy an|Vwg|? + sqwidvg /
Gn [Jw I3 M

S
(1 — ~)widvg

will21 =
Gnp,

A1(9)

n

+C

1
<1 / anl Vg |2 + sqwddug) + C k|2 —
(079 M

tenemos que la sucecién wy, esta acotada en HZ(M). Por lo tanto, dado que HZ(M) es

un espacio de Hilbert, existe v; € HZ(M) y una subsucesiéon, que también notaremos
con wg, tal que

(35) wy, — v; débilmente en HE(M).

Luego, tenemos que

(36) / an|Vv1|§dvg = lim / an < Vo, Vwy >4 dug
M k—o0 M

< lmsup an||Vor [[2]| Vwg 2.
k—o0

Dado que la inclusion de H 12(M ) en L?(M) es un operador compacto, tenemos que

(37) wy —> v en L*(M)

y para una subsucesion

(38) wy — v1 para casi todo punto.

Por lo tanto, vy >0, ||vif2 =1y

/ sngdvg — koo / sgv%dvg.
M M
Esto, junto con la desigualdad (36), implica que

Jas an|Vor |?] + sgvidv,

[y an|Vwi)? + sqwidv,
Ai(g) < = .
[oa]?

< lim
T koo [wgl3

= Ai(9).

Luego, v; € HZ(M) minimiza y por lo tanto, es una solucién débil de la ecuacion

(39) Lg(v1) = Mi(g)v1.

Por argumentos estandar de regularidad (ver [17]) se puede ver que v; es una funcion
C>°(M). Por ser v; no negativa y no nula, aplicando el principio fuerte del méaximo
obtenemos que v > 0.

Notar que vo debe cambiar de signo ya que debe satisfacer que

/ v1v2dvg = 0
M

siendo M conexa. Con lo cual, A\1(g) < Aa(g).

Proposicion 3.8. Sea (M, g) una variedad cerrada. Tenemos que:
a) El signo de A\1(g) coincide con el signo de Y (M, [g]):
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b) St Y (M,[g]) > 0, entonces

S

Y (M, g]) = hl’él[g] A1(h)vol(M, h)

Demostracion. Sea vy una autofuncion positiva asociada a A\1(g) y consideremos u una
soluciéon positiva de la ecuacion

Ly(u) = huPr~t,

donde h es una funcion diferenciable. Es decir, la métrica uP»~2g tiene curvatura escalar
h. Utilizando que L4 es un operador autoadjunto, tenemos que

)\1/ uvldvg—/ uLg(vl)dvg—/ Lg(u)vldvg—/ hupn*lvldvg.
M M M M

Con lo cual, si h es una funcién que no cambia de signo, necesariamente el signo de
h debe coincidir con el de Aj. Luego, por la Proposicion 2.5 obtenemos el punto a).
Ahora probemos el punto b). Utilizando la desigualdad de Holder, tenemos que

2 1—2 2
||v\|§ :/ devg < (/ vp”dvg)Pn (/ 1dvg) P = ||v\|}27nvol(M,g)n.
M M M

Por lo tanto, como Y (M, [g]) > 0, para toda funcién v € HZ(M) no nula se satisface

Iy an\Vvlg + sgv?dvg [y an|Vv|§ + s4v%dvg

I(M, g)*
< vol(M, g)n.
o2, EE

Tomando infimo en ambos lados de la desigualdad anterior obtenemos que
2
Y(M,lg]) < Ai(g)vol(M, g)=.
Pero esta desigualdad es valida para todo h € [g], entonces

Y(M,[g]) < fnf A (R)vol(M,h).
helg]

La otra desigualdad se satisface siempre, aun cuando Y (M, [g]) es negativa. Pues, de
la Observacién 3.6 vemos que

W V0l2 + s,02d 2
inf Aj(h)vol(M, h)% = inf inf Jar 2 U’L ;gv Ug(/ up"dvg>
helg] weCS (M) veHZ(M)—{0}  [3, uPr~202duy M

< inf S an|VU|§ +5gtdy (/ uPrdv )
= weCs (M) Jy wPrdog v g

S

<t Jar anlVul? + squdu,
el (M) ellZ,

=Y (M, [g])-

Proposicion 3.9. Si Y(M, [g]) <0, entonces A\1(g) <0y

if A\ (R)vol(M, h)» = —cc.
helg]



CURVATURA ESCALAR Y LA CONSTANTE DE YAMABE 23

Demostracion. Sea vy > 0 tal que Yy(vg) < 0. Dado p € M y ¢ > 0 consideremos
Npe € C°(M) tal que 0 <mp. <1, 1mp. =1en Be(p) y Mpe =0 en M — By.(p). Luego,
para ¢ suficientemente chico, tenemos que wg = (1 — n, - )vg satisface que

/ L4(wo)wodvy < 0.
M
Sea us := z + ¢ donde 2z € CH(M) con soporte incluido en B:(p) y 6 € R>¢. Se tiene
que
an|Vwo|? + sqwidv
inf Ay (h)vol(M,h)= < fnf Jus 2l 0'5’2 90 g(/ ul" dvg)
helg] 6 Joy uf " widug M

< fM Lg(wo)wodvg
= Ju 0P Pwidyg

(/ zp"dvg)% — 550 —00.
M
O

Observacion 3.10. Notar que si Y (M,[g]) > 0, la constante de Yamabe es el mds
chico de los primeros autovalores de las métricas de [g] con volumen unitario, es decir
Y (M, = min A1(h).

( [g]) helg] vol(M,h)=1 1( )

Pues, si gy es una métrica de volumen unitario que realiza la constante de Yamabe, su
curvatura escalar es sq, =Y (M, [g]) y por lo tanto, Ai(go) = Y (M, [g]) con autofuncion

asociada v = 1.

De la Proposicion 3.8 tenemos que si g y h pertenecen a la misma clase conforme,
entonces el signo de Aj(g) coincide con el signo de Aj(h). En realidad vale algo maés
general:

Proposicion 3.11. FEl signo del i-ésimo autovalor del Laplaciano conforme es indepen-
diente del representante de la clase conforme que elijamos.

Demostracion. Sea u € CZ(M) tal que h = uPr~2g. Supongamos que A\g(g) > 0y
Ae(h) < 0. Sea Vy € GrF(H?(M)) que realiza A\i(h). Luego usando la propiedad de
invarianza del Laplaciano conforme tenemos que

Jar anl V0|2 + sgvido,
sup SO
veVo—{0} Jag wPm—2v%dug

lo cual implica que [,, vLg(v)dvy < 0 para cualquier v € Vp — {0}. Por lo tanto,
obtenemos que

2 2
0< ()< sup S V0[5 + sgv2dug <o,
veVp—{0} Jar v*dv
que es una contradiccion. Entonces, Ag(h) > 0.
La proposicion quedara demostrada si verificamos que cuando A;(g) = 0, entonces
necesariamente A\y(h) = 0 para h € [g]. En esta situacion es facil ver que Agx(h) no
puede ser negativo. Por otro lado, si Ay(h) > 0, estamos en la situacion anterior. Es

decir, que A\g(g) debe ser positivo, lo cual nuevamente es una contradiccion. Entonces,
Ai(h) = 0. g

Corolario 3.12. La cantidad de autovalores negativos y la dimension del nicleo del
Laplaciano conforme son invariantes de la clase conforme.
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Teorema 3.13. Sea M wuna variedad cerrada de dim (M) > 3 que admite una mé-
trica con curvatura escalar no negativa. Luego, existe g € My con curvatura escalar
constante igual a cero.

Demostracion. Sea h € My con s, > 0, entonces Y (M, [h]) > 0. Si Y(M, [h]) = 0,
por la resoluciéon del problema de Yamabe sabemos que existe g € [h] con s, = 0.
Supongamos que Y (M, [h]) > 0. Por la Proposicion 3.8, A\j(h) > 0. Por otro lado,
sabemos que no existe restricciéon para la existencia de métricas con curvatura escalar
negativa. Sea h € My tal que Y (M, [h]) < 0, luego A (h) < 0. Para t € [0, 1] definamos

hi :=th+ (1 —t)h e My
y
f@) = A (he)
que resulta una funciéon continua en [0, 1]. Luego, como f(0) = Ai(ho) < 0y f(1) =
A1(h1) > 0, existe o € (0,1) tal que A;(ht,) = 0, lo que implica que Y (M, [hy,]) = 0.
O

4. (CASO SUBCRITICO DE LA ECUACION DE YAMABE

En esta seccién estudiaremos la ecuaciéon de Yamabe cuando el exponente es menor
que p, — 1. Es decir, la ecuacién

anAgu + squ = Mu*"!

con s < py.
Sea f € C*°(M), consideremos el siguiente el funcional

w iy o Dol +

Definimos la constante

lull?

78 M?.gvf = inf JS'LL.
( ) H2(M)—-{0} F)

Cuando f = s4, diremos que IS, ¥ Vs (M, g,sg) es la funcional y constante subcritica
de Yamabe, respectivamente. En este caso los notaremos omitiendo s,. Notar que JP» =

Yy v, (M, g) = Y(M,[g]).

Observacion 4.1. Notar, que J;(cu) = J;(u) para ¢ € Rsg. Sin embargo, vs(M, g, f)
no es un invariante conforme para s < pn Y f # s4.

Observacion 4.2. Si s =2, y2(M,g,0)/an y ¥2(M, g,s4) son el primer autovalor del
Laplaciano y del Laplaciano conforme de (M, g) respectivamente. Mientras que en el
otro extremo, vy, (M, g,s4) =Y (M, [g]).

En esta seccién supondremos que todas las variedades son conexas.

La prueba del siguiente resultado de regularidad puede verse en [21] y [33]. Si bien
los argumentos para probar el caso critico y el subcritico son distintos, por motivos de
brevedad los enunciamos en un mismo teorema.

Teorema 4.3. |[Regularidad de soluciones| Sea (M,g) una variedad cerrada y us €
H2(M) una solucion débil no negativa de

-1
anAgus + fus = Auj

donde N € R, f € C®(M) y2 < s < p,. Luego, u es una funcion suave, o sea es una
solucion estandar, y u =0 o u > 0. Mds aun, sius € L"(M) conr = s si s < p, 0
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T > Py, PaTa S = Py, entonces ||usl|c2.a < C, donde la constante C' depende de (M, g) y

sl

A continuacién probaremos que la constante (M, g, f) siempre se realiza por una
funcién no negativa y no identicamnete nula. Y esto nos da, gracias al teorema anterior,
soluciones positivas de la ecuacién subcritica de Yamabe cuando f = s,.

Teorema 4.4. |Existencia de soluciones de la ecuacion subcritica| Sea (M, g) una va-
riedad Riemanniana cerrada, f € C®(M) y 2 < s < pp. Luego, existe una funcion
suave positiva ug con ||usl|s = 1 que resulta solucion de

(41) anAgu+fu :78(M797f)u5_1.

Demostracion. En argumento es similar al usado en la seccién anterior para probar que
la autofuncion asociada al primer autovector de Ly no cambia de signo (caso f = s4 y
s = 2). Lo exponemos aqui nuevamente.

Sea v una sucesion minimizante de J ]‘?, que podemos tomar de tal forma que v > 0
y, gracias a la Observacion 4.1, satisfaciendo ademas que ||vg|ls = 1. Tenemos que la
sucesion vy, estd acotada en HZ(M). En efecto,

1
vkll2n = P / an|Vug|} + fuidvg +/ (1- Ll Jvidvg
n JM M

n

5—2

1 .
< —Jiloe) + ClloxZvol(M, g) 5 < C.

Luego, podemos tomar una subsucesion vi que converge débilmente en H 12(M ) a us.
Como la inclusion i : H2(M) — L*(M), por el Teorema 2.11 (Relich-Kondrakov), es
un operador compacto, vy tiende fuertemente en L*(M) a us. En particular, us # 0y
|lus||s = 1. También la convergencia fuerte se da en L?(M), pues L*(M) C L*(M). La
convergencia fuerte en L® implica que una subsucesion v, converge puntualmente a ug
para casi todo punto. Entonces, us > 0. Por la convergencia débil se tiene que

/ an\Vus\f]dvg = kh'm / an < Vug, Vi >4 dug
M =00 J M

< limsup an”vus”anka?'
k—00

Es decir,
(42) / an]Vus\gdvg < lfm sup ay, || Vo ||2.
M k—o0

Dado que la convergencia fuerte en L2(M) implica que

/fv,%dvg —>kﬂoo/ fugdvg,
M M

se obtiene de (42) que
Vs(M, g, f) = Jj(us),
ya que
(M99 < [ anlVu+ o,
M

< lim an|Vvk|3+fU;%dUg :’YS(Magvf)
k—o0 J 1

O sea, us > 0 es una soluciéon débil no nula de la ecuacion subcritica de Yamabe,
entonces por el Teorema 4.3, us es una solucion positiva estandar de (41).
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O

Proposicion 4.5. Sea (M, g) una variedad cerrada. Las constantes subcriticas de Yam-
be satisfacen lo siguiente:

a) El signo de vs(M,g) es el mismo para todo s.

b) limsup,_,, vs(M,g) <Y (M,[g]).

c) Sivol(M,g) =1, |vs(M, g)| es una funcion no creciente. Ademds si Y (M, [g]) >
0, entonces lim,_,p, Y (s) = Y (M, [g]).

Demostracion. Notar que para u € HZ(M) — {0} cumple que

13,

(43) J%2(w) = I (u)

[ull3,
Si s, (M, g) <0, sea ug, tal que J*(us,) < 0. Luego tenemos que
V5o (M g) < J*(usy) <0

Si s, (M, g) = 0, entonces J*2(us,) = 0y vs,(M, g) = 0, pues por lo anterior no puede
ser negativo. El caso positivo se deduce de los anteriores.
Por otro lado, si u; es una sucesion minimizante de Y (M, [¢g]) tenemos que

Vs(M, g) < J*(us).
Pero
Js(ul) 7 S5—pn Jp"(uz) = Y(uz),
por lo tanto, limsup,_,,, 7s(M,g) <Y (M, [g]).
Sea u € HZ(M) — {0}. Luego, por la desigualdad de Holder, tenemos para s; < sy
que

2 (1_51
lull?, < [Jul|%vol(M, g)s1 0.

s1 —

Con lo cual, si vol(M, g) =1 de (43) se llega a que
|72 ()] < [J° (u)]

y la primera parte de c¢) queda probada.

Dado € > 0 sea u. tal que Y (ue) = JP"(u:) < Y (M, [g])+ 5. De (43), tomando sp = p
vemos que existe so(g) < pp, tal que si 59 < s < py, se tiene que J*(u:) <Y (M, [g]) +e.
Entonces, como v5(M, g) es positiva para todo s, y5(M, g) es una funciéon no creciente
y, por lo tanto,

Y(M’ [g]) < ’Vs(Mmg) < Js(ua) < Y(M’ [g]) +é,

lo cual termina de probar el item c).
O

4.1. Problema de Yamabe subcritico.

En esta seccion veremos el significado geométrico de las soluciones de la ecuacion de
Yamabe con exponente subcritico.

Sea (M™, g) una variedad cerrada de dim (M) = m de curvatura escalar constante y
(N, h) una variedad cerrada de dim (N) = n, de modo que m +n > 3. Consideremos el
producto Riemanniano (M x N, g+h). {Existe h € [g+h)] de la forma h = uPm+r=2(g+h)
con u € CZH(N) de curvatura escalar constante?

Tal métrica h existe si y solo si u satisface la ecuaciéon

AmpnDgynt + Sgppt = AuPmin=t,
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para alguna constante .
Pero como u solo depende de N, esta ecuacion se transforma en

ansg+hu — an)\ upm#»nfl.

anApu +

Um+n Um+4n

El Teorema 4.4 de existencia de soluciones subcriticas nos dice que, tomando f =
nGiySg+h, la ecuacion anterior admite una solucién u suave y positiva (con |ul[y,,., =
_ -1
1 y A= Am4nQpy, me+n (Nv h7 f))
En realidad, de la demostracién del Teorema 4.4 vemos que v minimiza el funcional
ana._

1
me+’2+"sg+h. Como para toda v € HZ(N) — {0} se tiene que

-1
Yyin(v) = vol(M, g) i a’?ern J;;?LTZMSH}L (v)
n
la funcién w minimiza el funcional de Yamabe de (M x N,g + h) restringido a las
funciones de H2(M x N) que solo dependen de N.
Definimos la N —constante de Yamabe de (M x N, g+ h) como

YN(M x N,g+h) := inf Y in(u).
N ( g ) weH2(N)—{0} g+h( )

Tenemos que

Teorema 4.6. Sea (M,g) es una variedad cerrada con curvatura escalar constante.
Luego, Yn(M x N, g+ h) es realizado por una funcion positiva u € H2(N) y la métrica
h = uPm+n=2(g + h) € [g+ h] es una métrica de curvatura escalar constante.

Observacion 4.7. Al igual que la constante 7y, la N—constante de Yamabe no es un
invariante conforme, aunque si es invariante por reescalamientos.

Por definicion resulta que
Y(M x N,[g+h]) <Yn(M x N,g+h).

SiY(M x N,[g+ h]) <0, entonces Y(M x N,[g+ h]) = YN(M x N,g+ h). En
efecto, por la Proposicion 3.1, si hy y he son métricas de curvatura escalar constante en
[g+ h], entonces hy = cha (¢ > 0). Con lo cual, si una métrica realiza Y (M x N, g+ h)
también realiza Y (M x N, [g + h]).

Resulta importante considerar la N —constante de Yamabe ya que en algunos casos no
triviales (curvatura escalar positiva) el minimizante del funcional de Yamabe depende
solo de una variable. Por ejemplo, O. Kobayashi [27] y R. Schoen [44] probaron que las
soluciones de la ecuaciéon de Yamabe en (S™ x St, g + tg}) dependen solamente de S.
Se ha conjeturado que para pequenos valores de t (¢t < 1) las funciones minimizantes
del funcional de Yamabe de (S™ x H™, gy + tg;") dependen solo de la variable en H™.
Los productos de esferas con el espacio Hiperbolico resultan de gran interés porque sus
constantes de Yamabe aparecen en la formula de cirugia del Invariante de Yamabe (ver
Seccion 6) probada por B. Ammann, M. Dahl y E. Humbert en [2].

De todas formas, en general, se tiene que Yy (M x N, g+ h) es estrictamente mayor
que Y (M x N,[g + h]).

En [1], K. Akutagawa, L. Florit y J. Petean probaron el siguiente resultado que
resulta muy importante a la hora de realizar estimaciones del invariante de Yamabe.
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Teorema 4.8. Sea (M™ una variedad Riemanniana cerrada de curvatura positiva
9

y dimension m > 2, y sea (N", h) una variedad Riemanniana cerrada cualquiera. Se

tiene que

a)
Jim V(M x N, [g+th]) =Y (M x R",[g+ g¢'])
— 00

lim YN (M x N,g+th) = Yrn(M x R", g+ g2').

t—o00
b) Si ademds vol(M,g) =1 y sq4 es constante,

amin m+n fn_mL—O—an:iﬁz m _m
YRn(M % Rn,g + 9767,) _ m+n( ) S;H—n — C<m7n>3§n+n

Amn

donde aup, > 0 es la constante de Gagliardo-Nirenberg (ver Apéndice 7.4).

Corolario 4.9. Sea (M™, g) de curvatura escalar constante y de volumen 1, tal que
y(smm, [96”+"])] i

C(m,n) '
Luego, dado (N",h) una variedad cerrada y t suficientemente grande, se cumple que

Y(M x N,[g+th]) < Yn(M x N, g+ th).

(44) 54 >

Demostracion. Por la desigualdad (44) y el item b) del teorema anterior tenemos que
Yer (M x R™, g +g¢) > V(8™ [g57"]) > V(M x R™, [g + g¢]).

Luego, por el teorema anterior llegamos a que

Y (M x N, g+ th]) Yn(M x N, g+ th)
\l,t~>oo i,t~>oo
V(M xR"[g+g0]) < Yrn(MXR" g+g7)
v el corolario queda probado. ]

Para terminar la seccién veamos un caso particular de producto Riemanniano. Mas
precisamente vamos a considerar (M™ x S™, g+ g§) con (M™,g) de curvatura escalar
constante sg.

Sea v : S™ — R una funciéon positiva. Definimos la simetrizacion esférica s(v) de v
como la tnica funcién radial desde el polo norte, decreciente que satisface que

vol({z € S™ : s(v)(x) > t},g5) = vol({x € S™ : v(x) > t}, g7)-
Se puede ver (consultar [49]) que:
= ||lvllq = [s(v)]|q para todo g > 1.
[y |VS(U)|ggdvg61 < Ju |Vv\ggdvgg para todo ¢ > 1.

Luego, para v : 8" — R>( positiva obtenemos que

Yg+98(3(v)) < Yg+g{; (v).
Por lo tanto, Ygn (M™ x S™, g + g{) se alcanza en una funcion radial decreciente. Esta
podria ser la funciéon u = 1, como sucede cuando s; < —n(n — 1). Con lo cual, el caso

interesante es cuando sy +mn(n—1) > 0. Supongamos, de ahora en adelante que estamos
en esa situacion.
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Sea u = u(r) € CH(S™) una funcion radial (r = d(Py,-)), punto critico del fun-
cional de Yamabe restringido a HZ(S™). Por lo dicho anteriormente, sabemos que al
menos tenemos un minimizante del funcional tiene la propiedad de ser radial. Como
uPm+n=2(g + gy) es de curvatura escalar constante, entonces es solucion para algin
A€ Ryg de

(4) AminAgpu + (sg +n(n —1))u = AuPmin-t,

Si f = f(r) es una funcién radial su Laplaciano es

A n — _ 1" _ _ 1 COS(T) /'
) = =10~ (n= 1) f
Con lo cual, tenemos de (45) que u es solucion de
u’ + (n— 1);3?55:)) u — (Sgti(f,f”)u _ _amAM yPm+n—1
W (0)=0 y u/(r)=0.
Luego, si tomamos au en vez de u con o = A/(sq + n(n — 1))m+2_2, la funcion

satisface la siguiente ecuaciéon ordinaria no lineal

sin(r Amin

(46) u’ + (n— 1)COS(T)) u + (8g7n(n—1)) (upm+“_2 — 1)u =0
w'(0)=0 y u/(r) =0.

Y reciprocamente, si u € CZ,(S™) satisface (46), luego uPm+n~2(g+g#) es una métrica
en [g+ g{] de curvatura escalar constante. Ya sabiamos que la funcion constante u = 1
es siempre solucion de (46) y esta corresponde a la métrica g + gg. (Cuando hay otra
solucion positiva? El siguiente resultado de J. Petean [38] da una respuesta:

Teorema 4.10. Sea (M™, g) una variedad cerrada de cuvatura escalar constante sy tal
que
na
sg+n(n—1)> A
DPmtn — 2

Entonces, g+ g4 no realiza la S™—constante de Yamabe de (M x S™, g+ gi). Es decir,
Ysn(M x 5", g+95) <Y(9+90)-

Por lo tanto, tenemos una solucion positiva no creciente de la ecuacion (46) diferente
de 1.

El espectro del Laplaciano de (S™, g{) es
Ak(AgS‘) = (k‘ — 1)(]43 +n— 2)

con k > 1 (ver [12]). Su primer autovalor, como en toda variedad cerrada es A1 (Agp) = 0
y las funciones constantes es su espacio de autofunciones asociado. El segundo autovalor
es A2(Agr) =ny f(q) = cos(d(pn,q)) es una de sus autofunciones asociadas, y por lo
tanto es ortogonal a la funcién constante 1. Es decir,

(47) Agnf =nf,
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y

(48) fdvgr = 0.
Sn

Demostracion del Teorema 4.10. Consideremos Yy 4n(1 + tf). Luego, como (1 + tf)
depende solo de S™

Yg-i—gg(l + tf) =
vol(M, g Jsn Amin(LH ) AG L+ 1) + [s + nin = DI + tf Pdvg;
(fign (1 + tf)pmendvgy ) Pmm

De (12) y (48) obtenemos que
0
EYnggg(l +tf)lt=0 = 0.

Si derivamos nuevamente se tiene que
9?2 _
52 Yoran (L +tf)|i=0 =

2
vol(M, g) m+n o —— 0?
AL A" (O)ol(S”, g8) 757 — 2A(0) D11+ 1 o)
vol(S™, go)

donde A(t) = [gn amin(l + tf)Dgp(1 +tf) + (54 + n(n — 1))(1 + tf)degg y las
normas || ||p,.,., se toman con respecto a gg. Por lo tanto,
82

@wa(’}(l + tf)li=0 = K[namn + (2 = pmin)(sg + n(n — 1))] . FPdvgg.

2
donde K = VAWM~ Pero por hipotesis Namtn~+(2—=Pmin)(sg+n(n—1)) <
vol(S™,go) Pt
0, con lo cual,

82
or?
de lo que se deduce que u = 1 no puede ser una funcién minimizante. ]

Yotgp (L+tf)]e=0 <0,

Petean probo, estudiando el comportamiento de las soluciones de (46) entorno de la
solucion trivial, que la cantidad de soluciones positivas de (46) tiende a infinito cuando
sq tiende a infinito (ver 38|, Teorema 1.1). O sea, la cantidad de métricas con curvatura
escalar constante en [g + gf] de la forma uPm+""2(g + gi) con u € CX(S") y radial,
crece a medida que crece sg.

Consideremos (S™ x S™,tgy" + g¢), con t¢ > 0. Dada S C S™ una hipersuperficie
isoparamétrica (ver [52]), J. Petean y el autor probaron (ver [22]) que las funciones
u € CZH(S™) que son constantes sobre S y de tal forma que uPm+n~2(tgl" 4 g) resulta
de curvatura escalar constante existen y su cantidad se incrementa (tiende a infinito) a
medida que t tiende a cero. Cada familia de hipersuperficies isoparamétricas induce una
métrica de curvatura escalar constante. Lo cual, demuestra la dificultad del problema
de tratar de entender todas las soluciones positivas de (46), ya que hasta el dia de hoy
no existe una clasificacion total de las hipersuperficies isoparamétricas de la esfera.
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5. SOBRE LA PRUEBA DEL PROBLEMA DE YAMABE

Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada de dim (M) = n > 3. En esta sec-
cion discutiremos acerca de la existencia de una funcién minimizante del funcional de
Yamabe y, por lo tanto, de una métrica minimizante del funcional de Yamabe en la
clase conforme [g]. Como la constante de Yamabe es un invariante conforme, podemos
suponer sin perdidad de generalidad que vol(M, g) = 1. Si no reemplazamos g por la
métrica vol(M, g)fgg € [g]. De la Subseccion 4 sabemos que para todo s < p,, tenemos
una soluciéon suave positiva ug, con ||usl|s = 1, de la ecuacion subcritica de Yamabe

(49) anAgus + Squs = 75(M7 g)u::_l'

La familia de funciones minimizantes subcriticas {us} esta acotada en HZ(M). Es decir,
existe sop < pp y una constante C' > 0, tal que si s > sq, ||us||2,1 < C. En efecto, tenemos
que

n an n

J¥(u S M, ~
g = T [ (1= 2y, < 2OLD 4 G
a M a
Usando la desigualdad de Holder (s > sg) vemos que

M, - M,

n n

usll21 < +C.
Por la Proposicion 4.5 tenemos que 75(M,g) < 0 para todo s, o bien sucede que
limg—p, vs(M, g) = Y (M, [g]). Con lo cual, si s > sy existe una constante C' tal que

(50) us|lan < C.

Luego, podemos concluir que existe una subsucesion {us, } que converge débilmente en
H?(M) a una funciéon u cuando s; — p,. Como la inclusién de HZ(M) en L?*(M) es
un operador compacto (ver Teorema 2.11), us, converge fuertemente en L?(M) y, por
lo tanto, también lo hace puntualmente (una subsucesion) para casi todo punto de M,
lo que implica que u > 0.

Es sabido que si {fx} es una sucesion acotada en LY(M) (1 < g < o)y fx —k f
puntualmente en casi todo punto, entonces f € LI(M) y {fi} tiende débilmente a

f (ver [7]). De esto podemos deducir que u$~! converge débilmente en LT (M) a

1

uPr 1. Pues, ug Tt — uPn~1 puntualmente para casi todo punto y {us, } estdn acotadas

uniformenente en L%(M ). En efecto, usando la desigualdad de Holder, que HZ (M)
esté incluido continuamente en LP"(M) y la cota (50) se ve que

s;,—1 s;—1 s;—1

1\ -P Py 2 ey ~ oy
/M(UZ )T dvg = /M ul ™ dvg < lug|Ipz " < Dljugllzi < D,

donde D es una constante.
Por lo tanto, tenemos que para toda ¢ € C§°(M) se cumple que

(51) /uij_lcpdvg —>si_,pn/ uPn L pdu,.
M M

Por otro lado, debido a la convergencia débil us; — 25y u se satisface que

(52) / an < Vg,V > dvg —rs,p, / < Vu, Ve > du,
M M
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y
(53) /sgusigodvg —>5i—>pn/ Squpdug.
M M

Dado que us, es solucion de (49) para todo s; se tiene la siguiente igualdad

/ an < Vg, Vi > dyg —I—/ Sqls, pdvg = s, (M, g)/ uﬁj_lgodvg.
M M M

Supongamos que Y (M, [g]) > 0. Cuando s; — py, por (52), (53), (51) y la Proposi-
cion 4.5 se satisface que

/ an < Vu, Vo > dugy —I—/ squpdvg = ( lim ’ysi(M,g)>/ uPrtodu,
M M 8i—Pn M

=Y (M,]g]) /M up"_lgodvg

para toda ¢ € C3°(M). Con lo cual, resulta que u es una solucion débil no negativa de
la ecuacion de Yamabe. Por el Teorema 4.3, tenemos que u € C*°(M), es decir es una
solucién estandar de

(54) Ly(u) =Y (M, [g])ul" "1,

yv u > 0 o bien es la solucién nula. Por lo tanto, si podemos asegurar que u no es la
solucién nula

upn_Qg
resultara una métrica de curvatura escalar constante que minimiza el funcional de Ya-
mabe. Pues, multiplicando (54) por u e integrando obtenemos que

Y (u) = Y/(M, [g])llullp2 2.

Entonces |ull,, > 1 ya que Y(u) > Y(M,[g]). Por otro lado, |[ul’|,, = 1y ul"

converge puntualmente a u para casi todo punto, por lo tanto ug tiende débilmente a
uw en LPn(M). Luego, por propiedad de la convergencia débil se tiene que

Sq

Con lo que vemos que ||lullp, =1y Y(u) =Y (M,]g]).

El problema es que no podemos asegurar a priori que la solucién v de la ecuacién
(54) que encontarmos no sea la funcién nula. De hecho, si nuestra variedad es (S, g})
este fendmeno es el que puede estar ocurriendo.

T. Aubin probo6 en [6] que si la variedad satisface la desigualdad estricta

Y(M,[g]) <Y (5" [95]),

entonces estos fendémenos de concentracion no se dan. Més precisamente probo el si-
guiente resultado:

Teorema 5.1. Sea (M, g) una variedad Riemannian cerrada de dim (M) =n > 3. Para
todo € > 0 existe una constante A(e) de modo que para todo ¢ € H12(M) se cumple

lol2. < (1+2)C(n) /M Vol2du, + A(e) /M v,

donde C(n) es la constante de Sobolev de R™ (ver Subseccion 2.2).
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Consideremos nuevamente la sucesion de soluciones subcriticas minimizantes us, que
convergen a u. Dado € > 0, por la desigualdad de Hélder y el teorema anterior se tiene
que

2 2
L= Jus 5, < llusllp,
14¢)C(n
< ()()/ an]Vusilz + sguzidvg —i—/ (A(a) —
Qn M M
1
L (1+)C@)

n
Como limsupy, _,, vs(M,g) < Y (M,[g]) (ver prueba de la Proposicién 4.5), para ¢
suficientemente chico, existe so < pn v ac > 0, tal que si s; > sg se tiene que

0< ac < A(e)Jus, I3

Por lo tanto, ||us||3 > G- > 0. Como us, converge fuertemente en L*(M), |lull2 # 0y,
entonces, no se trata de la funcién nula.

SiY (M, [g]) < 0, usando los mismos argumentos obtenemos una funcion suave u > 0
que satisface

(14+¢)C(n)sqy

Gn

2
)usl,dvg.

Vs (M, g) + A(e) Jus, |13

Ly(u) = AuPrt
donde A = limsupy,_,, 7s;(M,g) < Y(M,[g]). Usando el Teorema 5.1 se puede ver

que ||us|l2 > 0 si s; > sg, luego u resulta una funcion positiva. Usando los mismos
argumentos que antes se puede ver que ||ul|,, = 1. Con lo cual,

Y(M,[g]) Y (u) =A< Y(M,g])
y uPn~2g € [g] resulta una métrica minimizante del funcional de Yamabe.

Observacion 5.2. En realidad se puede ver que si Y (M,[g]) < Y (S™, g), entonces
existe sg y C > 0 tal que us < C si s > sg. Se puede ver que {us} estd acotado en
C?*(M). Usando el Teorema de Arzela-Ascoli se prueba que hay una subsucesion que
converge uniformemente en norma C*(M) a la funcion u € C*(M). Luego, se puede ver
que u € C°(M) es solucion de la ecuacion de Yamabe y es positiva. Las demostraciones
de estos hechos pueden verse en [49], [33] y [7].

La pregunta en este punto es:

.Cuan comin es tener la desigualdad estricta Y (M, [g]) < Y (S™, [97])?

Los siguientes teoremas responden conjuntamente a este interrogante y resuelven el
problema de Yamabe:

Teorema 5.3. [T. Aubin, [5]| Sea (M™,g) un variedad cerrada no localmente conforme
plana y de dim(M) > 6, entonces Y (M, [g]) < Y (S™, [94])-

Teorema 5.4. [R. Schoen, [44]] Sea (M",g) un variedad cerrada localmente confor-
me plana o de dim(M) = 3, 4 o 5 no conforme a la esfera, entonces Y (M,[g]) <
Y(s", [g5])-

Luego, Y (M, g) =Y (S™, [g3]) si y solo si (M, g) es conforme a la esfera. En ese caso
sabemos que la métrica gj es de curvatura escalar constante y realiza la constante de
Yamabe. Si f: (M, g) — (5™, gg) es un difeomorfismo conforme, f*(gg) € [g] realiza
Y (M, [g)).

La manera de probar ambos teoremas es mediante la construccién de funciones test
apropiadas. Es decir, la idea es encontrar funciones ¢ € C*°(M) tal que

Y(M,[g]) <Y (o) <Y (5" [95])-
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En el caso del Teorema 5.3 las funciones test propuestas por Aubin explotan el hecho
de que en la variedad existen puntos, que aunque deformemos conformemente la métrica,
no tienen entornos Euclideos.

Como la constante de Yamabe es un invariante de clase conforme, uno puede cambiar
la métrica g por cualquier otra de la misma clase conforme. J. M. Lee y T. H. Parker
probaron en [33] que dado p € M y N > 2, existe h € [g] tal que en coordenas normales

det(h) =1+ O(r")

donde 7 es la distancia a p con respecto a h. Si N > 5, ademés se cumple que s, = O(r?)
vy Apsglp = %\Wh(p)\Q. Estas métricas, junto con un sistema de coordenas normales
entorno de p se conocen con el nombre de coordenadas normales conformes.

Observacion 5.5. El resultado de Lee y Parker se puede mejorar. J. Cao en [11] y M.
Ginther en [19] probaron que dado g y p € M, se puede elegir h € [g], tal que en un
sistema de coordenadas normales det(h) = 1.

Dada (M, g) con dim (M) = n > 6 no localmente conforme plana, sabemos que existe
p € M tal que Wy(p) # 0. Sea h una sistema de coordenadas normal conforme en p.
Por propiedad del tensor de Weyl W}, tampoco se anula en p (ver Subseccion 2.2). La
familia de funciones test para probar el Teorema 5.3 son las mismas que las usadas para
probar el Teorema 3.4. Las recordamos a continuacion.

Dado € y § suficientemente chico sea

n—2

€ 2
55 =10 ()
(55) 9(q) = n(a){ )
donde r(q) es la distancia entre p y ¢ con respecto a métrica h; n € C*(M), 0 <n <1,
V| <2/6,y

0 si q¢ Bas(po)-

Se puede probar (ver [33], [49]) la siguiente estimacion:

n(q) = {1 si q € Bs(po),

YOI = v (s ) - dWapPe + 0 si n>

donde ¢ es una constante positiva. Por lo tanto, para ¢ lo suficientemente chico tenemos
que

{Y(S6,[g8]) — | Wh(p)2e* Ine| + O(%) si n=6

Y(ge) <Y (S [g0])-

Notar que si (M, g) es localmente conforme plana de dimensién mayor o igual a 6, la
estimacion anterior no sirve ya que el tensor de Weyl se anula para cualquier métrica
de la clase conforme.

Para los casos restantes, es decir, (M",g) no conforme a la esfera, no localmente
conforme plana o de dimensién n = 3,4,5, R. Schoen utilizé la funcién de Green del
Laplaciano conforme para construir una familia apropiadas de funciones test.

Cuando Y (M, [g]) > 0, se puede ver (consultar [33]), que dado p € M, existe un
tnica funcion G, € C*°(M — {p}), tal que en sentido de distribuciones

Lng = 5pa

donde J, es la medida de Dirac en p. G), recibe el nombre de funcion de Green de L,
con polo p.
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Para p € M, si n = 3,4,5 o localmente conforme plana (ver [43], [33], [49]), en un
sistema de coordenadas normales conformes, la funcién de Green es

1
Tn—2

Gp(z) =

+ A+ a(x)

donde A es una constante y a = O(r?).
Dado p € M y un sistema de coordenadas normales conformes las funciones test
propuestas por Schoen son:

n—2

<762+i2(q))T si r<é
=g (G(q) — n(q)a(q)) si 6 <r<260
e0G(q) sir > 20,

donde g9 > 0 es pequeno y satisface

n—2

[ € } z
(8277 4 A) 73 (e2 + 62)

Como consecuencia del Teorema de Masa Positiva, probado para dimensiones bajas
(precisamente dim (M) < 7) por R. Schoen y S.T. Yau [45], [44] (ver también [33] y
[7]), o para M localmente conforme plana [48] (E. Witten probé este teorema para
variedades spin [53]), se tiene que para e suficientemente chicos la desigualdad estricta

Y () < Y(5™, [g0])

es los casos que faltaba.

6. INVARIANTE DE YAMABE

En esta seccién introduciremos y discutiremos algunas propiedades del invariante de
Yamabe. Este es un invariante de la estructura diferencial de un variedad cerrada y fue
introducido por O. Kobayashi [27] y R. Schoen [44]. Se define de la siguiente manera:

Y (M) := sup Y(M,[g]).
l9]€Cnm
El invariante de Yamabe fue introducido como una estrategia para encontrar “buenas
métricas” en la variedad. Como en cada clase conforme tenemos una métrica de curva-
tura escalar constante, ; Cual de todas ellas sera la “mejor”? Por ejemplo, consideremos
el caso de S™. Dado g € Mgn, por el Teorema 3.4, tenemos que

Y(M,[g]) <Y(M,[g5])

y la métrica estandar g realiza constante de Yamabe Y (M, [g{]). Es decir, gg es la mé-
trica de Yamabe (métrica minizante del funcional de Yamabe en su clase conforme) de
constante mas grande. Por lo tanto, la clase conforme [g], y en particular g, realiza el
invariante de Yamabe en S™. Por otra parte, g{ es una métrica de Einstein y resulta un
punto critico del funcional de Einstein-Hilbert en Mgn. jPodemos usar el invariante de
Yamabe para encontrar métricas Riemannianas distinguidas en una variedad Rieman-
niana general? La respuesta es que en general esta estrategia no se va a poder utilizar,
ya que a veces el invariante de Yamabe no se alcanza. Por ejemplo, R. Schoen probé en
[44] que Y (5™ x S') no se realiza. Sin embargo, en algunos casos si funciona. Por citar
algunos ejemplos conocidos en la literatura, C. Lebrun probo en [29] que el invariante
de Yamabe de CP? es 12/27 y lo realiza la métrica de Fubini-Study; Anderson en [4]
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probd que el invariante de Yamabe de un cociente compacto del espacio hiperbélico
H? es negativo. Precisamente es Y (H3/T') = —6vol (H3, gi)% y se alcanza en la clase
conforme de la métrica inducida por g3.

Notar que como para toda clase [g] € Cps se tiene que Y (M, [g]) < Y (S™, [g5]), luego
el invariante de Yamabe esti acotado superiormente,

V(M) <Y(S") =Y (5" [95])-

El invariante de Yamabe mide la capacidad de la variedad M de admitir una métrica
de curvatura escalar positiva. Es decir,

Proposicion 6.1. Sea M una variedad cerrada. Y (M) > 0 si y solo si existe g € My
tal que s4 > 0.

Demostracion. Sea g tal que s, > 0, luego Y (M, [g]) > 0, y por lo tanto, Y (M) > 0. Si
Y (M) > 0, existe [g] € Car, tal que Y(M, [g]) > 0. Luego, por la resolucion del problema
de Yamabe, sabemos que existe gy € [g] de curvatura escalar constante positiva. O

Notar que si la dimensién de M es 2, por el Teorema de Gauss-Bonnet, tenemos que
Y (M,[g]) = [y sgdvg = 4mx (M), con lo cual

V(M) = dmx (M)

y se alcanza en cualquier clase conforme. Sin embargo, para dimensiones mayores o
iguales que 3, el calculo de este invariante se vuelve extremadamente dificil, y se conoce
su valor preciso en muy pocos casos.

Si g € My es una métrica de curvatura escalar constante s, < 0, entonces por el
Corolario 3.2, sabemos que g minimiza el funcional de Yamabe en su clase conforme.
Esto nos da una cota inferior para Y (M). Es decir,

Y(g) =Y (M, [g]) <Y (M).

Lo mismo sucede por el Teorema de Obata [34] con las métricas de Einstein. Si g
es una métrica de Einstein, ¢ minimiza el funcional de Yamabe en [g] y cualquier otra
métrica de curvatura escalar constante es un multiplo escalar de g. Con lo cual, si g es
una métrica dede Einstein, entonces

Y(g) <Y(M).
Por ejemplo, dado que 9(2) + gg es una métrica de Einstein de S? x S2, tenemos que
16m =Y (g5 +95) < Y (5% x 7).
Cuando M no admite métricas de curvatura escalar positiva, tenemos la siguiente

caracterizacion del invariante de Yamabe (ver [31]):

Proposicion 6.2. Sea M una variedad cerrada de dimension n tal que Y (M) < 0.
Entonces, se tiene que

2

, n n

Y(M) = —( inf / |sq|2dv )n

g g
geEMur Jpr

Demostracion. La proposicion se deduce facilmente si notamos que cuando la constante

de Yamabe es no positiva, esta se puede caracterizar de la siguiente manera

2

(56) YOLEDI = (fof [ [sglfan,)"

g€lg]



CURVATURA ESCALAR Y LA CONSTANTE DE YAMABE 37

Pues, si Y(M) <0, se tiene que para toda [g] € Car, Y (M, [g]) < 0y por lo tanto,
2
V) = sup Y (M lg = = int YOLIDI = (gt [ TsolFan,)”
geCur 9€Cym geEMun Jpr

Ahora veamos que la caracterizacion (56) es cierta. Como Y (M, [g]) es un invariante de
la clase conforme, podemos suponer que s, es constante y no positiva. Luego, como ya
hemos visto, g realiza la constante de Yamabe. Dado gy € [g] sea u € C*°(M) tal que
go = uP»~2g. Tenemos que

(57) Y OLGDol(M.9)'5 =~ [ sydvy < [ sy,
M M
En efecto, de la ecuacion de curvatura escalar (6) tenemos que
SgoUP" % = apuT T Agu + sy

Integrando y utilizando la férmula de Green, se tiene que

/ SgouPm 2dv, = / anu” A gu + sydv,
M M

:—/ an<Vu1,Vu>dvg—/ 5¢dvy
M M

:/ anu_2|Vu|2dvg—/ sqdvy > —/ Sqdvg.
M M M

Luego, aplicando la desigualdad de Holder a (57) obtenemos que

n—2

YO aDloolM.0)*5* < ([ Ty Ean,) " ([ 1a0,) "

2
n

n—2

2
= ([ lomlEduy,)"vol(01.9)°F
M

Es decir, que para todo gy € [g],

YL < ([ laltdn)"

lo cual prueba la caracterizacion (56) de la constante de Yamabe, ya que en la desigua-
ladad anterior la igualdad se da para la métrica g.
O

Observacion 6.3. Si Y (M) > 0, el lado derecho de la igualdad en la Proposicion 6.1 es
cero, dado que por el Terema 3.13, sabemos que existe una métrica en My de curvatura
escalar cero.

Veamos algunos resultados referentes a la estimacion del invariante de Yamabe en el
caso positivo.

Utilizando el comportamiento asintotico de la constante de Yamabe (Teorema 4.8),
se puede ver que Y (S™ x S1) = Y (S™*1) (ver [1]). Pues, por definicién tenemos que

Y(S™ x 81 > V(9" x S, [g5 + tgo))
para todo ¢t > 0. Luego aplicando el Teorema 4.8 a), tenemos que

V(S x 8 > lm V(" x S, [g5 + tgp]) = Y(S™ x R, [g5 + ge])

— Y(Sn+1, [gg-i-l]) _ Y(Sn+1).
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La igualdad Y (S™ x R, [g8 + gl]) = Y(S"*1, [gi"!]) ya no es cierta si la dimension
del espacio Euclideo en el producto Riemanniano es mayor que uno. Més precisamente,
Akutagawa, Florit y Petean, probaron en [1| que si n > 2 se cumple que

Y(M™ x R™) < Y/(S™"),

A continuacion mencionaremos, y comentaremos muy brevemente, algunos resultados
conocidos en la literatura sobre cotas inferiores del invariante de Yamabe.

i)

(58)

ii)

iii)

En [3], B. Ammann, M. Dahl y E. Humbert probaron que el invariante de Yamabe
de M™ x N™ con m,n >3y Y (M) > 0 esta acotado inferiormente por

Y(M x N) > By Y (M)min Y (S™)min.

donde By, p, = amn(m + n)(mam)meJrn (nan)fmiﬂ.
Se puede ver que si Y (M, [g]) >0y Y(N,[h]) >0 (m,n > 3) y las curvaturas
escalares satisfacen que sg4pa > sgant + spay ! ([3], Teorema 2.3), entonces

m+n
Y (M x N,[g+ h]) = BpnnY (M, [g]) 7+ Y (N, [h])min.

Por otro lado, si Y(M) > 0 se tiene que Y (M x N) > 0. SiY(M x N) =0,
entonces se tiene inmediatamente (58). Si Y (M x N) > 0, aplicamos el Teorema
48 aY(M x N,g+th), donde g € My es tal que s, > 0. Luego, utilizamos
(59) en Y(M x R™, [g + ¢g7]), teniendo en cuenta que Y (R", [¢7]) = Y (S™), para
obtener (58).

J. Petean probo en [37] que si (M™, g) es una variedad Riemanniana cerrada tal
que su tensor de Ricci satisface que Rice(g) > (m — 1)g, entonces

Y(M xR, [g+ ge]) > (”OZ(M’Q))’"Q“Y(SW“)
I = oS g |
Para ver esta cota, las regiones isoperimétricas de M x (0, ) son estudiadas y
con esto se obtiene una cota inferior de Y (M x R). Luego el Teorema 4.8 es usado
para obtener la cota del invariante de Yamabe. Dada una variedad Riemanniana
(W, h), una region isoperimétrica es un conjunto abierto U C W tal que su borde

OU minimiza lo siguiente
mf{vol(OV) : vol(V,h) = vol(U, h)}.

Se sabe que para todo s < Vol(N,h) existe una region isoperimétrica con ese
volumen. La funcion isoperimétrica, Ij, : (0, Vol(N, h)) — Rx>q esta definida por

In(s) = vol(U?, h)

donde U es una region isoperimétrica de volumen s y h es la restriccion de la
métrica de M a U?.
En [39], Petean y Ruiz probaron que si M es una variedad cerrada de dimensién

2, entonces
2
V(M x 8% > Y2
31

Y (S%).

donde ¢ = (1,047)2. Para obtener esta cota, Petean y Ruiz estudiaron la funcién
isoperimétrica de S? x R2. Con esta encontraron una cota inferior para Y (M x R?)
y utilizando el Teorema 4.8 obtuvieron la cota mencionada.
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iv) En [40], Petean and Ruiz probaron que si M es una variedad cerrada de dimension
3 y N una variedad cerrada de dimensiéon 2, entonces

Y (M x S%) > 0,63Y(S°)

V(N x $%) > 0,75Y(S°).

La comparacién de la funcién isoperimétrica de S? x R? y S3 x R? con la de
S® es usada para obtener cotas inferiores para Y (5% x R3,[g2 + ge]) v Y (S® x
R2, [gg’ + ge), respectivamente. Luego, como antes, para obtener la cota deseada
se utiliza el Teorema 4.8.

6.1. Cirugias y el invariante de Yamabe.

Una forma natural de tratar de comprender al invariante de Yamabe, y obtener
estimaciones del mismo, es intentar entender como este se comporta cuando realizamos
cirugias.

La cirugia es un método para construir nuevas variedades. La idea de la construccion
es la siguiente. Sea M una variedad cerrada de dimension n y f : S¥ — M una
sumersion de una esfera de dimension 0 < k < n — 1 en M. Identifiquemos S* con
su imagen. Supongamos que la sumersién de S* tiene fibrado normal trivial. Luego,
borramos de M un entorno tubular NE(S’“) de Sk y nos queda una variedad N; =
M — N.(S*) cuyo borde es

ONy = (M — N.(S*)) = S* x gn=k-1,

Por otro lado, si borramos un entorno tubular de la sumersion de S¥ en S™ (que es
Sk x D"F), obtenemos Ny = B+ x S»~*~1 cuyo borde es

(9]\72 _ 8(Bk+1 % Sn—k—l) _ Sk % Sn—k—l‘

Es decir, N7 y N» tienen el mismo borde. Luego, pegamos Ni y Ny por el borde comiin
y obtenemos la variedad

W = Ny UNy/ ~ (S* x gnk=1y,

Diremos que la variedad W fue construida practicando cirugia de codimension n — k a
M. Por supuesto, que la construccion anterior tiene ciertas sutilezas que aqui pasaremos
por alto (ver detalles y resultados acerca de cirugias en variedades en [28]).

La cirugfa es un caso particular de una operacion llamada suma conexa. Sean M; y
M5 dos variedades cerradas de dimensién n. Sea S una subvariedad cerrada de dimensién
0<k<ny/fi:S— M,;i=1,2 sumersiones de S en M; con fibrado normal trivial.
Luego, la suma conexa de My y Ms a lo largo de S, que notamos con Mi#gMo, es la
variedad que se obtiene de pegar M; — N.(S) y My — N(S) identificando su bordes.
En particular, la variedad S puede ser un punto, como en la figura siguiente:

M1 # Mz
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Figura 2

Cuando realizamos la suma conexa a lo largo de una variedad que consiste de un
punto, S = {pto.}, la llamamos suma conexa a secas, y la notamos con M;# M.

Practicar cirugia de codimensién n — k a una variedad M, es hacer la suma conexa
de M y S™ alo largo de una esfera k—dimesional de fibrado normal trivial.

R. Schoen y S. T. Yau [46] y M. Gromov y H. B. Lawson [18] probaron que la
propiedad de admitir una métrica de curvatura escalar positiva es invariante por cirugias
de codeminesién al menos 3. Es decir, probaron que

Teorema 6.4. Sea M una variedad cerrada de dimension al menos 3 tal que Y (M) > 0.
Supongamos que N es obtenida de M mediante cirugias de codimension al menos 3,
entonces Y (N) > 0.

En particular, si M; y M, son dos variedades cerradas (de dimensiéon n > 3) con
invariante de Yamabe positivo, luego Y (M;#Ms) > 0. En efecto, si Y(M;) > 0 o
Y (Mz3) > 0 el invariante de Yamabe de la unién disjunta es

Y(Ml (] MQ) = min{Y(Ml), Y(Mg)}

Por lo tanto, Y (M; U M) > 0, y como M;#M; se obtiene de hacer cirugia de codi-
mensiéon n > 3, por el teorema anterior se sigue que Y (Mj#Ms) > 0.

Para el caso no positivo del invariante de Yamabe tenemos este importante resultado
de J. Petean y G. Yun [41]:

Teorema 6.5. Sea M un variedad cerrada de dimension n > 3, tal que Y (M) < 0. Si
obtenemos N de M mediante cirugias de codimension al menos 3, entonces

Y(N) > Y(M).

Este resultado junto con el Teorema 6.4 implican que la propiedad de que el invariante
de Yamabe sea no negativo es invariante por cirugfas de codimensién al menos 3.

Petean probo en [35] que si la dimension de M es n > 4 y si la codimension de la
cirugia es diferente a n — 1, entonces tenemos la igualdad en el Teorema 6.5.

En [36] Petean probo el siguiente resultado:

Teorema 6.6. Sea M una variedad simplemente conexa de dimension n > 5. Luego,
se cumple que Y (M) > 0.

La idea de la prueba es la siguiente:

Una variedad se dice spin si admite una estructura spin. Gromov y Lawson probaron
en 18] que si M es una variedad no spin, entonces admite métricas de curvatura escalar
positiva.

Decimos que dos variedades sin borde M; y M, de dimesiéon n, son cobordantes, si
existe W de dimension n + 1 tal que su borde es OW = M; U —M;y (—Ms es My dotada
con la orientacion opuesta a Ms). Decimos que dos variedades spin My y Ms son spin
cobordante si existe una variedad spin W tal que OW = M; LI —Ms. Si cocientamos el
espacio de variedades spin de dimensién n por esta relaciéon de equivalencia, obtene-
mos Q,é;p " al cual podemos darle estructura de grupo abeliano con la operacién unién
disjunta o la suma conexa de variedades.

Lo que se puede ver es que en cada clase de hay una variedad con invariante
de Yamabe no negativo. Por otro lado, de [18] sabemos que si M es una variedad spin,
de dimensiéon n > 5, simplemente conexa, y N es spin cobordante con M, entonces
podemos obtener M practicando cirugias a N de codimensién al menos 3. Entonces,

Q;Sl'pm
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sea M simplemente conexa de dimension al menos 5. Si M es no spin, Y (M) > 0. Si
M es spin, sea Ny el representante de su clase de cobordismo tal que Y (Ny) > 0. Como
podemos obtener M de Ny mediante cirugias de codimension al menos 3, y la propiedad
del invariante de Yamabe de ser no negativo resulta invariante por este tipo de cirugias,
tenemos que Y (M) > 0.

Observacion 6.7. No se conoce ningin ejemplo de una variedad M cerrada, simple-
mente conera, de dimension n > 5, que satisfaga 0 <Y (M) <Y (S™).

Finalizamos comentando la formula de cirugia de B. Ammann, M. Dahl y E. Humbert
probada en ([2], Teorema 1.3).

Teorema 6.8. Sea My y My variedades cerradas de dimension n. Si realizamos la suma
conexa de My y My a lo largo de una variedad k—dimensional S con n—k > 3 tenemos
que

Y(Ml#MQ) > Hlin{Y(Ml (] MQ),An’k},

donde Ay 1 es una constante positiva que depende de n y k.
En particular, para cirugias se tiene que

Corolario 6.9. Sea M una variedad cerrada de dimension n . Supongamos que ob-
tenemos N de practicar cirugias a M de codimension n — k > 3, entonces se tiene
que

min{Y (M), A} < Y(N) < Y(S").

La definicion de A,, ; es un tanto engorrosa y puede verse en [2|. Perosin —k >4 o
n—k=3yn=4,5,06 se tiene que

An,k > cEiI[?(l)fl] Y(Hk+1 X Sn_k_l’ [g}’z’tl + gg—k_l])’

donde gﬁtl es la métrica de curvatura seccional constante —c?.

Por lo tanto, en esta situacion, el lado derecho de la desigualdad puede considerarse
como dicha constante.
Para el caso de cirugias de codimensiéon n, es decir cuando k = 0, la constante es

Apo=Y(S").
Con lo cual la féormula para la suma conexa es
Y (My# M) > min{Y (M;),Y (M)}

si Y (M) > 00 Y(M,) > 0.
SiY(M;) <0y Y (M) <0, entonces

S

Y (My U My) = = (Y (My)[F + ]V (M)| %)

Entonces, en este caso resulta que

2

Y (Mi#My) > — (Y (M) + |V (M)]3) ™.

con cual recuperamos la formula que Kobayashi habia obtenido en (|27]) para la suma
conexa.
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6.2. Curvatura escalar prescrita.

En esta seccion mencionaremos los resultados de Kazdan y Warner acerca del pro-
blema de la curvatura escalar prescrita.

Sea M una variedad cerrada y f una funcién suave. ;jExiste g € My, tal que sy = f7?

Como mencionamos en la introduccién, cuando la dimensiéon de M es 2 el Teorema de
Gauss-Bonnet nos provee ciertas restricciones topolodgicas para que f sea la curvatura
escalar (Gaussiana) de una métrica Riemanniana de M. Recordamos que si f es la
curvatura escalar de una métrica, entonces

f es positiva en alguna region de M si x(M) >0 (Y(M) > 0),
(60) f =0 o cambia de signo six(M)=0(Y(M)=0),
f es negativa en alguna region de M si x(M) <0 (Y(M) < 0).

Una consecuencia inmediata es que como x(7T?) = 0, Y(T?) = 0, ya que la curvatura
escalar de toda métrica de curvatura escalar constante debe ser igual a cero. En realidad,
se tiene que Y (T™) = 0 para todo n > 2. Para n = 3 esto fue probado por R. Schoen y
S.T. Yau en [47] y para n > 4 por M. Gromov y H. B. Lawson [18].

Kazdan y Warner probaron en [23] y [24]| que para superficies compactas la condicion
(60) también resulta suficiente. Tenemos que

Teorema 6.10. Sea M una superficie cerrada y f € C°(M). Luego, existe g € My
tal que sq = f si y solo si f satisface la condicion (60).

Kazdan y Warner prueban que dado f , si tomamos una métrica cualquiera gy de
curvatura escalar constante (que sea constante en realidad no es necesario), existe una
métrica g1 en la clase conforme [gg] y un difeomorfismo ¢ de M, tal que la métrica
g2 = ©*(g1) satisface que sq4, = f. Decimos que g» es conformemente equivalente a go

Para dimensiones mayores que 2, si Y(M) < 0, y f es la curvatura escalar de una
métrica Riemanniana, f no puede ser una funcién positiva y, por lo tanto, debe ser no
positiva en alguna region de M.

En [25] y [26], Kazdan y Warner probaron el siguiente resultado:

Teorema 6.11. Sea M una variedad cerrada de dimension mayor o igual a 3.

a) Y(M) > 0 siy solo si toda funcion suave es la curvatura escalar de una métrica
Riemanniana.

b) SiY(M) =0 y el invariante se realiza, f = sq para alguna g € My si y solo si
f=0 o0 f es negativa en alguna region de M.

c) SiY(M)<0o0oY(M)=0 y el invariante no se realiza (es decir, Y (M,[g]) < 0
para toda [g] € C), f = s4 para alguna g € My si y solo si f es negativa en
alguna region de M.

La consecuencia inmediata del Teorema anterior es

Corolario 6.12. 57 f es negativa en alguna region de M, entonces es la curvatura
escalar de una métrica Riemanniana.

Idea de la prueba del Teorema:

Por definicion del invariante de Yamabe se deduce la condicion suficiente de i) y la
condiciéon necesaria de ii) y iii).

Dada f € C*®°(M), la idea sera ver cuando existe gg € My tal que f es la curvatura
escalar de una métrica conformemente equivalente a gg. Es decir, que exista u > 0 suave
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y un difeomorfismo ¢ : M — M tal que se cumpla
anAgou + sgou = (f o @)uPr~t,

Si go € My es tal que Y(M,[go]) < 0, se puede ver que ([25], Teorema 3.3) una
funcién f es la curvatura escalar de una métrica conformemente equivalente a gg si y
solo si f es negativa en alguna region de M. La condicion necesaria de iii) se deduce
de que no hay restriccién para la existencia de métricas Riemannianas con curvatura
escalar negativa (ver Teorema 2.9). Luego, si f es negativa en alguna region podemos
tomar go con Y (M, [go]) < 0y aplicar el Teorema 3.3 de [25]. Lo mismo podemos hacer
en ii) cuando f no es la funcion nula. Por lo tanto, también queda probada la vuelta de
ii).

Veamos ahora cuando Y (M) > 0. Por el mismo motivo que antes, cualquier funcion
que sea negativa en algtn lugar de M es la curvatura escalar de una métrica. Por
otro lado, como M admite métricas de curvatura escalar positiva, por el Teorema 3.13,
sabemos que existe una métrica de curvatura escalar constante cero.

Supongamos que tenemos f > 0 pero no idénticamente nula.

En (|26], Teorema A) se prueba que dado una variedad Riemanniana cerrada (M, go),
si p € C*°(M) satisface que

min p < s4(r) < maxp

para todo x € M, entonces existe g € My tal que sy = p.

Como Y (M) > 0, sea go tal que sq, es constante, positiva y cumple que min f <
Sg,(x) < méx f para todo x € M. Luego, tenemos que f es la curvatura escalar de una
métrica Riemanniana.

7. APENDICE

7.1. Curvatura escalar en clases conformes.

Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimension n > 3 y g € [g], es decir, § =
uPr~lg con u € CH(M). En este apartado, veremos como se expresa la curvatura
escalar de g en términos de sy y u. Deduciremos la ecuacion (7.1) que recordamos aqui:

S5 = ulPn (anAgu + sgu).
Sea (U, ¢) un sistema de coordenadas y {F -} los simbolos de Christoffel de la métrica

g en dicha carta, es decir,

av agof Z g 8@

k=1
Los simbolos de Christoffel son derivadas del tensor métrico (ver por ejemplo [14]):

agzr ag jir 891 T
= rz<a¢a o &pi)gk ’

donde ¢g*" son las entradas (k,r) de la matriz inversa de la métrica g en la carta (U, ).
Luego, si g = fg tenemos que sus simbolos de Christofell se escriben

1SN 050G OG-
D=3 (agZ;T + ag]ir N agzi>9kr
= \opl  0pt Dy
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1 — (Bfgzr ofgjr afgij>f—1gkr

24\ 0l Oy’ op”
VAN L 0f 1 0f 1 OF e
—Fij+2;<f gir T 9 gir — I~ dp TQ%])Q

Oln f Oln f Oln f
k L o kr
=17 ; <8 —Gir + api 9jr B gzg>g :

Es bien conocida la siguiente féormula para el tensor de Ricci:

n m%

Luego, aplicando la formula (61) para la métrica g, tenemos que
n—20%(nfopt)

2 outud
n—20(Infop Holnfop™t 1 n—2 9
4 ou’ oul —§(Aglnf+T|V1nf| )gij'
Eventualmente conviene considerar, para simplificar los célculos, (U, ¢) una carta nor-

mal.
Como s5 =3, G Rice(g)i; = f~1 > i g Ricc(§);; se obtiene que

(61) Riceij(g

Rice(g)ij = Rice(g)ij —

_ _ n—1)(n—=~6
. R R e W L
Realizando la sustitucion f = uP»~2, resulta que

_n+2 r4(n —1)
Sg =y n—2 (7
(n—2)

=l 7Pn (anAgu + sgu>.

Agu + sgu>

7.2. Invarianza conforme de L,.
Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada y h = uP»~2g. Luego, el Laplaciano
conforme L, satisface la siguiente propiedad de invarianza:

Lyf =u'"P"Ly(uf)

para toda f € C®°(M).
De la escritura local del Laplaciano (ver formula 5), tenemos que

)

1 NG,
Apf=——rr—
nf uPrq/det g i;l Oy’

1

g 7“})”72
Por otro lado, de la ecuacion de curvatura escalar (ver Apéndice 7.1), tenemos que

spf =ul"Pr (fanAgu + sguf).

2

Con lo cual,
(62)  Lu(f) =

(079

2ay,
uPn—2 9f+ < Vu,Vf > +ul p”fanAu+Sg2pnf
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Como Ay(uf) = fAgu+ulgf —2 < Vu,Vf >, se sigue finalmente de (62) que
Lnf =u'"PrLy(uf).
7.3. Teoremas de integracion.

En esta seccién mencionamos sin demostraciéon algunos resultados clésicos de inte-
gracion que fueron utilizados en estas notas (para los detalles ver por ejemplo ver [16],
[9] entre otros).

Sea (M, g) una variedad Riemanniana y sea X(M) el espacio de campos tangentes

diferenciables de M. La divergencia es un funcion divX(M) — C®(M) (si X es k
veces diferenciable, div(X) € Ck¥~1(M)) que se define por

div(X)(p) := —traza(v — V,X).
Se tienen las siguientes propiedades:

Proposiciéon 7.1. Sea X,Y € X(M) yu, f € C*(M)

a) div(X +Y) =div(X) + div(Y).

b) div(fX) = fdiv(X)+ < Vf, X >.

c) Agf =div(Vf).

d) div(uVf) =ulgf— < Vu,Vf>.

e) Ag(uf) =ulAgf + fAu—2 < Vu,Vf>.

Teorema 7.2. [Teorema de la Divergencia| Sea (M, g) una variedad cerrada y X un
campo diferenciable. Entonces se tiene que

/ div(M)dvg = 0.
M

Teorema 7.3. [Teorema de Green| Sea (M, g) una variedad cerrada y u, f € C?(M).
Se tiene que

(63) / ulg fdvg = / < Vu,Vf > du,.
M M
Como consecuencia, el Laplaciano es un operador autoadjunto:
(64) / ulg fdvg = / fAgudv,.
M M

Demostracion. Aplicando el Teorema de la divergencia al campo X = uV f tenemos
que

/ div(uV f)dvg = 0.
M

Por el item d) de la Proposiciéon 7.1 se tiene que
/ ulAgf— < Vu,Vf>dv, =0.
M

La igualdad (64) se deduce directamente de (63). O
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7.8.1. Desigualdad de Holder.
Sea (M, g) una variedad cerrada y p,q € (1,+00) tales que p~! + ¢~
dada u y v funciones medibles, se tiene la desigualdad de Holder:

' = 1. Luego

1 1
[ tuvldvy < ([ quaey) ([ oltdny)” =l
M M M

La igualdad se da si y solo si existe una constante positiva ¢ tal que |v|? = c|u|P para
casi todo punto.

7.4. Constantes de Gagliardo-Nirenberg.
Sean m y n enteros positivos, la constante de Gagliardo-Nirenberg oy, ,, se define por

o U [VulPdug )75 (fp, w?dvg,) 757 11
« = n — .
o we H2(R")—{0} (fon [Pt g, ) mins2

Estas constantes resultan positivas y pueden calcularse numéricamente (en [1] se
calculan para m +mn <9 con n,m > 2).
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