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Introduccion

La teoria de juegos podria llamarse teoria de las decisiones, como incluso al-
gunos autores han propuesto. Modelar la interaccién entre jugadores y razonar
estratégicamente hasta encontrar la decision 6ptima, en el amplio sentido de mini-
mizar un costo o maximizar una utilidad: De esta manera podriamos resumir una
idea general de lo que trata la teoria de juegos y la investigacién operativa, y por
lo tanto esta tesis. En el camino, nos encontramos con el desafio de ser fieles a la
realidad que queremos modelar para lo cual las estructuras que utilicemos y las
funciones que definan los pagos del juego son cruciales.

Por adecuarse a diferentes necesidades tanto tedricas como de aplicacién la
Teoria de Juegos ha demostrado ser un tema de estudio muy fructifero y promete-
dor, pues continta estando presente en numerosas disciplinas: biologia, economia,
politica, filosofia, computacién, légica. Los resultados obtenidos para las ciencias
econémicas han convertido a varios exponentes del area en premios Nobel: Nash,
Harsanyi y Selten (1994), Schelling y Aumann (2005), Myerson, Hurwicks y Mas-
kin (2007), Shapley y Roth (2012). Algunos, reconocidos aun fuera del ambito
cientifico.

Este trabajo, y la teoria que expondremos en él, tienen una meta: el desarrollo
del motor matematico de un software que ayude a mejorar la seguridad del Ae-
ropuerto de Ezeiza Ministro Pistarini, optimizando la disposiciéon de los recursos
humanos en los distintos sectores piblicos. Para eso, revisaremos una pequena
porcién del material bibliografico con el que se cuenta, tanto en cuestiones basicas
de la teoria de juegos no cooperativos como en los temas de investigacién actuales
en materia de investigacion operativa aplicada en problemas de seguridad.

Comenzaremos con lo clésico: juegos no cooperativos en forma normal en el pri-
mer capitulo y forma extensiva en el segundo, los distintos conceptos de soluciones,
equilibrios y estrategias puras, mixtas, conductuales. Expondremos la teoria des-
de el punto de vista de los juegos simultaneos y el equilibrio de Nash y luego
estudiaremos la situacién jerarquica lider-seguidor y el equilibrio Stackelberg. Ha-
remos luego un rapido recorrido por los juegos con informacion imperfecta y nos
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detendremos en el caso particular de los juegos Bayesianos, con los que alcanzare-
mos suficiente contexto tedrico sobre el cual modelar y optimizar problemas con
incertezas en los pagos.

En el tercer capitulo discutiremos brevemente sobre los puntos de vista utiliza-
dos en los dos primeros, y nos dedicaremos principalmente a las diferencias entre
el juego simultdaneo y el jerarquico, estableciendo el concepto de solucién que se
utiliza actualmente en los trabajos de optimizacion y de aplicacion de los juegos
Stackelberg para resolver problemas de seguridad, el equilibrio fuerte.

En el cuarto capitulo intentaremos esbozar un estado del arte sobre estos tra-
bajos, centrandonos principalmente en los resultados obtenidos por el grupo de
investigacion de Fernando Ordénez, codirector de esta tesis. En este sentido, plan-
tearemos distintas formulaciones de los problemas discutiendo las diferencias entre
ellas y sacaremos especial provecho de la estructura de los pagos cuando se trata de
juegos de Seguridad Stackelberg. Confluiremos a modelos de programacion lineal
entera mixta, y alcanzaremos mas profundidad con los casos en los que se tienen
en cuenta incertezas observacionales y de ejecucion.

El quinto y tdltimo capitulo esta dedicado al trabajo realizado en el Aeropuerto
de Ezeiza por un grupo bajo la direcciéon de Guillermo Duran y Fernando Ordénez
y compuesto por el Doctor en Computacién Ivo Koch, Carlo Ferrari y el autor
de esta tesis. Expondremos la problematica, el modelo que usamos para resolverla
y especificaremos los tecnicismos sobre la arquitectura del software que esta ac-
tualmente instalado y en etapa de prueba, a la espera de un analisis de impacto
pertinente.



Capitulo 1

Elementos de la Teoria de Juegos:
la forma normal

En este capitulo nos dedicaremos a la teoria de los juegos no cooperativos en los
que el objetivo principal de los jugadores es optimizar sus pagos sin preocuparse
por los correspondientes para sus adversarios. Introduciremos los conceptos basicos
de la forma normal o estratégica, y definiremos las soluciones que son de nuestro
interés. Nos basamos principalmente en el trabajo de Tamer Basar y Geert Jan
Olsder [3].

1.1. Juegos no cooperativos y equilibrios

1.1.1. Definiciones generales y el concepto de equilibrio

Para dar una definiciéon de juego no cooperativo debemos especificar distintos
componentes que lo caracterizan:

La cantidad de jugadores que participan,

las acciones que puede tomar cada uno,

la funcion objetivo que cada jugador quiere optimizar,

el orden que hay en la elecciéon de las estrategias y si este proceso se repite
0 no,

la informacién de la que disponen los jugadores que pueda resultarles re-
levante a la hora de decidir y cémo ésta depende de las acciones tomadas
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anteriormente en cada momento del tiempo en que se desarrolla el juego, y

» si existe un jugador (generalmente llamado “la naturaleza”) cuyas acciones
son resultado de algun proceso estocéstico o loteria cuya distribucion (fija)
se conoce.

Consideraremos relevantes, por el momento, los primeros 3 items: los jugadores
actian una vez, el juego es estatico y por lo tanto los jugadores no adquieren
ninguna informacion de las acciones de los demads jugadores, y no participa la
naturaleza.

Para ver las definiciones y conceptos més generales trabajaremos con un juego
de N jugadores, con N := {1, ..., N} notando el conjunto de jugadores. La variable
de accién o decisién del Jugador ¢ serd notada x; € X;, donde X; es el conjunto
de estrategias del Jugador 7. Este conjunto puede ser tanto finito como infinto, y
en cuyo caso puede tener dimension finita (por ejemplo el intervalo real unitario,
[0,1]) o infinita (por ejemplo las funciones continuas con soporte en el intervalo
real unitario). Ademads, notaremos x al vector N-dimensional que contiene las
estrategias de todos los jugadores x := (z1,...,zy). Si pensamos que podria haber
restricciones para las acciones de los jugadores, entonces tiene sentido considerar
2 C X el conjunto de N-tuplas de variables de acciones factibles.

Si estamos en el caso en que los jugadores estan minimizando, la funciéon obje-
tivo (de costo o pérdida) del Jugador i serd C;(z;, z_;), donde x_; es el vector de
acciones de todos los jugadores con excepcién del i-ésimo. Si los jugadores estan
maximizando, entonces la funcién objetivo (de utilidad) del Jugador i serd denota-
da U;(z;, z_;). A lo largo de esta tesis usaremos tanto C; como U;, intercambiando
entre ellas segiin la necesidad. Es importante observar que el juego en todos los ju-
gadores minimizan sus costos C;’s, puede ser visto como uno en el que maximizan
las funciones de utilidad U; = —C;.

Con esto queda definida la forma normal del juego, a la que tipicamente aso-
ciaremos una matriz como funcion bilineal de pagos. La siguiente definicién co-
rresponde a nuestro concepto més basico de solucién.

Definicién 1.1. Un vector de estrategias x* € Q es un Fquilibrio de Nash (EN)
si, Vi € N, se tiene:

Ui(xf,z* ;) > Uj(x;, x*,) Vo; € X; cumpliendo (z;,z*,) € Q,
0, en el caso en que los jugadores minimicen costos,
Ci(zr,x*,) < Ci(xy,x*,) Va; € X; cumpliendo (z;, 2% ;) € Q.

10
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Observemos que en el caso N = 2, si tenemos la particular situacién en que
Cy = —Cy =: C, entonces el Juego se llama de Suma Cero (JSC), con el Jugador 1
minimizando C'y el Jugador 2 maximizédndola. En este caso, el equilibrio de Nash
es equivalente a un equilibrio de punto-silla (EPS) que definiremos a continuacién.
Para eso, dejaremos de lado el conjunto de restricciones, es decir, asumimos que
X := X x Xs, cualquier combinacién de acciones es factible.

Definicién 1.2. Un par de acciones (x7,z3) € X estd en equilibrio de punto-silla
(EPS) para un juego con funcién de utilidad C, si

C(a7,22) < C(af,23) < Clz,23), V(1 32) € X

Esto ademas implica que podemos intercambiar el orden en que maximizamos
y minimizamos inconsecuentemente, es decir:

min max C(zq,22) = max min C(xy,z5) = C(2], x5) =: C*

z1€X1 2€X2 r2€Xo x1€X1
donde la expresion de la izquierda se conoce como el valor superior del juego, la
segunda expresion es el valor inferior, y C* es conocido como el valor del juego.
Estas definiciones se dan, en casos mas generales, con infimo y supremo en lu-
gar de minimo y maximo, respectivamente. Notemos que en general tenemos la
desigualdad:

min max C(z1, ) > max min C(xy,zs)
r1€X1 22€X2 r2€X2 21€X1

0 mas precisamente,

inf sup C(z1,79) = sup inf C(xq,x9),
21€X1 zhc Xy T2 € Xo T1E€EX1

que se deduce directamente del hecho:

sup C(x1,29) > inf C(zq,29),
z2€Xo T1€X1

donde la expresion de la izquierda es una funcién que sélo depende de x; y la de
la derecha sélo depende de x5.

De esta manera, siempre que el valor del juego exista (o equivalentemente,
siempre que exista un punto-silla), serd tnico. En efecto, si (z7,Z3) es otra so-
lucién punto-silla, se tiene que C(z1,75) = C*. Mdas aun, estas estrategias son
intercambiables, es decir, (z7,23) v (z7, Z3) también son EPS. Esta propiedad de
los EPS no se extiende a miltiples equilibrios de Nash (para JSC): dos EN dis-
tintos, en general, implican valores distintos de las funciones de costo para los
jugadores. Esto se debe a que el cambio unilateral de estrategia puede beneficiar

11
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a un jugador pero implica un incremento en los costos de los otros, hecho que se
desprende inmediatamente de la definicién.

Asi, si el JSC no tiene un valor, tenemos:

min méx C(z1,z2) > max min C(zy,z2)

z1€X71 22€X2 r2€X2 T1€X1

: . : ‘.
y por lo tanto no existe un punto-silla. En este caso diremos que “el juego de suma
cero no tiene un punto-silla en estrategias puras”, lo cual nos incita a buscar un
equilibrio en estrategias mixtas:

Definicién 1.3. Una estrategia mizta es una distribucion de probabilidad sobre el
conjunto de acciones de cada jugador, a la cual denotaremos p; para cada Jugador

ieN.

En esta busqueda, reemplazaremos C; por el valor esperado en funcién de las
estrategias mixtas elegidas por todos los jugadores y lo notaremos J;(py, -, pn)-
Llamaremos ademas P; al conjunto de todas las distribuciones de probabilidad
sobre X; (y dejaremos de lado a ) asumiendo que los conjuntos de restricciones
son rectangulares). En el caso X; finito, p; serd un vector aleatorio soportado en
el simplex de probabilidad determinado por Xj.

Definicién 1.4. Diremos que la N-tupla (pj,--- ,py) esta en equilibrio de Nash
para estrategias miztas (ENEM) si

Ji (05, pty) < Ji(pipt,) Vpi €P; YieN.

Esto nos conduce facilmente, para el caso especial de los juegos de suma cero
con N = 2, a la siguiente definicion:

Definicién 1.5. El par (p}, p}) constituye un equilibrio de punto-silla para estra-
tegias miztas (EPSEM) si

J(pi,p2) < J(py,p5) < J(p1,ps) V(p1,p2) €P

donde J(p1,p2) = B, 1, [C(21,22)] y P := P1 X Py es el valor del juego de suma
cero para estrategias mixtas.
1.1.2. Estrategias de seguridad

En los casos en los que no se tiene un equilibrio de Nash para estrategias puras,
y los jugadores no necesariamente quieren adoptar estrategias mixtas, una alter-
nativa es elegir la estrategia pura que mejor se adapte a un escenario pesimista,

12
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es decir, que minimice los costos en el peor caso. Esto implicard que cada juga-
dor escencialmente piense al juego como de suma cero, minimizando su funciéon
de costo contra la maximizacién colectiva de los demas jugadores. La estrategia
(o accidn, en este caso) que provee de un techo de pérdida para un jugador se
llamara estrategia de sequridad para ese jugador, concepto que podemos definir
formalmente, asumiendo que el producto de conjuntos de acciones es rectangular,
como sigue:

Definicion 1.6. Una estrategia =7 € X; se dice de seguridad para el jugador ¢ si
cumple la relacién:

s 7 al
sup Cy(zi,v—) = Inf sup Ci(zy,2) =: C;
r_;€X; T €X; r_;€X_;
donde el supremo puede ser reemplazado por un maximo si el conjunto de acciones
es finito.

Es importante observar que C; es el valor superior del JSC que juega el Jugador
1. Notemos también que incluso si las estrategias de seguridad para los jugadores,
digamos z° := {7, i € N'}, son unicas, entonces la N-tupla no necesariamente es
un equilibrio de algun tipo.

Esta nocién de estrategia de seguridad puede extenderse naturalmente a estra-
tegias mixtas usando la notacién introducida previamente:

Definicién 1.7. Diremos que p; € P; sera una estrategia de sequridad mizta para
el Jugador i si

sup Ji(p;,p—i) = Wf  sup Ji(pi,p—i) = J;
P—i€P; Pi€Pip_eP_;
Observacién 1. Si el juego original era un juego de suma cero con 2 jugadores, y
los valores superior e inferior son iguales, entonces las estrategias de seguridad para
los jugadores deben estar en EPS. Si estos valores no son iguales en estrategias
puras, pero lo son en mixtas, entonces las estrategias de seguridad mixtas para los
jugadores deben estar en EPSEM.

1.2. Juegos finitos de 2 jugadores: existencia de
los Equilibrios

En esta secciéon nos centraremos en el caso particular en el que intervienen 2
agentes en el proceso de decision: dos jugadores que notaremos J1 y J2. Trabaja-
remos las situaciones en las que los conjuntos de estrategias de los jugadores son

13
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finitos y analizaremos la existencia de los equilibrios y como encontrarlos cuando
existan. Ejemplificaremos algunas situaciones y daremos un marco notacional so-
bre el cual trabajar posteriormente. Aprovecharemos el hecho de que tenemos sélo
dos jugadores para simplificar levemente la notacién que usamos hasta aqui.

1.2.1. Juegos de suma cero y el teorema Minimax

Un juego se dird de suma cero cuando los costos que se le generan a un jugador
son iguales a la ganancia del otro. Para un juego de este tipo debemos especificar la
cantidad de elementos que poseen los conjuntos de acciones, que notaremos z € X e
y € Y para J1 y J2 respectivamente, y la funcién objetivo C(z,y) definida sobre el
producto de estos conjuntos finitos. Convengamos que J1 minimiza sus costos y J2
maximiza sus ganancias, recordando que como el juego es de suma cero tenemos
que C(z,y) = Ci(z,y) = Us(z,y) = —Csy(x,y). Llamemos n = |X|y m = |Y|
la cantidad de acciones posibles que pueden tomar J1 y J2 respectivamente, y
supongamos que éstas acciones estan ordenadas bajo cierta convencién (que puede
ser arbitraria).

Entonces, podemos asociar nuestro juego con una matriz A de dimension n xm
cuyas entradas corresponden con la funcién de costos C(x,y), siguiendo el mismo
orden que tienen los conjuntos de acciones, es decir, A;; = C(x,y) cuando x es el
1-ésimo elemento de X y y el j-ésimo elemento de Y. Las elecciones del Jugador 1
son entonces las filas de la matriz y las del Jugador 2 sus columnas.

Ejemplo. Es un ejemplo clasico en el que ambos jugadores eligen entre dos
opciones. Si coinciden entonces gana el Jugador 1 y si no gana el Jugador 2.
Podemos asociarle la matriz:

1 -1
e

En este ejemplo no hay ninguna combinacién fila-columna para la cual los juga-
dores no tengan un incentivo de desviarse y mejorar sus pagos.

La pregunta que arroja este ejemplo es cuando existe un equilibrio de punto
silla para estrategias mixtas. Supongamos que ahora J1 decide elegir fila 1 y fila
2 con probabilidad 1/2, sin importar si J2 juega columna 1 o 2, su costo esperado
sera de 0. Luego, en respuesta a la eleccién equiprobable de J1, el Jugador 2 es
indeferente entre sus posibles acciones: puede elegir jugar columna 1, columna 2,
o cualquier probabilidad mixta entre ambas. Razonamos de la misma manera si
pensamos en que J2 juega una estrategia mixta (1/2,1/2), esta vez para J1 el
costo que tendra por resultado sera 0 independientemente de qué estrategia elija.

14
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Asi, el par (p* = (1/2,1/2),¢* = (1/2,1/2)) serd un EPSEM con valor asociado 0,
y de hecho es el unico.

Para formalizar esta situacion, sea A una matriz de dimensién n x m represen-
tando el juego de suma cero, y como antes, p y ¢ dos vectores de probabilidad para
J1 y J2 respectivamente (que consideraremos como columnas de longitud n y m
resp. cuyas coordenadas estan en el intervalo real unitario y suman uno). Podemos
escribir entonces la funcién de costo esperado como

J(p,q) == p'Aq.

La existencia de los equilibrios de punto silla en estrategias mixtas queda re-
suelta en 1982 con el Teorema Minimax de John Von Neumann [28].

Teorema 1.8. Todo juego finito de suma cero para dos jugadores admite un punto
silla en estrategias mixtas, es decir, dada A la matriz asociada al juego, exriste un
par (p*, q*) tal que para cualquier otro par de vectores de probabilidad p y q se tiene
que

P Aq < pTAgt < p'Ag”

donde p** Aq* es el valor del juego en estrategias miztas.

Existen distintas demostraciones de este teorema, que estan basadas en razonar
por el absurdo via inducciéon en el tamano de la matriz de pago, en el teorema de
punto fijo de Brouwer o en el Corolario de Hahn-Banach del hiperplano separa-
dor. Escribiremos aqui una demostraciéon basada en el teorema de dualidad para
programacion lineal que podemos encontrar en [8].

Demostracion. Consideremos el problema desde la mirada del Jugador 1. Estamos
buscando p, ..., p, que maximice

n

, ot

min E A;; = minp'A

1<j<m 4 1p2 i = e
Z:

sujeto a que p € P, esto nos deja el problema:

n

max min 5 PiAij
p 1<j<m £ 1
1=

s.a. Zn:pi =1,p>0
i=1

15
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El inconveniente es que la funciéon objetivo no es lineal y por lo tanto apelare-
mos al procedimiento habitual de linearizarla agregando una variable adicional v
restringiéndola a que sea menor o igual que el minimo en la funcién objetivo e
intentando maximizarla. El problema ahora queda:

max v
p’v

s.a. v< ZpiAij Vi<ji<m
i=1

ipi =1Lp=0
i=1

resultando un problema de programacion lineal, cuya solucién explicita esta a
nuestra disposicién via el algoritmo SIMPLEX. Para profundizar en el tema se
puede consultar [6].

Si razonamos de manera analoga, pero esta vez desde el lugar del Jugador 2
entonces obtenemos el problema:

min w
q7w

s.a. w> ZAiij Vi<i<n
j=1

Z%’ZLQEO
j=1

En este punto es crucial notar que el problema planteado para J2 es el dual del
planteado para J1, y por lo tanto, por el teorema de dualidad [6], el valor 6ptimo
de ambos coincide y es p*Ag*, como queriamos. O

La demostracion ademés nos indica un mecanismo mediante el cual obtener
la solucion. Estas estrategias son también denominadas estrategias minimaz por
razones evidentes.

1.2.2. Juegos de suma general y el teorema de Nash

Considereramos ahora los juegos de suma general (no necesariamente cero) para
N Jugadores como al comienzo y estudiaremos la existencia de los equilibrios de
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Nash que introdujimos anteriormente. Es facil encontrar ejemplos para los cuales
no existen dichos equilibrios en estrategias puras, la pregunta es entonces cuando
existen EN en estrategias mixtas. Esto fue resuelto en 1951 por John Nash (ver
[18]) v estd plasmado en el siguiente teorema:

Teorema 1.9 (Teorema de Nash). Todo juego de suma general para N jugadores
con conjuntos de acciones finitos admite un equilibrio Nash en estrategias miztas.

Nuevamente, podemos encontrar numerosas demostraciones, con diferentes hi-
potesis y tecnicismos. Esta vez nos remitiremos a la propuesta por John Geanako-
plos, que podemos encontrar en [11]. La demostracién que expondremos aqui pre-
supone que la funcion de utilidad es céncava y se basa en el Teorema del Punto
Fijo de Brauwer y en el siguiente Lema de la Permutacién Céncava:

Lema 1.10. Sea X C R" un conjunto convexo y sea v € X. Sea J : X — R
una funcién céncava. Entonces argmaxyex [J(y) — ||z — y||*] tiene al menos un
elemento y si x = argméx,ex [J(y) — || — y||?], entonces x € argméx,ex J(y).

Demostracién. Como J es concava en y y —||y — z||* es estrictamente céncava en
y entonces [J(y) — ||z — y||?] es estrictamente céncava y por lo tanto,

argméxyex [J(y) — ||z — y||*] no puede contener dos puntos distintos. Suponga-
mos ahora que x = argméx,ex [J(y) — ||z — y||*] vy tomemos y € X. Como X es
convexo y J céncava, para cualquier € € (0,1),

0> {J((1 —e)w+ey) = I(1 - )+ ey —al*} = {J(z) — |2 — 2|}
=J((1 - ez +ey) — ey -l - J(x)
> (1 —e)J(z) +ely) — J(z) —ly — al
=c(J(y) = J(x)) = lly — =

y por lo tanto
J(y) — J(x) < ¢lly — z||* para todo & > 0

Luego,
J(z) > J(y) para todo y € X

]

Demostracion del teorema de Nash. Consideremos un juego de N jugadores I' =
(NP1, oo, Py J1y vy ) y supongamos que para todo p_, :=

(pl;--~;pn—17pn+17---7pN) € X_,con X_,, =Xy x..x X,_1 X Xn+1 X ... X Xn
se tiene que J,(pn, p—n) es una funcién céncava en p,. Con esta notacién, p* € P
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serd un equilibrio de Nash si cumple que para todo n € N y todo p, € P,
Jn(p*) = Ju(pn, 02,)-

Definamos la funcién ¢ : P — P,, como sigue:

PulP1s D ) = 218 X [Ta(Brr ) = 17, — 2]

Pn€Pn

Observemos que la funcion a la que le buscamos el argumento maximo es suma
de una funcion continua, céncava en p,, y otra cuadrética y negativa, y por lo tanto
se trata de una funcion continua estrictamente céncava. Como P, es compacto y
convexo, ¢ esta bien definida. Més aun, el maximando es continuo como funcién
de p = (p1, ..., pn), por principio del maximo, ¢,, resulta una funcién continua.

Consideremos ahora a la funcién ¢ : X — X definida como ¢ = (¢1, ..., pn).
Claramente, ¢ resulta continua, y por el Teorema de punto fijo de Brouwer, existe

*

un p* tal que p(p*) = p*.
Ahora bien, por el Lema de la Perturbacion Céncava, tenemos que para cual-

quier estrategia p, € Ppn, Jo(pn, p,,) < Ju(p*) y por lo tanto p* es un equilibrio de
Nash. O]

1.3. Juegos jerarquicos finitos y equilibrios Stac-
kelberg

El equilibrio de Nash como concepto de solucién que analizamos anteriormente
provee de un resultado razonable para juegos no cooperativos cuando los roles de
los jugadores son simétricos, es decir, cuando ningun jugador domina el proceso de
decisiéon. Sin embargo, hay otro tipo de situaciones en la que intervienen agentes
que toman decisiones de manera no cooperativa en las que alguno de los jugadores
tiene la capacidad de forzar la estrategia de los demas jugadores mediante el anun-
cio de su estrategia, y para este tipo de problemas de decisiéon podemos desarrollar
una teoria similar pero sustancialmente diferente.

En 1934, Heinrich Freiherr von Stackelberg (1905-1943) describi6 en su obra
[29] un modelo de liderazgo para situaciones de oligopolio econémico (o duopolio en
el caso N = 2) diferenciando dos roles disparejos en la interaccién de los agentes:
el jugador que estda en esta posicion mas importante en el proceso de toma de
decision sera llamado el lider, y los otros jugadores que responden racionalmente
a la estrategia del lider seran los seguidores.

En éste camino, se pueden considerar muchos niveles de jerarquia, con varios
lideres y seguidores, pero para introducir los conceptos de manera clara analizare-
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mos aqui los problemas de decisiéon jerarquica que involucran solo dos jugadores:
un lider y un seguidor.
1.3.1. Equilibrio Stackelberg en estrategias puras

Para introducir el concepto de solucion jerarquica de equilibrio de Stackelberg,
consideremos el juego bimatricial (A, B) dado por :

0 2 3/2 -1 1 —2/3
A=|1 1 3|,B=|2 0 1
~1 2 2 0 1 —1/2

Donde el conjunto de acciones para ambos jugadores estd compuesto por Izquierda
(I), Medio (M) y Derecha (D), y veremos la estrategia del Jugador 1 en las filas
y la del Jugador 2 en las columnas. (nuestra convencion estandar).

Después de observar con detenimiento los costos del juego, concluimos que
admite un tinico EN en estrategias puras, que es {M, M}, con costos resultantes
(1,0). Ahora bien, ;jqué sucederia si el Jugador 1 anunciara su estrategia al Jugador
27 Esto es pensar que los roles de ambos jugadores no son simétricos y el Jugador
1 actia como el lider en el proceso de decisién. Asi, si el Jugador 2, el seguidor,
conoce lo que jugara su contrincante simplemente debe elegir la accion que le
signifique el costo minimo.

Una vez entendido esto, el Jugador 1, antes de anunciar su estrategia, de-
berd elegir la accién que minimice sus costos considerando la respuesta racional
que su eleccién implicard. De esta manera, si J1 elige I, entonces J2 tiene una
Unica respuesta que minimiza sus costos que es I, que significa un costo de 0 pa-
ra J1. Si el lider elige M, entonces la respuesta éptima de J2 también es tinica
(que es M) y el costo que implica en J1 es 1. Por dltimo, si J1 elige D, entonces
J2 eligird D y el costo para el lider asociado a esta eleccién sera 2. Analizada la
situacion, el menor costo para J1 es 0 y la estrategia éptima 1.

Diremos entonces que [ es la estrategia Stackelberg para el lider (J1) y el par
{I,1} es la solucién Stackelberg para el juego (A, B) con J1 en el rol de lider.
Ademas, el par de costos (0,1) es el valor (equilibrio) Stackelberg para el juego
con J1 en el rol de lider. Es interesante notar que este valor es estrictamente
mejor que el valor del equilibrio de Nash para ambos jugadores, aunque no vale
en general. Si ahora consideramos a J2 en el rol de lider, entonces el equilibrio
Stackelberg es {I, D} con valores (3/2, —2/3) que es claramente desfavorable para
J1 (el seguidor) cuando se compara con el costo del EN. De todas maneras, para J2
(el lider), el valor Stackelberg es nuevamente mejor que el del EN (menor costo).
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El concepto de equilibrio Stackelberg (ES) que introdujimos recién mediante
juegos bimatriciales es aplicable a cualquier juego finito de dos jugadores en forma
normal aunque hicimos uso de un hecho que se da en ese ejemplo y que no sucede
en general: la respuesta Optima del seguidor a cualquier estrategia del lider era
Unica. Si este requerimiento no se satisface, entonces puede haber ambigiiedad en
cual es la mejor respuesta para el seguidor y por lo tanto en los posibles costos
que debe considerar el lider a la hora de elegir su estrategia éptima. Para ilustrar
esto consideremos el siguiente ejemplo de juego bimatricial:

01 3 0 0 1
A:[Q 2 —1]’B:l—1 0 —1]

donde las posibles acciones del lider J1 son las filas {I, D} y las acciones del segui-
dor son las columnas {I, M, D}. En este caso, si J1 elige (y anuncia) I entonces
J2 puede jugar éptimamente tanto I como M y sus costos asociados seran 0 en
ambos casos. Si J1 elige D, J2 nuevamente tiene dos acciones que minimizan sus
costos, I y D. Esta multiplicidad en respuestas 6ptimas para el seguidor se traduce
en diferentes costos para el lider, y por lo tanto no podemos aplicar directamente
el concepto de solucién que presentamos anteriormente. Sin embargo, podemos
asumir que el lider optara por la estrategia que minimice sus costos en el peor
de los casos, reduciendo los riesgos. Luego, para este modo de juego, los costos
asegurados para J1 son 1y 2 para I y R respectivamente. Diremos entonces que
x* = I es la Unica estrategia 6ptima Stackelberg para el lider. El costo correspon-
diente para J1 sera C}. Debemos notar que la multiplicidad de respuestas 6ptimas
para J2 puede implicar que el costo de J1 sea en realidad menor, dependiendo de
la eleccién del seguidor, cuyas estrategias optimas son y = [ y y = M. De esta
manera, los valores del juego pueden ser tanto (1,0) como (0,0), y por lo tanto
no podemos hablar de unicidad del valor final para el equilibrio Stackelberg. Aun
asi, es interesante notar que el EN del juego bimatricial propuesto es {D, D} con
valor (—1,—1) que es mas favorable para ambos que el equilibrio Stackelberg.

Formalizaremos ahora los conceptos introducidos anteriormente con juegos bi-
matriciales para juegos de dos jugadores finitos teniendo en consideracion los con-
juntos X y Y los espacios de estrategias puras para J1 y J2 respectivamente, y
C;(z,y) notando el costo para el Jugador ¢ correspondiente al par (z € X,y € Y).

Definicién 1.11. En un juego finito para dos jugadores, el conjunto Ry(z) C Y
definido para cada x € X como

Ry(x) ={z €Y : Cy(x,2) < Cy(zx,y)Vy € Y}

es el conjunto de respuestas optimas (o reaccién racional) de J2 para la estrategia
r € X de J1.
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Definicién 1.12. En un juego finito para dos jugadores con J1 en el rol del lider,
una estrategia x* € X se llama una estrategia de equilibrio Stackelberg para el
lider, si cumple:

max Ci(z*,y) =min max Cy(z,y)=: C;.
yER (z*) 1( y) z€X yERa(x) 1( y) !
El valor Cf es el costo de Stackelberg para el lider. Si en cambio, J2 es el lider la
definicién es equivalente intercambiando los subindices 1 y 2.

Teorema 1.13. Todo juego finito para dos jugadores admite una estrategia de
equilibrio Stackelberg para el lider.

Demostracion. Tanto X como Y son conjuntos finitos, y por lo tanto lo es Ry(x)
para cada x. La existencia de la estrategia resulta evidente pues los conjuntos
donde maximizamos y minimizamos son finitos. O]

Observaciéon 2. La estrategia Stackelberg para el seguidor no necesariamente es
Unica como vimos anteriormente, pero la no unicidad de estrategias de equilibrio
no presupone un problema (como sucedia con los equilibrios de Nash) dado que el
costo de Stackelberg para el lider es tinico.

Observacién 3. Si para cada x € X, Ry(x) consta de un tinico elemento, entonces
existe una biyeccion Ty : X — Y tal que y € Ry(z) implica y = Ta(x). Esto se
corresponde con las situaciones en las que la respuesta éptima del seguidor es
Unica sea cual sea la estrategia que juegue el lider y esto concluye en una version
simplificada de la definicién de equilibrio:

Ci(z*, Ty(z")) = %1)1(1 Ci(z, Ty(x)) =: Cf

Desde el punto de vista del seguidor, la estrategia de equilibrio es cualquier
respuesta éptima a la estrategia de Stackelberg anunciada por el lider. Més preci-
samente,

Definicién 1.14. Sea 2* € X una estrategia Stackelberg para el lider (J1). En-
tonces, cualquier elemento y* € Ry(x*) es una estrategia dptima para el seguidor
(J2) que esta en equilibrio con x*. El par {z*,y*} es una solucion Stackelberg pa-
ra el juego con J1 en rol de lider, y par de costos (Cy(z*,y*),Co(z*,y*)) es su
correspondiente valor de equilibrio Stackelberg.

Observacién 4. En la definicién anterior, el valor C(z*, y*) puede ser menor que
el costo de Stackelberg C7 (algo que notamos anteriormente en el juego bimatri-
cial). De todas maneras, si Ry(z*) consta de un unico elemento, entonces estos
valores de costo coinciden.
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Consideremos un juego finito para dos jugadores, notemos nuevamente C; al
costo de Stackelberg para el lider (J1) y C{V algiin costo proveniente de un equili-
brio de Nash para el mismo jugador. Como pudimos observar en ejemplos anterio-
res, no necesariamente sucede que C; es menor que CV, en particular, cuando la
respuesta 6ptima del seguidor no es tnica. La siguiente proposicién nos provee de
una condicién suficiente bajo la cual el lider no actia “peor” en el juego jerarquico
que en el juego simultaneo:

Proposicién 1.15. Sea un juego finito para dos jugadores, y sean C; y CY como
definimos recién. Si Yx € X se tiene que Ry(x) consta de un unico elemento,
entonces

oy <oy

Demostracion. Supongamos que existe un equilibrio de Nash {2/, ¢’} cuyo costo
correspondiente para J1 es menor que el valor Stackelberg, es decir,

Cy > Ci(2',y).

Como Ry(z) tiene un tnico elemento, sea 75 : Y — X la biyeccién introducida en
3. Luego, ' = T,(y') y reemplazando esto en la expresién anterior obtenemos

min Cy (z, Tr(x)) = Cf > Cy(2',y)

zeX

concluyendo un absurdo. O

Observacién 5. Uno estd tentado a pensar que si un juego de suma general admite
un unico EN y una unica strategia Stackelberg (x*) para el lider, y ademds Ry(z*)
tiene un solo elemento, entonces la desigualdad de la Proposicién 1.15 deberia
seguir valiendo. Sin embargo, esto no es cierto como podemos ver con el siguiente
ejemplo de juego bimatricial.

a=% 3 e[

Como podemos verificar facilmente, existe un tnico equilibrio de Nash {D, D} y
una Unica estrategia de Stackelberg x* = I para el lider J1. Mas atn, la respuesta
6ptima del seguidor también es tnica: y* = I. Sin embargo, 0 = Cf > CN = —1.
Este contraejemplo muestra que nuestra hipotesis suficiente no puede ser relajada
de manera satisfactoria.
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1.4. Equilibrios Stackelberg en estrategias mix-
tas

Cuando trabajamos con equilibrios de Nash nos encontramos con que no siem-
pre existe el equilibrio en estrategias puras, y vimos la necesidad de introducir las
estrategias mixtas y concluimos la existencia de equilibrios no cooperativos. Co-
mo vimos en el Teorema 1.13 siempre es posible encontrar soluciones de equilibrio
puras para los juegos jerarquicos de tipo Stackelberg y en principio no tendriamos
necesidad de introducir estrategias mixtas. Ademas, como el lider anuncia su es-
trategia al seguidor, parece poco razonable imaginar que este anuncio sea una
estrategia mixta. Sin embargo, como ilustraremos en el siguiente ejemplo, hay si-
tuaciones en las que el uso de estrategias mixtas puede reducir los costos del lider
si se razona adecuadamente.

Ejemplo. Consideremos el juego bimatricial (A, B) para J1 actuando como
lider con estrategias puras {I, D} representadas en las filas de las matrices:

A= [é (1)] B = [1{2 1}21

Este juego admite dos soluciones de equilibrio Stackelberg en estrategias puras:
Il y DD. El valor Stackelberg en ambos casos es (1,1/2). Sin embargo, si J1
adopta la estrategia mixta de jugar I y D con probabilidad 1/2 cada una, el costo
promedio que obtendré sera de 1/2, independientemente de la estrategia que juegue
J2. Este valor J; = 1/2 es claramente menor que el costo Stackelberg del lider en
estrategias puras, y puede demostrarse que es el tinico costo Stackelberg para el
lider en estrategias mixtas, puesto que cualquier desviacién de (1/2,1/2) significa
un aumento en los costos para el lider si tenemos en cuenta la respuesta 6ptima
del seguidor.

El resultado anterior refleja la importancia que tiene estudiar equilibrios en
estrategias mixtas en juegos de suma general para dos jugadores y muestra que
es posible encontrar una estrategia que reduzca los costos para el lider. Conside-
raremos entonces este tipo de juegos en su forma normal y lo asociaremos con el
juego bimatricial (A, B). En concordancia con lo descrito en secciones anteriores,
notaremos P; al espacio de estrategias mixtas de Ji, a los elementos p; € P; y J;
a los costos esperados, 1 = 1, 2.

Definicién 1.16. Para un juego bimatricial (A, B), el conjunto RMs(p) = {¢’ €
Q:p'Bq <p'Bq, Vg € Q} es el conjunto de respuesta 6ptima (reaccién racional)
de J2 en estrategias mixtas, para la estrategia mixta p € P de J1.
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Definicién 1.17. En un juego bimatrical (A, B) con J1 en el rol de lider, una
estrategia mixta p* € P se llama una estrategia mizta de equilibrio Stackelberg
para el lider si se cumple:

mix p"Aq=inf mix p'Aq=:J/.
g€ RM>(p*) pEP qe RM>(p)

El valor J} es el costo de Stackelberg en estrategias mixtas para el lider.

Aqui es importante notar que el “maximo” en la definicién anterior siempre
existe, pues para cada p € P, p' Aq es continua en ¢, y RM>(p) es un subconjunto
cerrado y acotado de Q (que es un simplex de dimensién finita). Por otro lado,
el infimo no siempre podra cambiarse por un minimo, a menos que el problema
admita una estrategia de equilibrio Stackelberg para el lider. El siguiente es un
ejemplo de esta no existencia.

Ejemplo. Consideremos una version modificada del juego bimatricial del ejem-
plo anterior.

a=lo 3 B= 1 0

Con J1 en el rol del lider, este juego también admite dos estrategias puras de
equilibrio Stackelberg, que son {I,I} y {D, D} y el costo de Stackelberg para el
lider es Cf = 1. Ahora bien, si el lider utiliza la estrategia p = [p,1 — p|] podemos

calcular que
-7 2 2 1
=p'Bg = (— - = 5
2(p@) =pBe=(gp+3latgpts,

donde ¢ = [q,1 — ¢] denota la estrategia mixta de J2.
Entonces, podemos ver que la estrategia del lider p = 4/7 hace constante el

pago del seguidor, dejandolo indiferente y determinando el conjunto de respuesta
optima de J2 de la siguiente manera:

{¢=(1,0} sip>4/7
Ry(p) =1 {¢=1(0,1)} sip<4/7
Q sip=4/7

De esta manera, para p > 4/7 el seguidor elige D con probabilidad 1, y esto
significa un costo promedio de J; = p para J1. Para p < 4/7 en cambio, J2 elige [
con probabilidad 1 y esto se traduce en un costo J; = 1 — p para J1. Claramente,
el lider preferird quedarse en esta ultima region cuyo costo es menor. De hecho, si
J1 juega p = (4/7 — €,3/7 + ) para ¢ suficientemente pequeno, su costo serd de
J1 = 3/7 + ¢, pues J2 jugard su tunica respuesta Optima que es la estrategia
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pura y = D. Como ¢ > 0 puede tomarse arbitrariamente pequeno, llegamos a la
conclusion de que el costo Stackelberg en estrategias mixtas sera, tomando infimo,

;= 37’ que es estrictamente menor que C7 = 1. Dicho esto, el lider no tiene una
estrategia mixta que esté en equilibrio Stackelberg, puesto que para nuestro tnico
candidato p’ = (4/7,3/7), el conjunto de respuesta éptima es todo Q y por lo

tanto méx,eco p'*Aq = 4/7 que es mayor que J;.

El ejemplo anterior es una muestra de que no siempre existe una solucién de
equilibrio Stackelberg cuando consideramos estrategias mixtas, pero a pesar de es-
to, podemos encontrar en ellas una reduccién de los costos, empleando estrategias
no necesariamente éptimas, por ejemplo p = (4/7 — £,3/7 + ¢). De hecho, siem-
pre que se mantenga una desigualdad estricta J; < C} podremos encontrar una
estrategia mixta aproximada para el lider que mantenga los costos menores que si
solo consideramos estrategias puras. Si ambos valores son iguales, sera razonable
utilizar la estrategia de Stackelberg pura, que siempre existe como hemos visto en
el Teorema 1.13. La siguiente proposicién nos asegura que sélo puede pasar alguna
de las dos situaciones recién mencionadas.

Proposicion 1.18. Para todo juego finito de dos jugadores se tiene que
J; <G (L1)

Demostracion. Notemos P al subconjunto de P que consiste en todas las distri-
buciones de un solo punto y analogamente () C Q. Notemos que P es equivalente
a X yQayY. Luego, para cada p € P,

min pBg = min pB
e Qp q e Qp q
pues cualquier solucién que minimice puede ser reemplazada por un elemento de
Q. Esto implica que, para cada p € P, los elementos de RM,(p) son distribuciones
de probabilidad en Ry(p), donde este tltimo conjunto podria ser definido como en
1.16 reemplazando Q por (). Ahora bien, como P C P,

J¥=min mix p'A¢g <min mix p'Aq,
1 peEP qERMQ(p)p 1= peEP qERMQ(p)p q
y mas aun, debido a la relacion mencionada entre RMs y Rs, el tultimo valor es
igual a
, , t
min max p'A
peP q€R2(P)p 1
que por definicién es es C, dado que Ra(p) es equivalente al conjunto de respuesta
6ptima en estrategias puras del seguidor, como definimos en 1.11. Luego, J; < CF,
como queriamos. O]
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El computo de las soluciones de equilibrio Stackelberg en estrategias mixtas
no es tan inmediato como lo es cuando trabajamos en estrategias puras, pues los
espacios P; ya no son finitos. La técnica estandar es determinar soluciones que
minimicen p!Bq como funciones de p, lo que nos conduce a descomponer P en
regiones sobre las cuales podemos determinar los conjuntos de respuesta optima,
como ejemplificamos anteriormente. Una vez hecho esto nos resta minimizar p'Agq
sobre p, sujeto a las restricciones impuestas por los conjuntos de reaccién racional.
Este procedimiento nos provee ademas de estrategias aproximadas al 6ptimo para
el lider, cuando no existe el equilibrio Stackelberg en estrategias mixtas (ni el costo
Stackelberg).
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Capitulo 2

La forma extensiva

Hay otras maneras de representar un juego ademads de la forma normal o es-
tratégica, que como vimos es compacta y util para un anélisis inmediato (al menos
en principio). Una de ellas es la forma extensiva, que plantea un seguimiento del
proceso de toma de decisiones, describiendo de manera secuencial los problemas
de decision que encuentra cada jugador en la situacion estratégica que se tiene en
consideracion. Esta forma de representacion tiene en cuenta el desarrollo de un
juego: las nociones de posiciéon y movimiento.

Nos encontraremos con que los equilibrios de Nash no son las mejores soluciones
para estos modelos, dado que no tienen en cuenta esta estructura secuencial, y
definiremos entonces la nocion alternativa de equilibrios perfectos en subjuegos, en
los cuales los jugadores reevalian sus planes a medida que el juego se desarrolla.
Nos encontraremos con que los equilibrios Stackelberg son casos particulares de
éstos y analizaremos su existencia para estrategias mixtas en este contexto.

2.1. Informacion perfecta

Diremos que los jugadores tienen informacion perfecta si en cada momento en
que un jugador debe tomar una decisién tiene pleno conocimiento de las decisiones
que se tomaron y los eventos que se sucedieron anteriormente en el juego. Inicial-
mente, y por simplicidad, nos enfocaremos en los juegos en los que no hay dos
jugadores que tomen decisiones al mismo tiempo y en los que no hay intervencion
de la naturaleza (no hay aleatoriedad).

Definicién 2.1. Un Juego extensivo con informacion perfecta consta de las si-
guientes componentes:
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= Un conjunto NV (el conjunto de jugadores).
» Un conjunto de secuencias H (finito o no) que satisface:

e La secuencia vacia & pertenece a H.

e Si (ag)k—1..x € H (donde K podria ser infinito) y L < K entonces
(ag)k=1..1 € H.

e Si (ag)f2, cumple que (ak)k=1,..1 € H para todo entero positivo L
entonces (a;)32, € H.

Cada elemento de H es un historial; cada componente de un historial es una
accion tomada por un jugador. Un historial (ay)r=1,. .k € H es terminal si es
finita o si no existe axy1 tal que (ax)g=1,. xk+1 € H. El conjunto de acciones
disponibles luego del historial no terminal h serd notado A(h) = {a : (h,a) €
H} y denotaremos 7" al conjunto de historiales terminales.

» Una funcién jugador J : H\ T — N que indica el jugador J(h) que debe
tomar una accién a continuacion para un historial no terminal A.

» Una funcién de pagos U; : T'— R para cada ¢ € N que indica la utilidad del
jugador ¢ para cada historial terminal. Cada jugador intentard maximizar
estos pagos.

A veces en conveniente especificar la estructura de un juego extensivo sin explicitar
las preferencias que tienen los jugadores, que formalizamos en las funciones de pago.

Nos referiremos a la tupla (N, H, J) cuyas componentes satisfacen las primeras
3 condiciones como un juego en forma extensiva con informacion perfecta y a
menos que aclaremos lo contrario los llamaremos simplemente “juegos extensivos”.

Si el conjunto H es finito entonces el juego se dice finito. Si longitud maxima
de cualquier historial es finita entonces el juego tiene horizonte finito. Si h es una
historia de longitud k notamos (h,a) al historial de longitud k 4+ 1 que consiste de
h seguido de a.

Interpretaremos estos juegos de la siguiente manera: siempre que estemos en
un historial A que no sea terminal, el jugador J(h) elige una accién del conjunto

Ah)={a : (h,a) € H}.

El historial vacio, al cual nos referiremos como historial inicial, es el punto inicial
del juego. En este punto, y siguiendo la regla inicialmente mencionada, el jugador
J(2) elige una accién de A(@). Una vez que el primer jugador toma alguna accién
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a; de este conjunto, el jugador J(a;) elige una accién de A(a;) y esto determina el
siguiente jugador, y el juego contintia de esta manera. Si A(h) = @ entonces h es
un historial terminal, y viceversa. Es importante notar que no se puede tomar una
accion luego de un historial infinito, y por lo tanto un historial infinito es terminal.

En general, usamos arboles dirigidos para representar la forma extensiva de un
juego, asignando un nodo a cada historial, de modo que la raiz sea el comienzo y
las hojas los estados terminales. Una accién serd una arista entre dos nodos y los
historiales se corresponden a caminos entre los vértices del grafo. De hecho esta
representacion sugiere una definicién alternativa con dicho arbol como estructura
bésica, algo que puede encontrarse en la literatura frecuentemente, como en [8].

Una estrategia para un jugador en un juego extensivo sera una politica (o plan)
en la que esté establecido qué acciéon tomar para cualquier historial después del
cual sea su turno de jugar.

Definicién 2.2. Una estrategia para el jugador ¢ € N en un juego extensivo
con informacién perfecta (N, H, J,U;) es una funcién que asigna una accién a
perteneciente a A(h) para cada historial no terminal h € H \ Z tal que J(h) = 1.

Notemos que la nocién de estrategia para un jugador en el juego (N, H, J, U;)
depende tinicamente de la forma del juego (N, H, J).

Para cada perfil de estrategias e = (e;);en del juego (N, H, J, U;) definimos el
resultado R(e) de e como el historial terminal que resulta cuando cada jugador
i € N hace lo indicado por e;. Esto es, R(e) es el historial (ay,...,ax) € T tal que
para 0 < k < K se tiene ey, a.) (@1, - Q) = Qg1

Del mismo modo que en los juegos en forma estratégica, podemos definir una
estrategia mirta como una distribucién de probabilidad sobre el conjunto de es-
trategias (puras), aunque esta definicién cobra més sentido cuando se estudian
situaciones en las que los jugadores no estan perfectamente informados.

2.1.1. Equilibrio de Nash

El primer concepto de solucién que podemos definir para juegos extensivos
no tiene en consideracion la estructura secuencial del juego: se considera a las
estrategias como opciones que son tomadas al comienzo del juego por tnica vez y
hasta el final.

Definicién 2.3. Un equilibrio de Nash para un juego extensivo con informacion
perfecta (N, H, J, U;) es un perfil de estrategias e* tal que para todo jugador i € N/
tenemos

Ui(R(e*;,e)) > Us(R(e*,, €))
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para cualquier estrategia e; del jugador <.

De manera equivalente, podemos definir un equilibrio de Nash para un juego
extensivo I', como el equilibrio de Nash correspondiente al juego en forma normal
derivado de I" que se define de la siguiente manera:

Definicién 2.4. La forma estratégica (o normal) del un juego extensivo con infor-
macién perfecta I' = (N, H, J,U;) es el juego (N, X;, J;) donde para cada jugador
i € N, X; es el conjunto de estrategias del jugador i en T' y el pago de cada perfil
de acciones es el correspondiente al pago del historial terminal generado por ese
perfil de acciones en el juego extensivo.

De la definiciéon anterior podemos deducir que el conjunto de equilibrios de
Nash de un juego extensivo con informacion perfecta es el conjunto de Equilibrios
de Nash de su forma estratégica.

2.1.2. Equilibrios perfectos en subjuegos

La consideracion secuencial en la toma de decisiones por parte de los jugadores
podria conllevarnos a una situacién en la que incluso jugando un equilibrio de Nash
definido como recién, alguno de los jugadores encuentre una ganancia al cambiar de
accion. Es por eso que definiremos el concepto de equilibrio perfecto en subjuegos.
Comencemos por introducir los subjuegos.

Definicién 2.5. El subjuego del juego extensivo con informacion perfecta I' =
(N, H, J, U;) que sigue el historial h es el juego extensivo I'(h) = (N, H|p, J|n, Uiln),
donde H |, es el conjunto de secuencias h’ de acciones tales que (h,h') € H, J|, se
define como J|,(h') = J(h,h') para cada h' € H|,, y U;|, es la misma funcién de
pagos restringida a los historiales que comienzan con h.

Para la definicién de equilibrio que introduciremos ahora debemos asumir que
los jugadores son racionales, esto es, que la accién a tomar que indica la estrategia
de cada jugador debe ser Optima, dadas las estrategias de los demas jugadores,
después de cualquier historial. Dada una estrategia e; para el jugador ¢ y un his-
torial h en el juego extensivo I', notaremos ¢;], a la estrategia que inducida por e;
en el subjuego I'(h), es decir, e;|n(h') = e;(h, k') para cada b’ € H|j,. Usaremos R,
para referirnos a la funcién de resultado de T'(h).

Definicién 2.6. Un equilibrio perfecto en subjuegos para el juego extensivo con
informacién perfecta I' = (N, H, J,U;) es una estrategia e* tal que para todo
jugador i € Ny todo historial no terminal h € H \ T que cumplen J(h) = i se
tiene:

Ui(Ru(e*iln, €;1n)) = Us(Ru(e” 4|, €:))
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para cualquier estrategia e; del jugador i en el subjuego I'(h).

De manera equivalente, podemos definir un equilibrio perfecto en subjuegos
como una estrategia e* para la cual e*|, es un equilibrio de Nash en el subjuego
['(h) para todo historial A.

Para verificar que e* es una estrategia de equilibrio perfecto en subjuegos,
la definicién 2.6 nos indica que debemos chequear, para cada jugador 7 y cada
subjuego, que ninguna estrategia conduce a algin pago que el jugador i prefiera.

Ejemplo. Consideremos el siguiente juego extensivo para dos jugadores, N' =

{1,2}:

(3,1) (1,3) (2,1) (0,0)

Aqui, la raiz del arbol representa el historial vacio y como indica la etiqueta,
es el turno del Jugador 1, es decir, J(&) = 1. Este tendréd que decidir entre sus dos
posibles acciones: Izquierda (I) y Derecha (D). Esto lo notamos A(@) = {I, D}.
Los nodos en el segundo nivel representan el momento en que el Jugador 2 debe
tomar una decisiéon, J(I) = J(D) = 2, en ambos sus posibles acciones son las
mismas, A(I) = A(D) = {A, B}. Las cuatro hojas del drbol representan los histo-
riales terminales, donde ambos jugadores han tomado ya sus decisiones. Entonces
se reparten los pagos segun la dupla correspondiente al nodo, siendo la primer
coordenada el pago del Jugador 1 y la segunda del Jugador 2. De esta manera,
Ui((1,4)) = 3, Uz((1, A)) = 1, U1((I, B)) = 1, Us((1,B)) = 3, U1((D, A)) = 2,
Uy((D,A)) =1, Uy((D,B)) = 0, Us((D, B)) = 0, quedando los pagos del juego
definidos, y con ellos el juego en forma extensiva con todas sus componentes.

El perfil de estrategias e = (1, (B, B)) es decir, el Jugador 1 tomando la accién
I y el Jugador 2 eligiendo B independientemente de lo que elija el Jugador 1,
constituye un equilibrio de Nash, puesto que ningin Jugador se veria beneficiado
cambiando unilateralmente su estrategia. Sin embargo, si el Jugador 1 decidiera
jugar D entonces la estrategia del Jugador 2 no seria éptima, pues le convendria
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elegir A y obtener una utilidad de 1 en vez de 0. Estas situaciones son las que
justifican el uso de los equilibrios perfectos en subjuegos: la estrategia (B, B) para
el Jugador 2 no es 6ptima cuando nos restringimos al subjuego inducido por D, que
notamos I'(D). Con esto, el perfil de estrategias e* = (I, (B, A)), ademés de ser un
equilibrio de Nash, es un equilibrio perfecto en subjuegos para nuestro ejemplo.

El siguiente lema nos indica que en los casos en que el juego es de horizonte
finito podemos restringirnos a las estrategias alternativas que difieren de e en
las acciones que ésta indica despues de solo un historial. Especificamente, una
estrategia es un equilibrio perfecto en subjuegos si y sélo si para cada subjuego el
jugador que hace el primer movimiento no puede obtener un mejor pago cambiando
solo su accién inicial.

Notemos con /(I") a la longitud del historial mas corto para I', a quien nos
referiremos como la lognitud del juego T'.

Lema 2.7 (La propiedad del desvio tnico). Sea I' = (N, H, J,U;) un juego exten-
stwo de horizonte finito con informacion perfecta. La estrategia e* es un equilibrio
perfecto en subjuegos para I' si y sélo si para todo jugador i € Ny todo historial
h € H con J(h) =1 se tiene que

Ui(Bn(eZiln, €51n)) = Ui(Bn(eZiln, €:))

para toda estrategia e; del jugador i en el subjuego I'(h) que difiere de el solo en
la accion que esta indicada para continuar el juego después del historial inicial de

T(h).

Demostracion. Si e* es un equilibrio perfecto en subjuegos para I' entonces satis-
face la condicion. Para probar la vuelta, supongamos que e€* no es un equilibrio
perfecto en subjuegos y que el jugador i puede cambiar su estrategia unilateral-
mente para su beneficio en el subjuego I'(h'). Esto es que existe una estrategia
e; para el Jugador i en I'(R') para la cual e;(h) # (ef|n)(h) para un nimero de
historiales A menor o igual que la longitud de I'(h’). Como el horizonte de I" es
finito entonces este niimero también. De entre todos los desvios beneficiosos para
i en I'(R') elijamos aquella e; para la cual la cantidad de historiales h tales que
ei(h) # (ef|n)(h) sea minima. Sea ahora h* el historial de menor longitud de entre
todos los historiales h de I'(h') para el cual se cumple e;(h) # (ef|;/)(h). Entonces
el historial inicial de I'(h*) es el tnico historial en I'(h*) para el cual la accién indi-
cada por e; difiere de la indicada por ef|. Ademds, e;|p+ es un desvio beneficioso
en ['(h*) para i, pues de otro modo habria otro desvio en I'(h’) que difiere de €|,
después de un ntimero menor de historiales del que lo hace e;. Luego, e;|,« es un
desvio redituable para i en I'(h*) que difiere de e}|,- solo en la accién indicada
después del historial inicial de I'(h*). O

32



Emanuel Javier Ferreyra TESIS DE LICENCIATURA

Haremos ahora una prueba constructiva del Teorema de Kuhn sobre la exis-
tencia de equilibrios perfectos: para cada historial no terminal maximal del juego
elegimos una accién éptima para el jugador que tiene el turno de mover y reempla-
zamos estos historiales con otros terminales cuyos pagos son los resultantes cuando
se toma esa eleccién. Repetimos este procedimiento hacia atras, hasta el comienzo
del juego.

Teorema 2.8. Todo juego extensivo finito con informacion perfecta tiene un equi-
librio perfecto en subjuegos.

Demostracién. Sea I' = (N, H, J, (U;)) un juego extensivo finito con informacién
perfecta. Construiremos un equilibrio perfecto en subjuegos para I' haciendo in-
duccion en £(I'(h)) y simultdneamente definiremos una funcién r que asocie a cada
h € H con un historial terminal de manera que este historial sea el equilibrio
perfecto en subjuegos resultante para el subjuego I'(h).

Si ((I'(h)) = 0, es decir que h es terminal, definamos r(h) = h. Ahora su-
pongamos que 7 estd definida para todo h € H con ¢(I'(h)) < k y sea h* un
historial para el cual ¢(I'(h*)) = k + 1 y supongamos que J(h*) = i. Como
(T'(h*)) = k + 1 entonces ¢(I'(h*,a)) < k para cualquier accién a € A(h*). Defi-
namos e;(h*) de modo que maximice U;(r(h*,a)) sobre las acciones a € A(h*) y

definamos r(h*) = r(h*, e;(h*).

De esta manera, hemos definido inductivamente un perfil de estrategias e para
I que cumple que para cada subjuego el jugador que hace el primer movimiento lo
hace 6ptimamente, entonces por la propiedad del desvio tnico (Lema 2.7) e resulta
un equilibrio perfecto en subjuegos para I'. O

El procedimiento que hicimos en la demostracion se conoce como induccion
hacia atras y presenta el procedimiento habitual que se utiliza para resolver juegos
extensivos finitos cuando la informacién es perfecta. El inconveniente se da cuando
la longitud de los subjuegos excede la capacidad de computo, como por ejemplo
en el ajedrez, o cuando la informacién es imperfecta o incompleta porque esto
implica tomar decisiones a través de nodos en los que la informacién necesaria no
estd disponible [21].

2.2. Juegos de informacién imperfecta y el enfo-
que Bayesiano

En esta seccién trataremos juegos extensivos en los que los jugadores no cuentan
con toda la informacion que podrian desear tener, es decir, juegos de informacién
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imperfecta, para los cuales extenderemos la nociéon de equilibrio perfecto en sub-
juegos. En ese punto nos encontraremos con el concepto de equilibrio secuencial,
que analizaremos posteriormente en el caso particular de los juegos bayesianos.

La siguiente definicién generaliza la de un juego extensivo con informacion per-
fecta (2.1) permitiendo a los jugadores estar desinformados sobre eventos pasados
a la hora de tomar una decision. Esto nos permite también agregar a nuestro mo-
delo la posibilidad de que el azar influya en las acciones de los jugadores o en la
distribucién de distintos atributos que hagan a la estructura del juego, introducien-
do incertezas exdgenas que habra que analizar a la hora de encontrar estrategias
optimas.

Definicién 2.9. Un Juego extensivo (con informacion imperfecta) consta de las
siguientes componentes:

= Un conjunto NV (el conjunto de jugadores).
» Un conjunto de secuencias H (finito o no) que satisface:

e La secuencia vacia @ pertenece a H.

o Si (ag)k=1..x € H (donde K podria ser infinito) y L < K entonces
(ak)k=1,...,L € H.

e Si (ag)g2, cumple que (ag)g=1..r € H para todo entero positivo L
entonces (a;)p2, € H.

Cada elemento de H es un historial; cada componente de un historial es una
accion tomada por un jugador. Un historial (ax)r=1.. x € H es terminal si
es infinito o si no existe ax; tal que (ag)g=1,. x+1 € H. Denotaremos T al
conjunto de historiales terminales. El conjunto de acciones disponibles luego
del historial no terminal h serd notado A(h) = {a: (h,a) € H}.

» Una funcidn jugador J : H\ T — N que indica el jugador J(h) que debe
tomar una accion a continuacion dado que se sucedié el historial no terminal

h.

» Una funcién f. que se asocia cada historial h tal que J(h) = ¢ con una
medida de probabilidad f.(-|h) sobre A(h), donde cada una de esas medidas
es independiente de las demads. (f.(a|h) sera la probabilidad de que ocurra a
luego del historial h.)

» Para cada jugador i € N una particién Z; del conjunto {h € H : J(h) = i}
con la propiedad de que A(h) = A(h') siempre que h y h' forman parte
del mismo miembro de la particién. Para cada I; € Z; notaremos con A([;)
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al conjunto A(h) y con J(I;) al jugador J(h) para cualquier h € I;. (Z; es
la particion de la informacion correspondiente al jugador ¢, y un conjunto
I; € Z; es un conjunto de informacién del jugador 7)

» Una funcién de pagos U; : T'— R para cada i € N que indica la utilidad del
jugador ¢ para cada historial terminal.

Nos referiremos a la tupla (N, H, J, f., (Z;)ien) (excluyendo los pagos del juego)
cuyas componentes satisfacen estas condiciones como un juego en forma extensiva
(o la forma extensiva de un juego).

Interpretaremos los historiales de cualquier miembro de Z; como indistinguibles
para el jugador 7. De esta manera, el juego modela la situacion en la que luego de
cada historial h € I; € Z; el jugador i es conciente de que ocurrié algin historial
en I; pero no sabe que éste es precisamente el historial h. La condicién de que
A(h) = A(K') cuando h y b’ estan en el mismo miembro de Z; captura la idea de
que si fueran distintos entonces el jugador ¢ podria deducir, cuando se encuentra
con A(h), que el historial no fué h’, contradiciendo nuestra interpretacién de Z;.
Las particiones del conjunto de informacién de los jugadores son una pata im-
portante del modelo: un jugador distingue historiales en diferentes elementos de
su particion sin que las acciones que observa le produzcan distorsiones. Mientras
transcurre el juego, cada participante puede hacer conjeturas a partir del com-
portamiento de sus oponentes, y de esta manera inferir informacion que refine su
conjunto.

Definicién 2.10. Una estrategia pura del jugador ¢ € N en un juego extensi-
vo (N, H,J, fe, (Z:), (U;)) es una funcion que asigna una accién de A(I;) a cada
conjunto de informacion I; € Z;.

Como en los juegos extensivos con informacion perfecta, podemos asociar a
cada juego extensivo un juego en forma estratégica, ver 2.4.

La forma en que modelamos un juego extensivo nos permite considerar una
gran variedad de situaciones y entornos de informacién. En particular, podriamos
capturar la situacién (que no estudiaremos en esta tesis) en la que un jugador
pierda informacién que tenia antes, como si olvidase lo que jugd en el pasado. Es
por eso que nos referiremos a juegos en los que en cualquier momento cada jugador
recuerda todo lo que sabia como juegos con memoria perfecta.

2.2.1. Estrategias mixtas y conductuales

En 2.10 definimos estrategias puras para un juego extensivo. Hay dos maneras
de modelar la posibilidad de que las acciones de un jugador dependan de factores
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aleatorios:

Definicién 2.11. Una estrategia mizta para el jugador ¢ en el juego extensivo
I' = (N,H, J, f,(Z;), (U;)) es una medida de probabilidad sobre el conjunto de
estrategias puras del jugador i. Una estrategia conductual para el jugador v es
una coleccion (5;(1;)) ez, de medidas de probabilidad independientes, donde 5;(1;)
tiene soporte en A(I;).

Dados un historial h € I; € Z; y una accién a € A(h) notaremos 5;(h)(a) a la
probabilidad f;(1;)(a) asignada por §;(I;) a la accién a.

De esta manera, la definicion de estrategia mixta es equivalente a la que de-
finimos anteriormente para juegos estratégicos. Sin embargo, una estrategia con-
ductual especifica una medida de probabilidad sobre las acciones disponibles para
el jugador 7 en cada uno de sus conjuntos de informacién. Asi, el jugador puede
variar su comportamiento de dos formas: jugando aleatoriamente alguna de sus
estrategias puras, o planeando de manera mas general una decision estocastica en
cada uno de los puntos en los que tenga que tomar una accion.

Para cualquier perfil e = (e;);en de estrategias mixtas o conductuales de un
juego extensivo, podemos definir el resultado R(e) de e como la distribucién de
probabilidades sobre los historiales terminales que resulta cuando cada jugador ¢
sigue las instrucciones estipuladas por e;. Para un juego finito podemos formular
una definicién precisa como sigue.

Dado un historial A = (aq,...,a;) definamos una estrategia e; para el juga-
dor i como consistente con h si para cada subhistorial (ay,...,a;) de h tal que
J(ay,...,a;) = i se tiene que e;(ay, ..., a;) = a;41. Sea m;(h) la suma de las probabi-
lidades correspondientes a e; de todas las estrategias puras para el jugador i que
son consistentes con h. Si h es un historial en el que el jugador ¢ no toma ninguna
accién entonces m;(h) = 1. Luego, para cada perfil e de estrategias mixtas la pro-
babiliadad que R(e) asigna a cada historial no terminal /2 es [[;c sy mi(R). Si B es
un perfil de estrategias conductuales entonces la probabilidad que R(/3) asigna al
historial terminal h = (aq, ..., ax) es HkK:_O1 Biar,...ar) (@15 - ag)(ars1) donde para

= 0 el historial (ay, ..., ax) es el historial inicial.

Dos estrategias (mixtas o conductuales) se dicen equivalentes en resultado si pa-
ra cualquier coleccion de estrategias puras de los demads jugadores, ambas inducen
el mismo resultado. Entonces:

Proposicion 2.12. Para cualquier estrategia mixta de un juego extensivo finito
con memoria perfecta existe una estrategia conductual equivalente en resultado.

Demostracion. Sea e; una estrategia mixta del Jugador ¢. Como recién, para cada
historial h sea m;(h) la suma de las probabilidades establecidas por e; de todas las
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estrategias puras para el jugador i que son consistentes con h. Sean h y h' dos
historiales en el mismo conjunto de informacién I; del Jugador ¢, y sea a € A(h).
Como el juego tiene memoria perfecta, los conjuntos de acciones de i en h y A/
son los mismos y por lo tanto m;(h) = m;(h'). Més ain, m;(h,a) = m; (', a), pues
para cualquier estrategia pura del Jugador i la acciéon a es tomada después de que
transcurrié h si y sélo si es tomada después de h'. Con esto, podemos definir una
estrategia conductual ; para el Jugador i mediante 3;([;)(a) = m;(h,a)/m;(h) para
todo h € I; que cumpla m;(h) > 0y asf >, 4 Bi(Li)(a) = 1. La definicién de
Bi(1;)(a) cuando m;(h) = 0 es irrelevante.

Veamos que asi definida, 3; es equivalente en resultado a e;. Sean n_; una
coleccién de estrategias puras para los demas jugadores y h € T un historial
terminal. Si h incluye movimientos inconsistentes con 7_; entonces la probabilidad
de h es cero tanto para e; como para ;. Supongamos entonces que todos los
movimientos de los jugadores (distintos de ¢) en h son consistentes con n_;. Si h
incluye una accién después de algtin subhistorial A’ € I; de h que es inconsistente
con e; entonces (;(I;) asigna probabilidad positiva a esa accién, y por lo tanto la
probabilidad para [3; de h es cero. Por tltimo, si h es consistente con e; entonces
mi(h') > 0 para cualquier subistorial &’ de h y la probailidad que tiene h de acuerdo
con f3; es el producto de todas las m;(h',a)/m;(h') sobre todos los (h',a) que son
subistoriales de h, y este producto es exactamente 7;(h), la probabilidad de tiene
h segun e;. O

2.2.2. Estrategias y Creencias

Recordemos que un equilibrio perfecto en subjuegos para un juego extensivo
con informacién perfecta es un perfil de estrategias en el que la estrategia de cada
jugador es 6ptima (dadas las estrategias de los deméas jugadores) para cualquier
historial en el que dicho jugador sea el préximo que debe tomar una accién, ocurra
o no dicho historial mientras que los jugadores sigan la receta indicada por dicho
perfil. Podemos aplicar naturalmente esta idea en juegos extensivos con informa-
cién imperfecta buscando la estrategia éptima dentro de cada uno de los conjuntos
de informacién de los jugadores.

A diferencia de las soluciones que estudiamos anteriormente, que eran equi-
librios formados unicamente por el perfil de estrategias, nos enfocaremos en un
concepto de solucién con dos componentes: los equilibrios secuenciales que intro-
duciremos consistirdn de un perfil de estrategias y de un sistema de creencias,
que especificara, para cada conjunto de informacion, las suposiciones que hacen
los jugadores que tienen que tomar una accién sobre ese conjunto de informacién
acerca del historial que ocurrié. Uno de estos pares sera llamado una evaluacion, y
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el sistema de creencias serd una colecciéon de medidas de probabiliadad, una para
cada conjunto de informacion. Notemos que la nocién de evaluacion coincide con
la de perfil de estrategias para un juego con informacién perfecta, dado que en un
juego de ese tipo los conjuntos de informacién constan de un tnico elemento y por
lo tanto hay un tnico sistema de creencias posible.

Para definir los equilibrios perfectos en subjuegos pedimos que la estrategia
de cada jugador fuera o6ptima para el subjuego generado por cualquier historial,
la hipdtesis que tendremos que considerar ahora es la de racionalidad secuencial:
para cada conjunto de informacién de cada jugador i, su estrategia (conductual)
indicard una respuesta éptima a las estrategias de los demas jugadores, dadas las
creencias del jugador ¢ sobre ese conjunto de informacion.

Hasta ahora no hemos impuesto ninguna restriccion sobre las creencias de los
jugadores. Incluiremos aqui las consideradas en [20] aunque es posible encontrar
gran variedad en la literatura.

= (Consistencia con las estrategias  Debemos pedir que el sistema de creen-
cias sea consistente con el perfil de estrategias en el sentido de que para
cualquier conjunto de informacion consistente con las estrategias de los ju-
gadores, la creencia acerca del historial que ocurrié debe poder deducirse de
las estrategias usando reglas bayesianas.

» Consistencia estructural — Incluso aunque un conjunto de informacién no
sea alcanzado, si todos los jugadores adhieren a sus estrategias, requeriremos
que las creencias de los jugadores se deduzcan de algun perfil de estrategias
(alternativo) utilizando reglas bayesianas. (Nos referimos a esta condicién
como estructural pues no depende de los pagos de los jugadores ni de la
estrategia de equilibrio)

= Creencias comunes  En general, cuando nos referimos a soluciones teéri-
cas de juegos debemos incluir cualquier asimetria en la descripcion del juego:
asumimos que los jugadores analizan la situacién del mismo modo. En el con-
texto del equilibrio perfecto en subjuegos esto nos conduce a requerir que las
creencias de los jugadores sobre los planes del jugador 7 en caso de que ocurra
un evento inesperado sean las mismas. En el contexto en que nos encontra-
mos ahora esto se traduce en asumir que todos los jugadores comparten la
misma creencia acerca de la causa de cualquier evento inesperado.

2.2.3. Equilibrio secuencial

Definicién 2.13. Una evaluacidn en un juego extensivo es un par (3, u), con S un
perfil de estrategias conductuales y p una funciéon que asigna a cada conjunto de
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informacion una medida de probabilidad sobre el conjunto de historiales en dicho
conjunto de informacion.

Sea (3, ) una evaluacién en I' = (N, H, J, fe, (Z;), (U;)). Llamaremos a p un
sistema de creencias e interpretaremos que p(I)(h) es la probabilidad que el juga-
dor J(I) asigna al historial h € I, condicional a que ocurrié I.

Diremos que una evaluacién es secuencialmente racional si para cada ¢ € N
y para cada conjunto de informacién I; € Z; la estrategia del jugador ¢ es la
mejor respuesta a las estrategias de los otros jugadores dada la creencia de 7 en I;.
Para formalizar esto ultimo definamos el resultado R(f3, u|l) de (B, 1) condicional
a I como la distribucién sobre los historiales terminales determinada por vy u
condicional a que ocurra I, de la siguiente manera: Sea h* = (ay, ..., ax ) un historial
terminal y sea h = (aq,...,ar) € I para algin L < K. Entonces:

» R(B,pu|I)(h*) = 0 si no hay ningin subhistorial de A* en 1.
= R(ﬁa M|I><h*) = :u([>(h) ' H?:_LI ﬁJ(al,...,ak)(ab sy ak)<ak+1)-

Si I es el conjunto de informacién consistente del historial inicial entonces R(8, u|I)
es simplemente el resultado R(() definido en la seccién anterior.

Definicién 2.14. Sea ' = (N, H, J, f., (Z;), (U;)) un juego extensivo con memoria
perfecta. Diremos que la evaluacién (5, 1) es secuencialmente racional si para cada
jugador i € Ny cada conjunto de informacién I; € Z; se tene que

U(R(B, 1)) = U(R(B-i, B), pl13))
para toda estrategia S del jugador i.

Definicién 2.15. Sea I' = (N, H, J, f.,(Z;),(U;)) un juego extensivo con me-
moria perfecta. Una evaluacién (3, ) se dice consistente si existe una sucesién
((Bn, 1n))52, de evaluaciones que convergen a (3, i) en el espacio euclideo y con
las propiedades de que cada perfil de estrategias " es completamente mixto y
cada sistema de creencias p,, se deduce de 8" usando reglas de Bayes.

El fundamento principal para considerar la consistencia como hipdtesis es que
la probabilidad condicionada a eventos de probabilidad cero debe aproximar a las
probabilidades que se derivan de estrategias completamente mixtas, es decir, que
asignan probabilidad positiva a todas las acciones. En [16] podemos encontrar los
tecnicismos detras de la definicion.

Definicién 2.16. Una evaluacién sera un equilibrio secuencial de un juego exten-
sivo finito con memoria perfecta si es secuencialmente racional y consistente.
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Observacién 6. Si (5, u) es un equilibrio secuencial entonces 3 es un equilibrio
de Nash. M4s atin, en un juego extensivo con informacién perfecta (3, ) es un
equilibrio secuencial si y sé6lo si 5 es un equilibrio perfecto en subjuegos.

Definicién 2.17. Un sistema de creencias p para un juego extensivo con memoria
perfecta se dice estructuralmente consistente si para cada conjunto de informa-
cién I existe un perfil de estrategias § tal que I tiene probabiliad positiva de ser
alcanzado para 5y u(l) se deduce de § via inferencia bayesiana.

Ejemplo. Consideremos el siguiente juego extensivo con informacién imper-
fecta:

J1

(3,1) (0,2) (0,2) (1,1)

Analicemos los equilibrios de este ejemplo. El conjunto de informacién del Ju-
gador 1 es simplemente el nodo raiz, y el del Jugador 2 es el conjunto I, = {M, D}.
Es sobre estos conjuntos que debemos indicar las creencias de los Jugadores, aun-
que en este ejemplo esto resulta no trivial sélo para Is.

Es fécil ver que (I, d) es un Equilibrio de Nash. Pero sucede que si el Jugador
1 elige I entonces el conjunto de informacion del Jugador 2 no es alcanzado. Es
de esta manera que notamos la importancia de las estrategias conductuales, en las
que debemos indicar la accién 6ptima incluso cuando el conjunto de informacion
no sea alcanzado si el Jugador 1 sigue lo indicado. Para esto debemos analizar el
conjunto de creencias (del Jugador 2) sobre cémo fué alcanzado este conjunto.

Asi, la accién d es 6ptima si le asignamos probabilidad de al menos 1/2 a M,y
si la probabilidad p(I3)(M) < 1/2 entonces la accién 6ptima del Jugador 2 serd i.

La evaluacion (5, u) en la que Bi(I) = 1, B2(d) = 1, y u(ly)(M) = « para
cualquier a € [0, 1] es consistente por ser el limite con ¢ tendiendo a cero de la
sucesion de evaluaciones (5%, uf), donde 55 = (1 — ¢, ae, (1 — a)e), f5 = (&,1 — ¢)
y uf(I2)(M) = « para todo €. Si @ > 1/2 entonces la evaluacién es ademés
secuencialmente racional, por lo tanto se trata de un equilibrio secuencial.
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2.2.4. Juegos Bayesianos

Concluiremos analizando los juegos extensivos Bayasianos, donde podremos
definir un equilibrio muy similar al secuencial aunque un poco mas simple. En
este tipo de juegos forma parte del conocimiento de los jugadores la secuencia de
acciones que fueron tomadas; la tnica incerteza se representa en un movimiento
inicial en el que los jugadores reciben una distribucién de probabilidades sobre
la informacién relevante de sus pagos personales. Esto ademads se considera de
manera tal que la informacién que recibe cada jugador no revela ningtin otro tipo
de informacién acerca de ningun otro jugador. Diremos que este movimiento inicial
asigna un tipo a cada jugador, y diremos que el jugador ¢ que recibe la informacién
6; es de tipo 6;.

Definiciéon 2.18. Un juego extensivo Bayesiano estd compuesto por una tupla
(I, (©y), (m), (U;)) donde:

I'= (N, H,J) es un juego extensivo con informacién perfecta
y para cada jugador i € N:

= O, es un conjunto finito (el conjunto de todos los posibles tipos del jugador
i) y notamos © = [[,.\, ©;

» 7; es una medida de probabilidad sobre ©; para la cual m;(0;) > 0 para
todo 0; € ©;, y las medidas m; son estocdsticamente independientes (m;(6;)
representa la probabilidad de que el jugador ¢ sea seleccionado para ser de
tipo 6;)

s U;: © xT — R es una funcién de utilidad de von Neumann-Morgenstern
[28] (U;(0, h) sera el pago para el jugador i cuando es de tipo 6 y la historia
terminal de " es h).

Este modelo representa una situacién en la que “la naturaleza”, mediante el
azar, decide el tipo de cada jugador, pero estos son plenamente concientes, durante
el transcurso del juego, de todos los movimientos y decisiones tomadas anterior-
mente. Podemos asociar a cualquiera de estos juegos un juego extensivo en el
que el conjunto de historiales es {@} U (© x H) y cada conjunto de informacién
I(0;,h) = {((6;,0",),h) : 0, € ©_;} parai € J(h) y 6; € ©; (es decir que la
cantidad de historias en el conjunto de informacion se corresponde con la cantidad
de miembros en ©_;).

Basandonos en los conceptos de equilibrio que definimos en ésta seccién, nuestro
candidato a solucién éptima seria el par

((ed), (1)) = ((€i(0:))ieng,cois (1i(R))ienr nemT)
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, donde cada e;(6;) es una estrategia conductual para el jugador i en I" (la estrategia
usada por el jugador i cuando es de tipo 6;) y cada u;(h) es una medida de pro-
babilidad en €; (esto serfa la creencia comun, después del historial h, de todos los
jugadores que son del mismo tipo que el jugador 7). Este par estd muy relacionado
con lo que definimos anteriormente como una evaluacién. El perfil (e;) presenta
una reformulacion equivalente de la informacién como un perfil de estrategias con-
ductuales en el juego extensivo asociado, y el perfil (i;) resume las creencias de los
jugadores y estd adaptada a la suposicién de que cada jugador estd perfectamente
informado acerca de los movimientos anteriores de los demas jugadores y la tnica
incerteza que puede tener es sobre el tipo de los demas jugadores.

Sea e un perfil de estrategias conductuales para I'. Sea Rj,(e) la medida sobre
el conjunto de historiales terminales de I'" generadas por e dado que ocurrié el
historial h. Definamos R(e_;, e;, i—;|h) como la medida de probabilidad sobre el
conjunto de historiales terminales dado que el jugador ¢ usa la estrategia e;, cada
jugador j de tipo 6; usa la estrategia e;(6;), el juego se encuentra en el historial h y
la probabilidad que 7 le asigna a 6_; se deduce de p_;(h). Esto es, R(e_;, e;, u—i|h)
es la componente de la loteria en la que la probabilidad de obtener la loteria
Ru((ej(05))jemtiys 5i) € [Lenn iy #i(h)(6;) para cada 6_; € ©_;.

Definicién 2.19. Sea (I, (©;), (m;), (U;)) un juego Bayesiano extensivo, con I' =
(N, H,J). Bl par (), (1) = (((6))ienancon. (:(h) e nema), donde ei(6)
es una estrategia conductual para el jugador i en I' y p;(h) es una medida de
probabilidad sobre el conjunto de tipos ©;, es un equilibrio Bayesiano perfecto del
juego si cumple con las siguientes condiciones:

» Racionalidad secuencial — Para todo historial no terminal h € H\T, todo ju-
gador i € J(h),y todo 8; € ©; la medida de probabilidad R(e_;, e;(6;), 1_;|h)
es tan buena para el tipo 6; como lo es R(e;, e;, u_;|h) sea cual sea la estrate-
gia e; del jugador i. Esto es que la estrategia e;(6;) para cada tipo y jugador
sea Optima despues de cualquier secuencia de eventos.

» Creencias iniciales bien definidas — 11;(@) = m; para todo i € N. Es decir que
las creencias iniciales de los otros jugadores acerca del tipo de cada jugador
1 venga dada por la loteria inicial.

» Creencias determinadas por las acciones Sii & J(h)y a € A(h) entonces
pi(h,a) = pi(h); sii € J(h), a,a’ € A(h), y a; = a, entonces p;(h,a) =
wi(h,a'). Esta condicién indica que si el jugador ¢ no tiene que mover entonces
la accién que se tome no afecta las creencias de los demas jugadores sobre su
tipo, y que si ¢ es uno de los que mueve a continuacién enonces las creencias
de los demads jugadores acerca de su tipo se basan tnicamente en lo que
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éste haga y no de las acciones de los demas jugadores, algo coherente con la
independecia entre las estrategias de los jugadores.

» Actualizacion bayesiana  Sii € J(h) y a; pertenece al soporte de e;(6;)(h)
para algun 6; en el soporte de p;(h) entonces para cada @] € ©; se tiene que
wi(h,a)(0:) se deduce aplicando Bayes, es decir:

el a) - p()(E)
ik )0) = o= e G a) - () (B

Esto podria contradecir las creencias anteriores de los demas jugadores acerca
del tipo de 7, implicando una actualizacién en sus conjeturas: ésta es la base
de una futura actualizacion Bayesiana en el transcurso del juego si ocurre
otro conflicto con la estrategia e.

La siguiente proposicion indica que un equilibrio secuencial para el juego ex-
tensivo asociado al juego Bayesiano finito es equivalente a un equilibrio Bayesiano
perfecto en el juego extensivo bayesiano, en el sentido de que induce las mismas
creencias y conductas. Una demostracién detallada puede encontrarse en [10], don-
de se explicita cémo construir las creencias comunes inciales a partir del sistema
de creencias del equilibrio secuencial.

Proposicidén 2.20. Sea (3, 1) un equilibrio secuencial del juego extensivo asiocia-
do al juego finito Bayesiano (N, H,J), (0;), (m;), (U;)). Para cada h € H, i € J(h)
y 0; € O, sea e;(0;)(h) = Bi(1(0;,h)). Entonces existe una familia (f1;(h))ien hen
de medidas de probabilidad sobre ©; tal que

(1 m)E.n) = [ wm)e,) voco hed
JeEN\{i}

y tal que ((e;), (1)) es un equilibrio Bayesiano perfecto del juego extensivo Baye-
s1ano.
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Capitulo 3

Las ventajas de ser el lider

3.1. ;Extensivo o estratégico?

Recordemos que nuestro objetivo es resolver juegos Stackelberg, es decir, una
situacién de liderazgo en la que un jugador va a anunciar su estrategia, informando
al seguidor antes que elija su accion 6ptima. Podemos pensar que aqui el seguidor
se encuentra con conjuntos de informacién consistentes de un tnico elemento, ple-
namente consciente de la posicién del juego extensivo en la que se encuentra. Aun
asi, el juego puede presentar incertidumbres para el lider sobre sus posibles adver-
sarios, el caso de los juegos Bayesianos. Al mismo tiempo, en el primer capitulo
obtuvimos un algoritmo que computaba una estrategia 6ptima para el lider siempre
que esta existiera, o levemente subdptima cuando no.

En principio, el marco tedrico de la forma normal es suficiente para definir so-
luciones que satisfagan nuestros requerimientos finales para juegos de informacién
perfecta, pero introdujimos la forma extensiva por tres razones. Primero, es impor-
tante identificar las estructuras sobre las que se definen los subjuegos de la forma
extensiva, que no pueden visualizarse en la forma normal. Segundo, nos interesa
tedricamente el equilibrio perfecto en subjuegos, un concepto que no se puede de-
finir satisfactoriamente en el marco estructural simple de la forma estratégica. Y
tercero, es sobre ésta estructura secuencial sobre la que se desarrolla exitosamen-
te la teoria de juegos con informacién imperfecta en general, y en particular el
enfoque bayesiano y su respectiva solucion.

En la seccion 1.4 definimos el concepto de equilibrio Stackelberg en estrategias
mixtas (Definiciéon 1.17) y lo hicimos tomando una actitud pesimista, es decir,
asumimos que en caso de que el seguidor fuera indiferente entre dos estrategias
optaria por la que significara menor utilidad para el lider. Esta definicion es cohe-
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rente con la actitud conservadora que podemos presuponer que toma en la realidad
la empresa que actia en el rol de lider para un modelo econémico o una fuerza de
seguridad en el caso que pretendemos modelar. Adn asi, nos encontramos con el
gran inconveniente tedrico de la posible no existencia de una solucién 6ptima en
estrategias mixtas para el lider, como ejemplificamos al final de la secciéon men-
cionada, dado que la utilidad del lider como funcién del compromiso que toma a
jugar cierta estrategia resulta en general discontinua. Mostraremos en el teorema
7 que el pago resultante para el lider se corresponde con un equilibrio perfecto
en subjuegos del juego secuencial que definimos en el segundo capitulo. La tnica
diferencia es que los seguidores no actuan (ni pueden hacerlo) de acuerdo a esta
actitud pesimista, en cuyo caso el lider podria anunciar una estrategia cercana,
levemente subdptima.

Observacién 7. Dado un juego extensivo con informacion perfecta, algunos (pero
no todos) los equilibrios perfectos en subjuegos del Juego jerdrquico (Stackelberg)
corresponden a soluciones del problema de maximizacién:

max U (p,q) sujeto a que g € arg max Us(p, ¢').
o 1(p, @) suj que ¢ € argméx Uz(p, ¢)

Si ademds, los conjuntos de estrategias P y Q son compactos y la funciones de
pagos U; y U, son continuas, este problema tiene solucion, como argumentamos
en el primer capitulo. [20]

Estamos diciendo que, si asumimos que el seguidor optara por la estrategia
que beneficie al lider, entonces siempre existird una estrategia mixta éptima para
el lider, y ésta se correspondera con un equilibrio perfecto en subjuegos para la
representacion del juego en forma extensiva. En juegos genéricos de dos jugadores,
el pago para el lider es tinico y es como minimo el pago del equilibrio de Nash.
Esto se debe al hecho de que las respuestas éptimas del seguidor son unicas en casi
todo punto, relativamente al conjunto de todas las estrategias mixtas del lider. En
la préxima seccién veremos que es posible que el lider induzca al seguidor a jugar
la estrategia que lo beneficie tomando una estrategia arbitrariamente cercana al
equilibrio.

Dicho esto, podremos referirnos a la estrategia optima del lider y al equilibrio
de Stackelberg fuerte (como lo llama en su trabajo [4]) , que dependiendo de la
situacion en la que nos encontremos se correspondera con alguno de los equili-
brios perfectos en subjuegos (o equilibrios perfectos Bayesianos dependiendo del
contexto).

Los problemas que intentaremos modelar y resolver en ésta tesis tienen poca
dificultad tedrica, serdn juegos finitos (a veces bayesianos) de dos jugadores, y
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consideraremos una distribucién inicial sobre los distintos tipos de seguidores para
indicar distintas matrices de pagos, buscando la estrategia mixta éptima.

3.2. Estrategias inducibles

Es interesante notar que, en el juego jerarquico, el lider puede hacer uso de su
rol en su beneficio: “commitment power”, el poder de anunciar un compromiso a
jugar una estrategia. Las ventajas frente a jugar el juego simultaneo, decidiendo
al mismo tiempo que su adversario, son el resultado planteado en [30] al que
llegaremos en esta seccién: lo peor que puede pasar es que estemos jugando un
equilibrio de Nash.

Consideremos un juego bimatricial con matrices de pago A y B para el jugador
1 y el 2 respectivamente, que intentaran maximizar. Para referirnos a ellas de
manera mas comoda numeraremos las estrategias puras de ambos jugadores, X =
{1,..,z,..,n} Y ={1,..y,...m}.

De esta manera, cuando hablemos de la columna de A (o de B) correspondiente
a la estrategia y del seguidor escribiremos Ay (o By) y pensaremos que y es el
vector canonico e,. Los vectores de estrategias mixtas serdn p y ¢ como antes, e
indicaremos p, a la probabilidad de que p le asigna a x, andlogamente g,.

Definicién 3.1. Una estrategia (pura) y € Y de J2 se dice inducible si es la tinica
respuesta Optima para alguna estrategia p € P de J1, es decir, Ra(p) = {y}.

Para cada y € Y consideremos el conjunto de respuesta éptima R;(y) C P
que consta de aquellas estrategias p del Jugador 1 para las cuales y es la respuesta
6ptima del Jugador 2. Denotemos a(y) el pago maximal al que puede aspirar J1
cuando elige alguna p de R;(y):

a(y) = max{pAy : p € Ri(y)}. (3.1)

El siguiente lema nos dice que si la estrategia es inducible entonces cualquier pago
para el lider es al menos este valor en un equilibrio.

Lema 3.2. Siy es una estrategia inducible, entonces el pago del lider en cualquier
equilibrio Stackelberg serd al menos a(y) como lo definimos en (3.1).

Demostracion. Consideremos un par de estrategias (x,y) que constituyan un equi-
librio Stackleberg. Supongamos que el maximo a(y) de 3.1 se alcanza en x € Ry(y),
es decir, a(y) = xAy. Por otro lado, sea 2’ € R;(y) una estrategia para la cual y
es la lnica respuesta 6ptima de J2 que existe por ser y inducible. Tenemos que
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2'By > 2'By’ para toda 3/ € Y distinta de y. M&s ain, xBy > x By para toda
Yy €Y pues x € Ri(y). Luego y es también la unica respuesta éptima a cualquier
combinacién convexa x(e) = (1 — )z + ea/, para todo € € (0, 1], pues Ry(y) es
convexo y la funcion de pagos es lineal. Por estar hablando de un equilibrio que es
perfecto en subjuegos, la respuesta éptima del seguidor a z(e) es también y. El pa-
go para el lider cuando juega x () se calcula entonces como (1 —¢)xrAy+ex’ Ay que
estd arbitrariamente cerca de a(y) si tomamos ¢ suficientemente pequeno. Luego,
si la respuesta de J2 en el camino al equilibrio (es decir, en busca de un equilibrio
con la nueva estrategia anunciada por el lider) le deja a J1 un pago menor que
a(y), entonces podria cambiar su estrategia x por x(¢) para un € pequeno y obte-
ner asi un beneficio, contradiciendo la propiedad de equilibrio. Luego el pago del
lider en el equilibrio Stackelberg es al menos a(y). ]

El Lema nos provee de procedimiento directo para calcular el equilibrio Stackel-
berg en el caso en que todas las estrategias de J2 son inducibles: Tomamos y € Y
tal que a(y) sea maximal, y supongamos que el lider anuncia que jugard = € R;(y)
de modo que se alcance a(y), es decir, zAy es maximal. Entonces el seguidor res-
ponde de manera que J1 reciba en efecto dicho pago.

La prueba del lema explica la ventaja que tiene el lider, el jugador con la
posibilidad de anunciar su estrategia. Tenemos que cualquier z tal que a(y) = zAy
es un punto extremo de R;(y), pues x maximiza una funcién lineal en el poliedro
Ri(y), y generalmente x pertenece a varias regiones Ry (y’). En ese caso, el seguidor
es indiferente entre varias respuestas éptimas, pero nunca elige la que es favorable
para el lider, dado que en otro caso éste induciria al seguidor a jugar lo que
le conviene intercambiando x por z(e) y convirtiendo a y en la unica respuesta
racional.

Teorema 3.3. Supongamos que toda estrategia y € Y es inducible. Entonces el
pago del lider estd determinado por

L = méixa(y) = mdx mix zA 3.2
na (y) ndx max zAy (3.2)

Mas aun, ningun equilibrio de Nash conlleva a un mejor pago para el lider.

Demostracion. El Jugador 1 no puede obtener un pago mayor que L pues el Ju-
gador 2 siempre elige una respuesta 6ptima a la anunciada por él. Por otro lado,
si el Jugador 1 obtendréd L jugando la estrategia = que realiza el méximo en (3.2),
de acuerdo con el Lema 3.2.

Supongamos ahora que (p,q) es una estrategia que estd en equilibrio de Nash
para el juego simultaneo. Entonces cualquier estrategia pura que tenga asignada
probabilidad positiva en g debe formar parte del conjunto de respuesta racional de
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x, o dicho de otro modo, si ¢, > 0 entonces p € Ry (y). Luego tenemos que para el
pago Nash sucede:

ZQ?A)QZ/ - Z (pA)gy < Za(y>Qy <méaxa(y) =L

yey
yey yEKQy >0 yey

O

El problema serd entonces cuando el seguidor tenga estrategias que no son
inducibles. Esto indicara que existen otras estrategias que son equivalentes en
resultado o que estan débilmente dominadas por alguna estrategia diferente ¢,
ya sea pura o mixta, de manera que By < Bq. Entonces siempre que y sea la
respuesta éptima a algin p € P, también lo sera ¢ y todas aquellas estrategias
puras indicadas por ¢ con probabilidad positiva. Para comprender esta situacion
es que tenemos el siguiente lema:

Lema 3.4. Una estrategia y es no inducible si y solo si By < Bq para algin q € Q
con q, = 0.

Demostracion. Si el pago obtenido por el seguidor al jugar y es equivalente al
de jugar ¢ o esta débilmente dominado, entonces ¢ también serd una respuesta
6ptima cuando y lo sea y por lo tanto no se cumple la unicidad en la definicion de
estrategia inducible.

Para probar la ida, supongamos que no existe ¢ € Q tal que ¢, = 0y By < Bg.
Entonces podemos encontrar una estrategia p € P tal que y sea la tinica respuesta
optima de J2 mediante el teorema de dualidad para problemas de programacion
lineal, concluyendo que y es inducible. Consideremos el siguiente problema primal:

max u
u,q
s.a. — Z Bkq, + 1u < —By
key\{y}
> w=1
key\{y}

@ = 0,Vk € Y\ {y}

El problema primal es factible, con cualquier ¢ € Q tal que ¢, = 0 y u suficiente-
mente negativo. El valor éptimo u* serd negativo, pues de otra manera tendriamos
que By < Bq contradiciendo nuestra hipdtesis inicial.

El problema dual consta de hallar un vector no negativo p = (p1,...,p,) y un
valor ¢t de manera que —pBy + t sea minimo, sujeto a que p; + ... + p, = 1. Dicho
de otro modo, p € P tal que —pBk +t > 0 para todo k # y.
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Por teorema de dualidad [6], el problema dual asociado también sera factible
con valor éptimo igual al del primal, y este seré negativo. Tendremos entonces que
xBy >t > pBk para todo k # y, es decir, y es la tnica respuesta racional para p,
como queriamos. O

Si y esta estrictamente dominada, entonces nunca sera una respuesta racional,
y tanto en el juego simultdneo como en el jerarquico el Jugador 2 nunca eligiréd y
pudiendo omitirla del juego.

El otro caso para que una estrategia y no sea inducible es cuando By = By’
para algiun y # 1/, dado que y e 3/ implican el mismo pago sea cual sea la estrategia
que juegue el lider. Este caso es el que trataremos tltimo.

La ultima opcién para que y no sea inducible es que o bien sea equivalente en
resultado a una estrategia mixta ¢ (con probabilidad positiva asignada a por lo
menos otras 2 estrategias puras) obteniendo By = Bg; o bien que y esté débilmente
dominada por una estrategia ¢, con By S Bq. Para este tltimo caso veremos a
continuacién que las regiones de respuesta 6ptima R;(y) tienen dimensién menor
que la de X. Para esto primero recordemos un par de conceptos y resultados
geométricos:

Una combinacién afin de puntos z!,...z2F en algin espacio Euclideo es de la

forma Zle Nzt para Ai, ..., A\, € R tal que Zle A; = 1. La capsula afin de los
puntos z', ...z* es el conjunto de todas las combinaciones afines. Los puntos 2", ...2"
se dicen afinmente independientes si ninguno de ellos es una combinacion afin de
los otros, o equivalentemente, Zf;l Nzt =0y Zle A; = 0 implican que todos los
A; son nulos. Un conjunto convexo tiene dimension k si y sélo si tiene a lo sumo
k + 1 puntos afinmente independientes.

Como P es la capsula convexa de n puntos afinmente independientes (las n
estrategias puras del lider que podemos considerar como los vectores canonicos del
espacio Euclideo) tiene dimensién n— 1. Cualquier subconjunto P de P se dice que
tiene dimension completa si también tiene dimension n — 1. El siguiente resultado
indica que si P tiene dimension completa entonces es posible moverse dentro de P
desde algin p una distancia pequena en la direccién de cualquiera de los vectores
unitarios p;, los puntos extremos del simplex P.

Lema 3.5. Sea p € P y 0 < ¢ < 1. Entonces los vectores (1 — )p + ep; son
afinmente independientes para 1 < i <n y p es una combinacion convexa de estos
vectores.

El siguiente resultado indica que los conjuntos de dimensiéon completa son aque-
llos que contienen un conjunto abierto en el sentido de la topologia relativa a P.
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Notemos, para cada ¢ > 0, B.(p) a la bola de radio ¢ alrededor de p considerando
la norma euclidea.

Lema 3.6. Sea P un subconjunto convexo de P. Entonces son equivalentes:

1. P tiene dimension completa;

2. Para algin p € P y algin € > 0, los vectores (1 — €)p + ep; pertencen a P
para 1 <1< n;

3. P contiene una bola abierta.

Utilizando el tercer item de este lema podemos ver que P esta cubierto por las
regiones de respuesta éptima de dimension completa. Observemos primero que

P=|]J Ry (3-3)

yeYy
pues cada p € P tiene al menos una respuesta 6ptima y € Y.

Proposicién 3.7. P es la unidn de aquellos conjuntos de respuesta dptima Ri(y)
que tienen dimension completa.

Demostracion. Sea D = {y € Y / Ri(y) tiene dimensién completa}. Conside-
remos el conjunto abierto P = P\ Uye p Ri(y) y supongamos que no es vacio,
negando lo que queremos demostrar. Entonces para cualquier y € Y \ D, el con-
junto D, = D \ R;(y) es también un abierto no vacio, pues si no tendrfamos un
entorno de P contenido en R;(y) contradiciendo el Lema 3.6. Repitiendo este ar-
gumento con Dy para y' € Y\ D, obtenemos que P\ {J,cy\ p F1(y) es no vacio.
Luego, P\ U,y R1(y) es no vacio, contradiciendo lo observado en (3.3). O

El siguiente lema dice que la interseccién de dos regiones de respuesta racional
no puede tener dimensién completa a menos que induzcan pagos equivalentes para
el seguidor.

Lema 3.8. Si Ri(y) N Ry(y') tiene dimension completa entonces By = By/'.

Demostracion. Consideremos, segun el segundo item del Lema 3.6, unpyune > 0
de manera que (1—¢)p+-ep, pertenezca a Ry (y)NRy(y') para todo x € X. Entonces,
por el Lema 3.5, p es una combinacién convexa de estos vectores y por lo tanto
también pertenece a dicha interseccién. Como y e 1 son respuestas optimas a p y
a (1 —e)p + ep, para todo x, tenemos que pBy = pBy' vy ((1 —&)p+ep,) By =
((1 —e)p + ep,) By'. Esto implica que para todo x € X, p,By = p,BYy/, es decir
que los vectores columna By y By’ coinciden componente a componente. O
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El siguiente lema relaciona las estrategias inducibles con los conjuntos de res-
puesta optima que tienen dimension completa. El caso problematico sigue siendo
el de los pagos equivalentes.

Lema 3.9. Sea una estrategia pura del defensor y € Y.

1. Siy es inducible entonces Ry(y) tiene dimension completa.

2. Ri(y) tiene dimension completa si y solo si las unicas estrategias miztas
qg € Q que cumplen By < Bq son aquellas para las que p,y > 0 tmplica
By = By/'.

3. Si By # By para toda y' € Y \ {y} v Ri(y) tiene dimension completa,
entonces y es inducible.

Demostracion. 1. Si y es inducible, el conjunto {p € P / pBy > pBy Yy # y'}
es un abierto no vacio contenido en R;(y) que resulta de dimensién completa como
consecuencia del Lema 3.6.

2. Supongamos que R;(y) tiene dimensién completa, y que existe una estrategia
q € Q tal que By < Bgq pero que g, > 0y By # By para cierta y € Y. Con
esto, Ri1(y) € Ry(y') pues siempre que y sea una respuesta optima, y’ también
lo serd. De esta manera Ry(y) = Ry(y) N Ry(y’) tiene dimensién completa y por
el lema anterior By = By, concluyendo un absurdo. Para la vuelta, supongamos
que la desigualdad By < Bgq se cumple sélo cuando g, > 0 implica By = By’
y consideremos el juego sin ninguna de las estrategias puras del seguidor que
cumplen By = By/'. En este juego, no existe ninguna estrategia ¢ € Q que cumpla
simultdaneamente By < Bqy g, = 0, y por el Lema 3.4 resulta que y es inducible.
Con esto, R;(y) tiene dimensién completa por el item 1.

3. Por el item 2, no existe ¢ € Q tal que By < Bqy g, = 0, y por lo tanto,
nuevamente por el Lema 3.4, y resulta inducible. O

Concluimos con el siguiente teorema que generaliza lo establecido por el Teo-
rema 3.3 pero excluye el caso en que dos estrategias distintas conllevan el mismo
pago para el seguidor independientemente de la estrategia del lider.

Teorema 3.10. Supongamos que By # By' para todo par de estrategias puras
distintas y,y'" € Y. Entonces el conjunto de todos los posibles pagos para el lider
en un equilibrio Stackelberg es un intervalo [L, H|, donde

L= max max rAy H =max max zAy. (3.4)
y€Y,y inducible x€ Ry (y) yeY z€R1(y)
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Demostracion. Utilizando los Lemas 3.9. y 3.7. podemos escribir:

P=|J R (3.5)

y€Y, y inducible

Esto significa que el seguidor tiene una respuesta éptima inducible para cual-
quier estrategia del lider. Consideremos, como hicimos anteriormente, el “juego
inducible” en el que restringimos el conjunto de estrategias del seguidor a las que
son inducibles. Dada p € P cualquier respuesta 6ptima pura y para p en el “juego
inducible” es también una respuesta éptima en el juego original, pues pBy' < pBy
para toda 3/ inducible, y para cualquier respuesta 6ptima no inducible k& de p en
el juego original existe también una respuesta éptima que si lo es por 3.5, y por lo
tanto pBk = pBy' < pBy.

Luego, cualquier equilibrio Stackelberg del juego inducible sera también un
equilibrio del juego original. Por el Teorema 3.3 el pago del lider en el juego indu-
cible es L como definimos en 3.4 y por lo tanto uno de los posibles pagos del lider
en el juego original. Incluso si el Jugador 2 tuviera otras respuestas éptimas en el
juego original, no podrian conllevar a un pago menor para el juego original por lo
establecido en el Lema 3.2.

Por otro lado, el mayor pago al que puede aspirar el lider es claramente H como
definimos en 3.4. Si pensamos en que el seguidor opta por la respuesta éptima que
le conviene al lider y suponiendo que el lider juega p* que realiza el méaximo en la
definiciéon de H, con p*Ay*H, y el Jugador 2 juega y* la respuesta éptima a p*,
entonces el pago del lider serd H.

Que L < H esta claro. Nos resta ver que existe un equilibrio con pago S entre
L v H cuando no vale la igualdad. Esto sucede cuando la respuesta 6ptima y* de
p* no es inducible, y en ese caso, por el Lema 3.5, existe una respuesta optima y
para p*, donde p* Ay < L. Supongamos que el lider anuncia su estrategia p* y que
el seguidor juega una estrategia mixta que asigna probabilidad positiva solo entre
y e y* de modo que el pago esperado para el lider sea S (que serd una combinacién
convexa de p*Ay y p*Ay*). Para cualquier anuncio de estrategia distinto de p*
por parte del lider, como el seguidor elige en su conjunto de respuesta racional,
tendremos que p* es de hecho el anuncio éptimo. Luego se trata de un equilibrio
Stackelberg con pago S para el lider, como queriamos. O

Finalmente, observemos el caso en que By = By, es decir, el de las estrategias
que son equivalentes para el seguidor. Esto puede pensarse como una relaciéon de
equivalencia en el conjunto de estrategias puras del seguidor. Si dos estrategias
son equivalentes entonces ninguna de las dos es inducible y por lo tanto el teorema
anterior no puede aplicarse, porque en ese caso no vale el Lema 3.5. Sin embargo,
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el Lema 3.7. sigue valiendo. De hecho, el pago del lider puede ser descrito conside-
rando las estrategias cuyo espacio de respuesta optima es de dimension completa,
sin la necesidad de pedir que sean inducibles, los cuales estan bien caracterizados
con lo establecido en el segundo item del Lema 3.9.

Llegamos asi al dltimo teorema que generaliza los dos anteriores, y establece
los beneficios del lider en el juego jerarquico, independientemente de si alguna
estrategia tiene otra equivalente o si define una regién de respuesta racional de
dimensiéon menor.

Teorema 3.11. Sea D = {y € Y / Ry(y) tiene dimension completa}. El conjunto
al que pertenecen los pagos del lider es un intervalo [L, H] donde
L = max max min  zAy’ H = mix mix zAy. (3.6)
yED z€R1(y) y'€Y, By=By' yEY zEeR;(y)
Ademds, el valor correspondiente a cualquier equilibrio de Nash se mantiene menor
o igual que L.

Demostracion. Para y € Y, usemos la siguiente notacién para la clase de equiva-
lencia [y] = {y' € Y : By = By'}. Segtn lo que discutimos, [y] es un subconjunto
de D siempre que y € D.

Lo primero serd ver que L definido como en (3.6) es el pago correspondiente al
equilibrio Stackelberg para el lider que construiremos a continuacién. Sean y € D,
r € Ri(y) e ¥ € [y] de manera tal que el max — max —min de (3.6) se realice
como L = xAy’. El lider anuncia su estrategia x y el seguidor responde con 1/, y a
cualquier otra estrategia eligiendo la respuesta 6ptima que minimice la ganancia
del lider. Entonces x es la mejor estrategia que puede anunciar el lider. Cualquier
respuesta racional y’ entre las estrategias de D es también una respuesta racio-
nal cuando se tienen en consideracion todas las estrategias de Y, como indica la
Proposicién 3.7 y discutimos en el Teorema 3.10. De esta manera obtenemos un
equilibrio Stackelberg con pago L para el lider.

Mas atn, L es el menor pago posible si hablamos de un equilibrio, razonando
de modo similar al del Lema 3.2. Como R;(y) tiene dimensién completa, contiene
algin punto interior 2/, por el Lema 3.6. Ademads, cualquier combinacién convexa
z(e) = (1 — )z + ez’ para ¢ € (0, 1] es también un punto interior de R;(y), y la
respuesta ptima del seguidor para z(e) es cualquier ' € [y|. El minimo de los
pagos del lider sobre estos 3’ € [y] es x(e)Ay’, que es una funcién continua para
y esta arbitrariamente cerca de L a medida que hacemos a ¢ tender a cero. Luego,
el seguidor debe jugar de manera que el lider consiga un pago L en camino al
equilibrio.

Como en el Teorema 3.10, es facil ver que H es el pago mas alto posible, y
por lo tanto [L, H| es el conjunto de todos los pagos posibles para estrategias en
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equilibrio Stackelberg. Ademas, ningin pago correspondiente a un equilibrio de
Nash puede exceder H.

Para probar que el juego simultédneo tiene equilibrios Nash con pagos de a lo
sumo L para el Jugador 1, modificaremos el juego en dos pasos. Primero con-
sideraremos el juego “de dimensién completa”, de manera similar al “inducible”
del teorema anterior, en el que Y es reemplazado por D, cuyos equilibrios siguen
siéndolo en juego original. En un segundo paso, consideraremos el juego “factori-
zado” donde las estrategias puras del seguidor se corresponden con las clases de
equivalencia [y] para y € D. Para cada [y], el Jugador 2 tiene una unica columna
de pagos By, que es por definicién la misma para cualquier estrategia en [y] y por
lo tanto la llamaremos Bly].

Las columnas de pago para el lider en el juego “factorizado” se obtienen como
combinaciones convexas de las columnas originales Ay’ para y' € [y]. En este
sentido, consideraremos el “juego con matrices restringidas” donde el Jugador 1
elige z en Ry(y) y el Jugador 2 juega mixto entre las estrategias puras y' € [y,
con el pago de suma cero y columnas Ay’ para el Jugador 1. Este juego tiene un
valor, dado por

L, = méx min zAy.
z€R1(y) y'€ly]

Claramente, L, es el méximo real u tal que zAy > u para todo ¥ € [y] y
x € Ry(y), donde lo tltimo puede escribirse como = € Py x(By — Bz) > 0 para
todo z € Y'\ [y]. Tenemos el problema para el cual podemos plantear un programa
lineal (LP):

min —u

s.a. Ay —u>0 y' € [y
x(By — Bz) >0 zeY\ [y
zx1=1,2>0

Donde 1 es una columna con n unos. El dual de este LP utiliza variables no
negativas s,y para y’ € [y|] y w, para z € Y\ [y] y una variable irrestricta ¢:

rtnzix t
s.a. Z Ay's,y + Z (By — Bz)w, + 1t <0
y'€ly] z€Y\[y]
y'Elyl
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Consideremos una solucién 6ptima del problema dual. Entonces ¢ es igual al 6ptimo
en el problema primal, es decir, t = —u = —L,. Mas aun, siempre que el Jugador
2 utilice la estrategia mixta en Q con probabilidades s, para y' € [y], y cero en
otro caso, entonces para cualquier z € Ry(y) el pago esperado para el Jugador 1
cumple:

Z rAy'sy < Z rAyY sy + Z (By — B2)w, < —xlt = —t = L,,.

y'€lY] y'ElY] zeY\[y]

Esto significa que el Jugador 1 no puede obtener un pago mayor que L, para
ningin x € Ry(y) siempre que el Jugador 2 actie segun las probabilidades s,
para y' € [y]; llamémoslas sz[ff} pues dependen de [y]. En el juego “factorizado”, la
columna de pago A[y] del Jugador 1 para [y] estda dada por

Alyl =Y Ay'sY,
y'€lY]

y por lo tanto
. . / .
L, Ig}g}éj) ;/rél[g] rAy wg}g@) zAly]. (3.7)

Por construccién, todas las columnas de pago Bly] para el Jugador 2 en el juego
“factorizado” son diferentes. Mas aun, todas las regiones de respuesta 6ptima son
de dimension completa. Podemos entonces aplicar el Teorema 3.3 y por lo tanto
cualquier equilibrio de Nash del juego “factorizado” el pago para el Jugador 1 es
a lo sumo igual al pago del lider, que por (3.2), (3.7) y (3.6) es igual a

max max zAly] = méx L, = L.

yeD zeR1(y) yeD
Finalmente, cualquier equilibrio de Nash (z, ¢') del juego “factorizado” se traslada
a un equilibrio de Nash (z,q) para el “juego de dimension completa”, y por lo
tanto al juego original, como sigue: El Jugador 1 juega x como antes, y el Jugador
2 elige y' € [y] para y € D con probabilidad ¢, = g, Sgﬂ. Entonces el jugador 1
recibe el mismo pago esperado que antes, pues = es una respuesta 6ptima para ¢,
y como By’ = Bly|, cualquier ¢’ € D tal que ¢, > 0 es una respuesta éptima para
x, como queriamos. El pago Nash resultante para el Jugador 1 es a lo sumo L,
como afirmamos. O

3.3. El equilibrio fuerte

Por 1ltimo, y para finalizar este capitulo, conectaremos los conceptos de equi-
librio que consideramos anteriormente al definir los juegos mediante los dos en-
foques: el normal y el extensivo. La teoria clasica expuesta en el primer capitulo
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estd enmarcada dentro de la literatura de los juegos dinamicos y la teoria de op-
timizacién, como en [3]. Alli consideramos los pagos de los jugadores como costos
a minimizar, dada su aplicacion principal en problemas surgientes de la economia,
aunque para ser consistentes con los 1ltimos resultados y con el segundo capitulo,
continuaremos con un enfoque de maximizacion de utilidades.

Consideremos un juego finito con dos jugadores, con conjuntos de estrategias
mixtas Py Q para el lider y el seguidor respectivamente. Para p € Py q € Q,
denotemos con Ji(p,q) al pago para el lider. En el primer capitulo definimos el
pago Stackelberg para el lider como

S =sup min Ji(p,q). (3.8)

peP 9€R2(p)

Esta ecuacion describe una mirada “pesimista” sobre todos los posibles equilibrios
que podriamos obtener cuando el seguidor juega una respuesta éptima, dado que
asumimos que éste hace lo que es peor para el lider. El conjunto Rs(p) es compacto
por ser un juego finito y por lo tanto podemos tomar minimo en (3.8) en vez de
un infimo. De todas maneras, mingeg, () J1(p, ¢) es una funcién discontinua de p,
como hemos visto en el andlisis del dltimo ejemplo de la seccién 1.4.

Esta discontinuidad significa para nosotros un problema, al igual que en toda
la teoria de optimizacién, y se aborda mediante distintas aproximaciones de regu-
larizacion que justifican tomar una solucién que aproxima S arbitrariamente. (ver
[17]).

El teorema que presentamos en esta seccion establece que el pago Stackelberg S
de 3.8 en el caso de un seguidor es exactamente el pago L definido en (3.6) aunque
expresado de manera mas concisa en (3.8). La principal diferencia es que en gene-
ral, (3.8) no describe el comportamiento del seguidor en un equilibrio jerarquico
secuencial como los estudiados en éste capitulo, donde el seguidor suele elegir la
respuesta que es favorable para el lider en pos de obtener soluciones. Més atun, S
es el menor pago posible para el lider para cualquier niimero de seguidores.

Teorema 3.12. Consideremos un juego finito de dos jugadores con estrategias
mixtas. Entonces el correspondiente juego jerdrquico admite un equilibrio perfecto
en subjuegos (p*,q*) con ¢* € Ry(p*) tal que J,(p*,q*) = S. Cualquier otro pago
para el lider es al menos S.

Demostracion. La principal dificultad es cuando el seguidor presenta indiferencia
entre distintas estrategias, es decir cuando Ry(p*) no consta de un tinico elemento,

implicando Ji(p*, ¢*) # mingep, ) J1(p*, q).

Para cada p, el conjunto de respuesta éptima Ry(p) es el conjunto de puntos
fijos de una funcién continua adecuada 7T, : Q — Q, por ejemplo el funcional
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definido por Nash [18]. Mds atin, esta funcién es continua en p. Sea entonces F' la
funcién continua definida sobre P x Q como F(p, q) = T.(q) — g que toma valores
en el espacio Euclideo que contiene a Q. Entonces Ry(p) = {q : F(p,q) =0}y la
correspondencia

U ({p} x Ra(p)) = F(0)

peEP
define un conjunto cerrado (y por ende compacto) contenido en P x Q.

Consideremos una sucesion (p,,, ¢n)neny de manera que

Jl(pna qn) = min Jl(pna Q)
q€R2(pn)

y que converja a S. Esta sucesién pertence a F~!(0) y tiene una subsucesién
convergente con limite (p*, ¢*) en F~1(0). Como la funcién de utilidad del lider J;
es continua, Ji(p*, ¢*) = S como queriamos.

Hasta aqui hemos visto la existencia del equilibrio enunciado. Si (p, ¢) es otro
equilibrio del juego jerarquico tal que Ji(p,q) < S — € para algin € > 0, entonces
para algtin n tendremos que Ji(pn, ¢.) > J1(p, q) y el lider podria desviarse de p a
pn vy obtener un pago mas alto, contradiciendo la propiedad de equilibrio. Luego,
S es el menor pago posible para el lider en una situacion de equilibrio. O
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Capitulo 4

Métodos de optimizacion para
resolver juegos Stackelberg

4.1. Introduccién y formulacién inicial del pro-
blema

En este capitulo nos centraremos en el uso de las herramientas computaciona-
les y los métodos que nos provee la investigacion operativa para la resoluciéon de
juegos Stackelberg. Es sumamente importante encontrar respuestas eficientemente
si queremos modelar problemas reales mediante la teoria de los juegos Stackelberg,
y en muchas situaciones nos encontraremos con desafios causados por el tamafno
de los problemas o la cantidad de variables que debemos tener en consideracién.
Existen varios ejemplos en la literatura que dan fe que el uso de juegos Stackel-
berg para modelar problemas de seguridad se hace posible gracias a que éstos
pueden verse como problemas de programacion lineal entera mixta, que a pesar
de ser tedricamente “dificiles” sus soluciones estan a nuestro alcance mediante los
modernos algoritmos y solvers con los que contamos.

La teoria de juegos nos provee de aproximaciones matematicas para el desplie-
gue de los recursos limitados que tiene una fuerza de seguridad en pos de maxi-
mizar su efectividad. Este tipo de investigaciones surgen en las ultimas décadas,
con la emergencia de la teoria de juegos computacional. En particular, el grupo
de investigacién cuyos trabajos son la base de lo que expondremos en este capitu-
lo, ha concretado la aplicacion de estas técnicas en una considerable variedad de
situaciones reales.

La primer aplicacion, Assistant for Randomized Monitoring Over Routes (AR-
MOR) ha demostrado ser una puesta en practica exitosa de los algoritmos desa-
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rrollados para juegos tedricos en el Aeropuerto Internacional de Los Angeles, en
2007 y en uso desde entonces. En particular, ARMOR utiliza estos modelos para
aleatorizar los patrullajes de la policia y sus unidades caninas en puntos fijos del
aeropuerto. La segunda, Intelligent Randomization in Scheduling (IRIS), fue desa-
rrollada para el U.S. Federal Air Marshal Service, para distribuir los tenientes de
a bordo en distintos vuelos estadounidenses, y esta en uso desde 2009. La tercera,
Game-theoretic Unpredictable and Randomly Deployed Security (GUARDS) para
la U.S. Transportation Security Administration esta siendo evaluada e impacta en
mas de 400 aeropuertos de Estados Unidos [26].

Veremos distintas formulaciones de los juegos Stackelberg como problemas de
programacion lineal entera mixta, y distintos algoritmos exactos y heuristicas para
resolverlos. Nuestro interés final sera modelar situaciones de seguridad, por eso es
que nos referiremos a los juegos Stackelberg como juegos de sequridad Stackelebrg:
el defensor sera el lider, quien tome primero la decisién de cémo defender o proteger
cierto lugar; y el seguidor se llamara atacante.

El defensor se encarga de proteger un conjunto de targets T'= 1, ..., |T| para lo
cual cuenta con distintos recursos con los que disenara recorridos o schedules, en
los que protegera uno o mas targets. Aqui hay una distincién en los conjuntos de
estrategias puras: el defensor distribuye la probabilidad sobre el conjunto de los
posibles schedules, que llamaremos S, y el atacante elegira atacar un target. Asi,
denotaremos p = (ps)ses ¥ @ = (a)ier las estrategias mixtas del defensor y del
atacante, respectivamente. Nos resta definir los pagos del juego, que dependeran de
si el target que es atacado esta siendo cubierto por el defensor o no. Supongamos
que Uf(t) es el pago para el defensor cuando atacan el target ¢ y éste esta cubierto
y U(t) el pago si estd descubierto; andlogamente, sean U$(t) y Ug(t) los pagos
para el atacante cuando elige atacar un target que estda cubierto y descubierto
respectivamente. Obviamente, Uf(t) > U&(t) y US(t) < UL(t), es decir, para el
defensor es mejor que ataquen un target que esta cubierto y para el atacante al
reveés.

Los pagos definidos sobre las acciones conjuntas seran entonces:

_J Us(t) sites
Jils:1) = { Ul(t) sitgs

Una vez hechas estas especificaciones y considerando a e como un vector de unos,
podemos encontrar el vector de estrategia optima para el defensor mediante el
siguiente programa de dos etapas:

MaXp,q ZtET,sGS Ji(s,t)psa
sa. ep=1,p>0

Ay = argmaTeto—1,q>0 ZkGT,ses Jo(s,t)psag
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Una aclaraciéon importante es que este modelo asume que en caso de empate, el
seguidor elige la opcién que le conviene al lider. Esto es, estamos trabajando con
equilibrios de Stackelberg fuertes.

Ejemplifiquemos las situaciones que nos interesa modelar y resolver: suponga-
mos que queremos planificar como defender un edificio con n entradas y que para
ello contamos con un oficial que podemos apostar en una de estas. El atacante ele-
gird una de las entradas para ingresar al edificio. Tenemos que S =T = {1,...,n}
y por lo tanto la cantidad de estrategias puras de la defensa son n. Si en cam-
bio tenemos k oficiales para defender las entradas entonces las estrategias puras
serian todos los subconjuntos de T' de cardinal menor o igual que k y por lo tanto

S| = Zle ? . Esto nos indica que el tamano del problema, es decir el con-
junto factible sobre el que tenemos que optimizar, se agranda exponencialmente a

medida que agregamos targets o recursos.

En este punto es importante hacer la siguiente observacion: para cada vector
de estrategias del defensor p, la optimizacién que consideramos internamente para
el atacante es un problema de programacion lineal. Sabemos que el éptimo se
alcanza en un vértice del simplex o regién factible y esto se corresponde con alguna
estrategia pura [6].

De esta manera, y sin pérdida de generalidad, podemos asumir que el atacante
juega sélo estrategias puras y podemos transformar el problema de dos niveles
que planteamos antes como un problema de programacion entera mixta, gracias a
que el adversario tiene una funcion de objetivo lineal. Para eso tenemos que con-
siderar algunas variables adicionales y restricciones de holgura complementaria:
una constante M suficientemente grande, una variable auxiliar d que represen-
tara la utilidad obtenida para el defensor y una segunda variable auxiliar g que
sera la ganancia éptima del atacante. El problema queda expresado de la siguiente
manera:

max d
p,a,dyq
s.a. ZJl(s,t)pSZd—M(l—at) teT

seS
ZJQ(Sat)ps Sq teT
ses
ZJg(s,t)pszq—M(l—at) teT
ses
ep=1,p>0

ela=1, a e {0,1}"

61



TESIS DE LICENCIATURA Emanuel Javier Ferreyra

El primer conjunto de restricciones es una linearizacion de la ganancia del defensor
dada la estrategia pura del atacante; el segundo indica que ¢ es una cota superior
de la ganancia del atacante para cualquiera de sus estrategias puras; y la tercera
hace de ¢ la utilidad 6ptima para el atacante para alguna estrategia pura.

4.2. Distintas formulaciones de JSS para progra-
macioén lineal entera mixta

La forma general de encarar estos juegos es mediante el enfoque Bayesiano, que
postula que alguno de los jugadores tiene informacién incompleta sobre los pagos
del juego [20] [12]. En principio, a la hora de modelar cierta situacién real, podemos
pensar que la valoracién del atacante sobre los distintos targets no es siempre la
misma, y en ese caso la informacién del defensor sobre los pagos de su adversario
es imperfecta. La forma en la que se agrega esto en el modelo es suponiendo que
hay un conjunto L con los diferentes tipos de atacantes. Supondremos entonces
que el atacante de tipo [ € L es enfrentado con probabilidad m; y en ese caso los
pagos del juego vendran dados por J!(s,t).

El problema de elegir la estrategia optima para el lider en un juego Stackel-
berg es NP-hard para un juego Bayesiano con varios tipos de seguidores [7], es
por eso que los investigadores continuan proveyéndonos de mejoras practicas en
los algoritmos. Por otro lado, el caso con un tnico seguidor admite un algorit-
mo polinomial (la idea desarrollada en el primer capitulo). El algoritmo DOBSS
que presentaremos ahora es actualmente el mas eficiente para éstos juegos [22] y
estd en uso actualmente para el planeamiento de los patrullajes de seguridad en
el Aeropuerto Internacional de Los Angeles [26]. Este opera directamente con la
representacion compacta Bayesiana, asegurando mejoras en la velocidad de orden
exponencial con respecto a métodos planteados inicialmente en [7], que requieren
la conversién del juego Bayesiano a su forma normal mediante la transformaciéon de
Harsanyi. La caracteristica notable del algoritmo es que, a diferencia de los algorit-
mos aproximados desarrollados hasta entonces, DOBSS nos returna una solucion
oOptima exacta.

Diferenciando las posibles acciones para atacantes de tipo [ con a! podemos
escribir la siguiente formulacion (DOBSS) del problema mediante un modelo de
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programacion lineal entera mixta:

mé d
I I I
s.a. ZJl(s,t)pszd—M(l—at) teT,lelL
seS
> Jy(s, t)ps < ¢ teT,lel (DOBSS)
ses
> " Jh(s.)ps > ¢! — M(1—a}) teT,lel
ses
ep=1,p>0
eta = 1,ad" € {0,1}/7 lelL

En esta formulacién la estrategia mixta del defensor es elegida de manera tal que
maximice la utilidad esperada, ponderando sobre el conjunto de atacantes L. Esta
representacion es la base del algoritmo ERASER desarrollado en [27], que ademés
considera un conjunto de restricciones sobre las estrategias factibles del defensor,
algo que suele hacerse para adaptar el modelo a las realidades fisicas de los espacios
que quieren protegerse.

En otros trabajos similares podemos encontrarnos con dos formulaciones equi-
valentes. La correspondiente al problema (MJS) planteado en [27] es la siguiente:

rzr,l(é(}f Z Z Z Q ‘]{(Sa t)zstl

leL seS teT

s.a. ZZZStl:l lel

seS teT

> za=aj teTlel

SES

Zzstl = Zzstl seS,lel (MIJS)

teT te’T

OSql—ZzJé(S,t)zsmSM(l—ai) teT,lel
seS keT

Zet1 > 0 seSteT,lel

eat =1, a' € {0,1}" lel

En este modelo se introdujeron las variables z4,; para representar mediante expre-
siones lineales el producto z = psal que aparece en la funcién objetivo bilineal del
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defensor. Complementariamente, las tres primeras restricciones nos garantizan que
es ése el comportamiento de z. Las restantes son equivalentes a las consideradas
en la formulaciéon anterior.

La tercer formulacién no requiere el uso de la constante M ni de las restricciones
de holgura complementaria correspondientes, y también estd expresada en funcién
de la variable zy, = psal. Podemos encontrar esta formulacién en MIPSG [14]

H;,%X Z Z Z WIJ{ (8, Zf)ZStl

leL seS teT

s.a. ZZZStl:l lel
seS teT
Zzsuzai teT,lelL
sES
Y =) za seSlel  (MIPSG)
teT teT
Y (s, 1) = J5(s, k))zu > 0 tkeTlel
seS
Zst1 2 0 seS,teT,lel
elal =1, a' € {0,1}" lel

En este punto nos encontramos con que a pesar de que estas formulaciones resuel-
ven el mismo problema no estd claro cual de las tres es mas efectiva en la préctica.
En [5] se presenta un trabajo tedrico que muestra que la relajacién lineal de la
tercer formulacion esta contenida en la relajacién lineal de la segunda, algo que
sugiere que deberia proveernos de un gap inicial menor y obtener soluciones en
menor tiempo. En el mismo trabajo, ademas, se ve que la relajacion de la tercer
formulacién tiene todos los puntos extremos enteros cuando hay un tnico tipo de
adversario. Sin embargo, este ultimo problema tiene més variables y més restric-
ciones que la primer formulacion, lo que hace que la resolucién de su relajacion
lineal sea computacionalmente méas compleja. Por otro lado, la primer formulacion
tiene menos variables y restricciones, pero el uso de las constantes M puede con-
ducirnos a gaps iniciales muy grandes y a una convergencia lenta a la solucién del
problema entero.

4.2.1. Sobre la estructura de los pagos en aplicaciones de
seguridad

Como vimos anteriormente, la cantidad de acciones posibles para el defensor,
es decir, el cardinal del conjunto S sobre el que cual buscamos una estrategia mixta
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optima, se hace exponencialmente grande cuando disponemos de k recursos para
posicionar en n objetivos. En realidad, como el atacante elegira un target, nos
interesa si la estrategia que juega el defensor cubre o no dicho target: el defensor
tendra una ganancia si el objetivo que es atacado esta siendo patrullado y en caso
contrario quién obtendra una recompensa sera el atacante. Si consideramos que
los pagos del juego dependen de si hay un recurso asignado a un objetivo, y no
de como estén asignados los demas recursos, entonces podemos asumir que las
matrices de pago del juego son de la forma:

 J Usg(t) sites
Ti(s,8) = { Udt) sitéds

donde t € s significa que en el schedule o recorrido s el defensor asigna un recurso
al target ¢t y viceversa. Asumiremos ademdas que a lo sumo un recurso puede ser
asignado simultaneamente a un objetivo.

4.3. Representacion compacta

La ganancia esperada para el defensor se calcula como una esperanza sobre su
vector de estrategia, obteniendo una ganancia cuando el schedule elegido cubre al
target atacado y una pérdida cuando no lo cubre. Esta claro que podemos escribir

Zjl S, t Z Ul ps Z Uld(t)ps

ses seS/tes seS/tgs

Definamos ademas la variable auxiliar x; = ) __ J1es Ps que represente la frecuencia
total con la que cubrimos al target ¢ si usamos la estrategia p,. Podemos usar esto
para expresar la funciéon objetivo de la siguiente manera:

ZJ{(S,t)pS Z ps+U1 Z bs = xt"f_Ul( )(1_xt)'

s€S sES/tEs sES/t%s

65



TESIS DE LICENCIATURA Emanuel Javier Ferreyra

En efecto, usando la variable x; de probabilidad total de cubrimiento del target ¢
podemos representar el modelo (MJS) como sigue:

s.a. Utt)w, + U )(1 —x) > d — M(1 —al) teT,lelL
0> ¢ —Us(t)x, — ULt)(1 — x) > M(1 —d) teT,lel
» ay=1, d €{o,1}" leL

teT
th:m,ogxgl
teT

ep=1,p>0

Ty = Zps teT

seS/tes

Las restricciones en el cuarto renglon para el cubrimiento de x se corresponden
con el hecho de que el defensor debe cubrir un total de m objetivos y se deduce
de las correpondientes a p en la formulacién original.

Si pudieramos deshacernos de las dos ultimas restricciones entonces nos encon-
trariamos con un problema que no toma en cuenta el conjunto S que es nuestro ma-
yor inconveniente computacional por su posible gran tamano. Es decir, tendriamos
solo la variable x cuyo tamano es el del conjunto 7" mientras que el tamano de S
es exponencialmente mas grande, y entonces resultaria el siguiente problema que
notaremos (MJS-JSS) que puede ser resuelto eficientemente:

; !
s.a. Uf(t)w, +UH)(1 —2) > d — M(1 —al) teT,lelL
0>q¢ —Us(t)r, —UIt)(1 —2)) > M(1 —d') teT,lcL (MJS-JSS)

Y ap=1, de{o,1}" lel

th:m,ogxgl

teT

La solucién de éste problema serd un vector (z;);er que representard las pro-
babilidades éptimas con las que cubrir cada objetivo. La dificultad radicara en
reconstruir, a partir de z, un vector (ps)ses con las probabilidades éptimas con las
que debemos asignar algin recurso a cada recorrido. Esto serd posible siempre y
cuando no haya restricciones adicionales y si todas las posibles combinaciones de
m objetivos son alguna accion factible del defensor.
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Veamos coémo proceder de manera similar en las dos formulaciones equivalentes
que presentamos anteriormente. Tanto en (DOBBS) como en (MIPSG), la funcién
objetivo >, S o> p mJi(s, t)zsu puede ser reescrita haciendo especial énfasis
en la estructura de los pagos de la siguiente manera:

SN s thaa =Y | Ust) > za+ UL > 2z

seS teT teT seS/tes seS/tds

Para deshacernos del uso de S, consideremos las variables wy = Zse S/tes Zstl sobre
las estrategias s que cubren t y Wy = Zse S/tes Zshl la suma sobre las estrategias
s que cubren el objetivo k fijo. Notemos primero que si tomamos k = t tenemos
wy = Wy y ademas ZsES/th Zokl + Wy = aﬁc para cualesquiera t,k € T'y | € L.
Finalmente reescribamos:

Z Z Z PHCRN = Z Z ™ (Uf () wa + U (t) (a} — wy))

leL seS teT leL teT

=S5 m (U(t) - UL(t)) wa + mUL (t)al

leL teT

Asi, podemos presentar una formulacién equivalente del problema DOBBS utili-
zando las nuevas variables wy;, a partir del cuales podremos reconstruir las origi-
nales zy; siempre que no haya restricciones adicionales sobre los recorridos. Po-
demos encontrar una prueba de dicha equivalencia en [15]. Casi todas las restric-
ciones se deducen inmediatamente de las planteadas en el problema original, tal

vez la mas complicada sea la correspondiente a la respuesta éptima del atacante:
0<q¢" =Y s doperJo(s, )z < M(1—al) teT,leL.

El procedimiento es el siguiente:

ZZJ£<57t)Zskl:Z Z Ujzep + Z US () sk

s€S keT telT \ seS/tes seS/tgs

= (Us(t) W + Ug(t)(a), — Waw)

teT

= Us(t)z, + Us (t)(1 — a)

67



TESIS DE LICENCIATURA Emanuel Javier Ferreyra

Con esto, la formulaciéon del modelo DOBSS representado compactamente es:

%1,2::;( Z Z m (Us(t) — U(t)) W + mU{ (t)al

leL teT

s.a. Zaizl lelL
teT
a, €{0,1} teT,lcl
0 < Wy < a tkeT,leL
2y — 14 al < Wyy < x4+ 1 —dl t,keT,lelL
th:m,ogxgl
teT
0<q —Ust)r, — ULt)(1 — z) < M(1—dl) teT,leL

En el caso del MIPSG, la restriccion de respuesta 6ptima es

> (J5(s,t) = T(s. k)2 = 0

seS

y es aqui que el uso de las variables wy; cobra sentido:

> (s, )= J5(s, k) zen = (Us(t)wa + US () (af — wa)) — (Us (k)W + Us (k) (a; — Wia))
seS
La formulacién del problema MIPSG como un juego de Seguridad Stackelberg es:

méx S m (Ust) = UL (t) W + mU(t)a

leL teT

s.a. Zaizl lelL
teT
al € {0,1} teT,lel
0 < Wy < al t,keT,leL
vy —1+a <Wyy <z +1—da} t,keT,leL
th:m,ogx§1
teT

(Us(t) — Us(t)) W + Ug (t)ay > (Us(k) — U (k))Weu + US (k)ay t, k€T, €L

4.4. Modelos con incertidumbre observacional y
de ejecucion

Una vez que hemos desarrollado estos métodos surgen naturalmente nuevos
desafios: siempre que queremos modelar situaciones de la vida real nos encontra-
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mos con que los agentes que intervienen en el proceso de toma de decisiones no son
“perfectos” como requieren nuestras restricciones. La suposiciéon general de “racio-
nalidad” puede generar ciertas dudas pues no siempre nuestro oponente plantea la
situacion de la misma manera que nosotros. O lo hace, pero no sabe exactamente
cual es nuestra estrategia y comete errores al observarla, o suceden ciertos eventos
inesperados que la modifican. Por ejemplo, un grupo de oficiales disponibles para
un sector del aeropuerto podrian ser necesarios con urgencia en otro, teniendo que
ser reasignados, o podrian aparecer nuevos recursos disponibles. De manera simi-
lar, el atacante podria no ver un oficial apostado en algun sector del aeropuerto, o
confundir el traslado de un mévil con un patrullaje planificado. De este modo, tan-
to la ejecucion de las estrategias del defensor como las observaciones del atacante
para determinar estas estrategias estan factibles de incertidumbre o “ruido”.

Como analizamos en los juegos de informacién imperfecta, una estrategia que
no tiene en cuenta esto podria no ser éptima en un ambiente incierto y por lo
tanto es importante desarrollar técnicas que nos conduzcan a soluciones que tengan
esto en consideracion. Este tipo de investigaciones fueron desarrolladas para ser

incluidas en las aplicaciones ARMOR e IRIS, en [23] y [31].

De esta manera, podemos pensar que en general el lider jugara una estrategia
cosiderando tres tipos diferentes de incertidumbres, y que las dos primeras no
disponen de una distribucién de probabilidad a priori:

= incertidumbre sobre la respuesta 6ptima del seguidor debida a su racionalidad
acotada, pudiendo éste tomar una estrategia que no maximice su utilidad;

= incertidumbre sobre la respuesta 6ptima del seguidor debida a los errores que
podria cometer al observar la estrategia del lider;

= incertidumbre respecto de los pagos del seguidor modelada como diferentes
matrices de pago con una suposicién de distribucién Bayesiana a priori (es
decir, un juego Bayesiano).

Los algoritmos tratados hasta ahora modelan el tercer tipo de incertidumbre, en
ellos habiamos considerado una distribucion a priori 7w sobre los diferentes tipos
de atacantes, asignandole a cada uno una matriz de pago distinta. La optimalidad
proporcionada por los modelos de la seccién anterior falla si se presentan incerti-
dumbres como las dos primeras, pudiendo ver una disminucion impredecible en la
ganancia del defensor.

En [23] los autores proponen nuevos algoritmos con los que obtener soluciones
robustas, es decir, algoritmos que proporcionan soluciones efectivas a pesar de la
incertidumbre sobre la eleccién del seguidor debido a su racionalidad acotada o
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a la incertidumbre observacional. Presentaremos aqui los tres programas lineales
enteros-mixtos (MILPs) desarrollados en dicho trabajo.

El primer MILP, BRASS (Bounded Rationality Assumption in Stackelberg
Solver) tiene en consideracién la racionalidad acotada del seguidor a la hora de
optimizar la estrategia del lider. Supondremos que el seguidor no maximizara es-
trictamente su utilidad, sino que eligird una estrategia e-6ptima, es decir, una
estrategia cuyo pago difiere a lo sumo ¢ del pago éptimo. Dadas multiples respues-
tas e-Optimas, la aproximacion robusta que utilizaremos constara de suponer que
el seguidor elege la que conlleve el peor pago para el lider, no porque el seguidor
vaya a hacer este razonamiento sino porque queremos obtener una solucion robus-
ta. Esto no es consistente con la suposicion que hicimos en los otros algoritmos
para resolver juegos Stackelberg, pero estd basado en metodologias usuales de la
optimizacién robusta, en la que los encargados de la toma de decisiones optimizan
sobre el peor caso cuando se encuentran en una situaciéon de incertidumbre [2][19],
del mismo modo que afirma la teoria psicoldgica acerca de las decisiones que to-
man los humanos bajo incertidumbre observacional a la hora de elegir entre un
conjunto discreto de acciones [25] [9].

El modelo que plantearemos a continuacién esta basado en (MJS) presentado
en la seccién 4.2 y mantiene su notacién. Agregamos las variables h!, que repre-
sentardn la estrategia éptima para un seguidor de tipo I, cuyo pago es ¢'. Las
variables a! representan todas las estrategias e-6ptimas para un seguidor de tipo
[. La segunda restriccion permite ahora seleccionar més de una politica para cada
tipo de seguidor. La cuarta restriccién hace de al = 1 para todas las acciones ¢
tales que ¢' — >, ¢ J3(s,t) < €, dado que en ese caso el término del medio es
menor que ¢ y la desigualdad de la izquierda se satisface inicamente si al = 1.
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Con esto, el algoritmo BRASS consistira en resolver el siguiente MILP:
, dl
b, 2

5.Q. Z hl =

teT

> " J(s,t)ps > ¢ — M(1— hi) teT,lel

ses

e(l—a) <q => Jy(s,thps<e+(1—aj)M teT,lcL (BRASS)
seS

> (s, t)ps > d' = M(1 - ay) teT,lelL

ses

hl < dl teT,leL

ep=1,p>0

a,ht e {0, 1}7! lelL

El segundo algoritmo, GUARD (Guarding Using Alpha Ranges in DOBSS), con-
sidera el caso en que el seguidor se encuentra con incertidumbre observacional a
la hora de identificar la estrategia del lider. Para el desarrollo de este algoritmo
se tuvieron en cuenta estudios psicologicos sobre la respuestas humanas bajo in-
certidumbre proveniente de observaciones limitadas o modificadas por el sujeto. A
saber, cuando se les ofrece informacién limitada acerca de la frecuencia con la que
un conjunto discreto de eventos sucede, los humanos tienden a pensar que dichos
eventos ocurren bajo una distribucién aleatoria uniforme, esto es también cono-
cido como “la ignorancia precedente” (o ignorance prior)[9][25]. A medida que el
observador adquiere mas informacién actualizara sus creencias desde la ignorancia
precedente hacia la verdadera distribucién. Sin embargo, se ha mostrado que estas
actualizaciones son generalmente subestimadas [25].

Dados estos estudios relacionados con las elecciones humanas, ademas de la
politica p, del defensor, consideraremos la politica que observa el seguidor incier-
tamente, y la notaremos p,. GUARD determinard la estrategia del seguidor en
funcién de dos hipétesis, la nula y la alternativa. La nula sera que el lider tome
la accion s y la alternativa que no lo haga, y ambas serdn construidas para cada
accion s € S. Basados en la hipdtesis nula, la ecuacion utilizada para construir
la politica dependera de las cantidades k, y k, de elementos que pertencezcan a
las particiones subjetivas que corresponden a la hipodtesis nula y a la alternativa,
respectivamente, de la siguiente manera: p), = (k,/kq.)*(ps/(1—ps))* = (esto serd 1
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elemento en la nula y n — 1 en la alternativa). Esta ecuacién dependerd también
de la estrategia del lider ps y del valor a € [0, 1], que se decide en base al niimero
de observaciones y determina qué tan cerca estd el observador de la distribucion
uniforme en vez de la real.

Para determinar este o es importante hacer un andlisis en base al problema
real que se esta intentando resolver. Los autores del trabajo desarrollaron una
heuristica basada en las elecciones del atacante contra DOBBS para el algorimo
GUARD. En particular, se tomaron 40 decisiones hechas en base a 5 casos de
observacion del DOBSS, y se buscé la correlacion entre estas elecciones y los casos
no observados u observados de manera limitada en DOBSS. Se determiné dicho
a considerando estos ultimos casos representando la distribucién uniforme y la
observacion no limitada como la real.

Finalmente, se sustituyé la variable ps por p/, en la restriccién que asegura que
el seguidor maximiza su pago, de manera acorde a lo que él cree. Luego, consi-
deraremos nuevas respuestas basadas en p/, y no en la original, y optimizaremos

nuestra politica contra la suya, actualizada segin las observaciones establecidas.
El nuevo MILP resulta:

max E md

pada g
s.a. ZJ{(s,t)pSZdl—M(l—ai) teT,lelL
s€S
0<q = Ji(s,t)p, < M(1—af) teT,lel (GUARD)
ses
ep=1p=0
etal = 1,ad" € {0, 1}/ lel

Observemos que, segun la definicién de p’,, cuando a = 0 el algoritmo GUARD es
equivalente al DOBSS, pues se supone que el seguidor observa perfectamente la
estrategia del lider.

El dltimo algoritmo, COBRA (Combined Observability and Rationality As-
sumption), como su nombre indica, combina las mejoras de los dos algoritmos
anteriores, y se obtiene simplemente incorporando las alteraciones hechas para
BRASS y GUARD en un tnico MILP. Esto es, se incluyen los pardmetros a y €,
y el resultado es muy similar al programa BRASS, con la tnica (pero sustancial)
diferencia que en las restricciones 3 y 4 p, es reemplazado por pl. La justificacion
para hacer esto es la misma que la presetada anteriormente. Ademads, como p’, se
obtiene a partir de p, v del niimero de observaciones, este algoritmo es capaz de
encontrar una politica ps que maximice la ganancia del lider considerando cémo el
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adversario actualiza sus creencias. El MILP final se formula de la siguiente manera:

max g md
p,a,d,q,h

leL

s.a. Zhi =1 leL
teT
Zai >1 leL
teT
> (s, )l > ¢t — M(1— h) teT,lel
ses
e(l—ap) <q =) Ji(s,t)p,<e+(l—a})M teT,lcL (COBRA)

seS

> (s, t)ps > d' = M(1 - ay) teT,lel
seES
hl < al teT,lelL
ep=1,p>0
a',ht € {0, 1} leL

Para determinar el valor de « a utilizar en COBRA se utilizé la misma heuristica
que la desarrollada en GUARD. Esta vez, en cambio, se tomaron en cuenta las
decisiones tomadas contra BRASS en vez de DOBSS. Como BRASS incorpora
el g, la estrategia usada es diferente que la obtenida por DOBSS y los jugadores
interactian de manera diferente. Como el € es consistente para COBRA, se sigue
que las actualizaciones estaran basadas en las politicas obtenidas por BRASS.

Podemos observar ademas, que el caso a = 0 hace de COBRA equivalente a
BRASS, si e = 0 entonces es equivalente a GUARD, y si ambos son cero entonces
es equivalente a DOBSS, la base de estos problemas de programacién lineal.
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Capitulo 5

La aplicacion

5.1. Problematica

Hacia mediados de 2014 se acercaron al Instituto de Calculo autoridades de
la Policia de Seguridad Aeroportuaria que estaban enterados del trabajo de F.
Ordonez y su grupo de investigacién en el que se aplicaron los modelos descritos
en el capitulo anterior en el Aeropuerto de Los Angeles, en Estados Unidos.

A principios de 2005 el Presidente de la Nacién, Néstor Kirchner (2003-2007),
decidi6, a través del Decreto 145/05, transferir organica y funcionalmente a la
Policia Aerondutica Nacional (PAN) desde el ambito del Ministerio de Defensa a
la esfera del Ministerio del Interior, constituyendo la Policia de Seguridad Aero-
portuaria (PSA) e incorporandola al sistema de seguridad interior establecido en
la Ley 24.059 de Seguridad Interior. Asimismo, mediante aquel decreto, ordend la
Intervencion de la PSA a través de la designacion de un funcionario civil a los efec-
tos de que ejerza las competencias, facultades y atribuciones propias del Director
Nacional de la ex PAN y efectie y/o proponga las reestructuraciones que conside-
re pertinentes a los fines de proceder a la normalizacion del funcionamiento de la
citada institucién. Por su parte, mediante el Decreto 147/05, el Poder Ejecutivo
Nacional designé a Marcelo Fabian Sain como Interventor de la PSA. [24]

El 31 de mayo de 2006, el Congreso Nacional sancioné la Ley 26.102 de Segu-
ridad Aeroportuaria a través de la cual se convalidé la creacién de la PSA. A los
pocos dias, esa ley fue promulgada por el Poder Ejecutivo Nacional. En verdad,
el origen de la PSA constituyé una expresién mas de las tendencias estructurales
que signaron el gobierno y la gestion de los asuntos de la seguridad ptblica desde
el retorno a la democracia a fines de 1983.

La decision gubernamental de conformar esta nueva policia especializada dio
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lugar a un proceso institucional que resulté novedoso por tres razones significativas.
En primer lugar, porque a esta novel policia se la estructuro sobre la base de nuevos
parametros doctrinales, organizacionales y funcionales que fueron elaborados y
formulados por el equipo designado para estar a cargo de este proceso, que llamaron
“la Intervencion”. En segundo término, porque, de acuerdo con ese modelo policial,
constituyé la primera experiencia institucional de una policia con mando civil, es
decir, con una estructura de direccion superior y administracién general conducida
por funcionarios especializados en asuntos de seguridad ptblica pero sin estado
policial. Y, en tercer lugar, porque significé la creacion en el ambito federal de la
primera institucion policial en democracia.

Sobre la base de estos parametros, la Intervencién delined el perfil organico-
funcional de la PSA, es decir, el tipo de institucién policial que se pretendia cons-
truir y que constituia un modelo novedoso. Dicho perfil tenia particularmente en
cuenta lo que el equipo de conduccion de la Intervencién denominaba el “modelo
tradicional de policia”. Para Sain asi como para su principal colaborador, Germéan
Montenegro, el modelo de policia que debia instituirse en la PSA debia contrastar
sutancialmente con el conjunto de anacronismo y defectos doctrinarios, organiza-
cionales y funcionales propios de las policias tradicionales que convertian a estas
instituciones en organizaciones colapsadas. La interpretacion que ellos tenian acer-
ca de las policias tradicionales era clara: creian que eran instituciones obsoletas
para abordar el conjunto de desafios que se imponian frente a la complejidad y
diversidad de las problematicas criminales que debian afrontar. En concreto, para
ellos, la PSA debia superar esos vicios y deficiencias institucionales y, en torno
de este contraste, disenaron el modelo de policia que los interventores formula-
ron como proyecto institucional. En esa perspectiva, la nueva policia debia estar
exclusivamente especializada en el desarrollo de las labores de prevencién e in-
vestigacion de los delitos en el ambito aeroportuario, descartando de antemano el
desenvolvimiento de cualquier otro tipo de tareas ajenas al control criminal. Dicho
de otro modo, la PSA debia ser una organizacion especializada en el control del
delito [24].

Sobre estos lineamientos es que el Director General de Planificacién nos propu-
so desarrollar un software que mediante automatizacion y aleatorizacién abordara
una redistribucion de los distintos recursos de patrullaje de la PSA en los sectores
publicos del Aeropuerto Internacional Ministro Pistarini, sito en Ezeiza. Para eso
mantuvimos un conjunto de reuniones iniciales con integrantes del Departamen-
to de Inteligencia Criminal Aeroportuaria (DICA), con quienes identificamos la
problematica incial: los datos y recursos disponibles, el reconocimiento de la infra-
estructura que debiamos proteger, el funcionamiento sectorizado del aeropuerto en
términos de servicios y demandas habituales, y distintas especificidades técnicas
concernientes a la aplicacion.
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Se trata basicamente de dos terminales (A y C) de arribos y partidas donde
apostar oficiales fijos, y dos estacionamientos y un sector de la autopista Richieri
que constituyen la jurisdiccion de la PSA donde asignar patrullajes moviles. El
ntimero de oficiales y patrullas varfa a cada dia y turno (diurno y nocturno) y
por lo tanto debiamos dotar al modelo de esta flexibilidad, entre otras. Aun asi,
este nimero es siempre inferior al necesario para proteger todo el aeropuerto y es
por eso que optimizar las locaciones significa aprovechar de la mejor manera los
recursos escasos.

La PSA contaba con un registro georreferenciado de los delitos sucedidos en
cada uno de estos sectores, con datos adicionales como el horario o si se tratd de
un robo o un hurto. Dicha informacién estaba en desuso pero era sumamente
util, pues nos daba la posibilidad de diferenciar las distintas zonas en términos
de qué tan frecuentes eran los delitos y de qué tipo eran. En su gran mayoria,
hablabamos de delitos menores: carteristas y hurtos provenientes de descuidos,
robos en sectores alejados, y sujetos que se apostaban habitualmente a ofrecer
servicios de taxi de manera ilegal. De todos modos, se registraron también robos
de vehiculos estacionados dentro del aeropuerto y cerca de éste en el sector de la
autopista antes mencionado.

El hecho de que los recursos disponibles no sean suficientes para cubrir todos los
sectores deseables del Aeropuerto, y que éstos ademas tengan distintas valoraciones
y vulnerabilidades, sumado a que los procedimientos de la PSA en materia de
prevencion del delito se llevan a cabo todo el tiempo y los posibles atacantes
pueden observar cémo lo hace (interaccién lider-seguidor), hacen que un Modelo
de Seguridad Stackelberg sea ideal para atacar esta problematica.

5.2. El modelo

Conseguir modelar fielmente una situacién real mediante teoria de juegos es una
tarea complicada, pues es necesario reflejar en ecuaciones y valores cuantitativos
muchos aspectos que hasta entonces no habian sido planteados de esa manera. Para
esto, la interaccién con quienes conocen el funcionamiento habitual del Aeropuerto
y se encargan de distribuir los recursos apelando a su juicio y experiencia es crucial.

Es por eso que en conjunto con personal de la Unidad Opearacional de Seguri-
dad Preventiva (UOSP) y del Departamento de Inteligencia Criminal Aeroportua-
ria se definieron los objetivos o targets en los que distribuir el despliegue policial: el
Aeropuerto estaria dividido en tres zonas, la terminal A la C y el estacionamiento;
y cada una de ellas estaria organizada en distintas cuadriculas. Ademas, para ser
consistentes con la jornada laboral de los trabajadores, planificariamos dos turnos
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Figura 5.1: Plano General de Ezeiza, zona de patrullajes moviles

(diurno y nocturno) a los que asignar el personal y los recursos disponibles en su
comienzo. Este niimero es muy variable pues existen varios factores que afectan:
autoridades politicas que requieran mayor seguridad, allanamientos u operativos
que impliquen un despliegue numeroso de agentes o tareas de patrullaje en otros
sectores privados, que no forman parte de los que planificamos por ahora. De to-
dos modos, a fines de entender las dimensiones del problema, podemos pensar que
habitualmente se cuenta con un nimero de entre 10 y 20 efectivos para todas estas
zonas.

A su vez, cada turno estaria subdividido en franjas horarias cuya duracion es
modificable por el usuario, aunque por default seria considerada como un periodo
de una hora reloj. De esta manera, el conjunto de targets sobre los que optimizar el
despliegue de los recursos constara de estas cuadriculas y el modelo se resolvera al
principio de cada turno, para cada area, cuando se hayan cargado los recursos
disponibles.

En las las figuras 5.1 y 5.2 podemos observar como quedaron definidas las
cuadriculas del estacionamiento y de la terminal A.

El siguiente desafio es la determinacion de las matrices de pago: no es equiva-
lente para el atacante, en términos monetarios, robar una cartera o una valija, que
una camioneta del estacionamiento; tampoco es lo mismo para la PSA, en términos
de impacto social, un hurto en el hall principal que en un sector alejado del ae-
ropuerto. De todas maneras estas dos situaciones son levemente distintas, pues la
primera significa dos atacantes de distinto tipo, mientras que la segunda se refiere
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Figura 5.2: Cuadriculas para la Terminal A

a dos valoraciones distintas para diferentes cuadriculas. Esto nos sugiere natural-
mente el uso de modelos de tipo Bayesianos y la consideracién de las frecuencias
con las que se acontecen los delitos (datos que estan a nuestra disposicién). Tam-
bién tuvimos en cuenta el flujo de pasajeros habitual en los distintas cuadriculas
(pues en principio, a mayor densidad de personas es mayor la probabilidad de que
se cometa un hurto), y lo incorporamos como una variable de la que dependen los
pagos del juego junto con los datos de ocurrencia de delitos, ponderados respecto
a qué tan recientes fueron. De esta manera quedan determinadas las matrices de
pago para cada zona y para cada franja horaria, que dependen linealmente del
flujo de pasajeros y cuadraticamente de la cantidad de delitos cometidos en cada
cuadricula, teniendo en cuenta las ponderaciones definidas por la DICA: méxima
ponderacion para una semana hacia atras, media para una semana a un mes, y
menor ponderacién para los delitos ocurridos un mes hacia atrés.

Es importante aclarar que la actualizacién de los datos de delitos se hace au-
tomaticamente mediante la integracién de nuestro software con el sistema de la
PSA que contiene dicha informacién, que estd diferenciada por horario de ocurren-
cia del delito y ubicacién. Como las matrices de pago son en principio distintas para
cada horario, en cada caso nuestro sistema plantea un modelo de programacion
lineal diferente.

El modelo que utilizamos es similar al MJS que definimos en la seccion 4.2.
Presupusimos dos tipos de atacantes diferentes, pero éstos se esperan en distintas
zonas del aeropuerto para las que resolvemos modelos independientes, con lo cual
asumimos un solo tipo de seguidor.
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Las variables del modelo son x; para t € T' que nos indicaran las probabilidades
optimas con las que cubrir cada target ¢, a; un vector de ceros con un uno indicando
el objetivo que atacara el seguidor y, por 1ltimo, ¢ y D son variables auxiliares que
indicaran, segin la primer y segunda restricciéon, los pagos éptimos del atacante y
defensor, respectivamente.

Los pardmetros del modelo son los pagos del juego. En las matrices Uf(t) y
Ud(t) estan los pagos del defensor cuando el target t estd cubierto y descubierto,
respectivamente; del mismo modo, U, representa los pagos del atacante.

max D
x,a,D,q
s.a. Uz, + U (1 —2,)> D — M(1 —a) teT

0>q—US(t)x, — UIt)(1 —x) > M(1 — a,) teT
Zat =1, ac{0,1}7
teT
th =m,0<z<1
teT
D,q, M € R

Una vez que resolvimos el modelo debemos reconstruir, a partir de x, un vector
(ps)ses con las probabilidades 6ptimas con las que debemos asignar algin recurso
a cada schedule. Para esto, observemos primero que, segin la cuarta restriccion,
> ter Tt = My veamos con un ejemplo cémo hacer esta reconstruccion.

Supongamos que estamos en el caso particular en que tenemos 2 recursos y
3 objetivos que cubrir. Supongamos que corrimos el modelo y obtuvimos como
solucion 6ptima las siguientes probabilidades de cubrimiento: xy = 0,7, x5 = 0,8
y 23 = 0,5. Procedemos de la siguiente manera, ubicando en columnas de alto 1
los valores obtenidos, “cortando” las columnas para no excedernos:
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Optimal sol.: - X2=0.8 _

P3
P2

Py

Segun la cuarta resticcion, debemos sumar exactamente 2, por lo tanto com-
pletamos 2 columnas. Ahora seccionamos como en la figura, obteniendo 3 regiones:
la correspondientes a cada uno de los schedules posibles: p; = 0,5 sera la probabi-
lidad de cubrir s = {1,2}, p, = 0,2 la correspondiente a s = {1,3} y p3 = 0,3 la
de cubrir {2,3}. De esta manera reconstruimos un vector éptimo p que satisface
las probabilidades 6ptimas con las que cubrir cada recorrido.

El modelo es resuelto, y mediante el procedimiento descrito reconstruimos p:
ahora tenemos la informacion suficiente para definir computacionalmente una dis-
tribucion de probabilidades éptima con la cual designar un tiempo de cubrimiento
concreto a cada recorrido para el turno que se esté programando. Con estos tiem-
pos concretos, generaremos una distribucion de los recursos a cada cuadricula para
todas las franjas horarias, para luego escribir un reporte de turno que sera leido y
ejecutado por el encargado de la designacion.

5.3. El software

El software debia ser capaz de recibir los parametros sobre los cuales definimos
el problema y a su vez devolver al usuario un reporte final que indicara como distri-
buir el personal en los sectores del aeropuerto. El modelo Stackelberg explicitado
en la seccion anterior forma parte del back end del software que fue desarrolla-
do como objetivo final de este proyecto. Los componentes tecnoldogicos utilizados
en la construccién de este software fueron C# como lenguaje de programacion,
sobre un entorno Microsoft .NET Framework 4.2 y tecnologia Winforms para la
construccién de aplicaciones de cliente pesado.

El médulo front end constituye la interfaz grafica a través de la cual el usuario
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g Médule de interfaz de usuario g Médulo de back end
1
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Figura 5.3: La Arquitectura del Software

82



Emanuel Javier Ferreyra TESIS DE LICENCIATURA

de la aplicacion interactia con el sistema, en el que se distinguen naturalmente el
ingreso y la salida de datos. Para dicha interfaz, se utiliz6 tecnologia ASP.NET
(Webforms).

El personal encargado de la planificacién asignara la cantidad de oficiales dis-
ponibles al comienzo del turno a cada area del aeropuerto y modificard, si es
necesario, el flujo de pasajeros en las zonas del aeropuerto para las diferentes fran-
jas horarias, que puede ser bajo, medio o alto. Ambas funciones estan disponibles
en la aplicacién. Complementariamente, el sistema cuenta con una base de datos
con la informacién georreferenciada de los delitos ocurridos. Para ello, fue defini-
do el siguiente modelo de datos, utilizando Entity Framework Versién 6, bajo el
esquema Code First. Esto permite contar con un modelo de persistencia eficiente,
que facilita las tareas de programacion. El modelo fue utilizado “detras” de todas
las pantallas como mecanismo de almacenamiento de datos. La base de datos que
recibe la informacién es SQL Server Compact Edition Versién 4 y estd integrada
al sistema SIGIPOL en el que se llevaba un registro digital de los delitos, lo que
permite una actualizacion inmediata de nuestro sistema desde la base de datos de

la PSA.

El componente de salida de datos es responsable de la visualizacion de la solu-
cion generada por el sistema, el reporte de turno que explicita a qué cuadriculas
del aeropuerto asignar los recursos disponibles.

El médulo back end se encarga de traducir la informacién ingresada por el
usuario a un modelo de Juego de Stackelberg. Este modelo es resuelto por un Sol-
ver de programacién lineal entera, es decir, componentes de software que contienen
algoritmos capaces de resolver modelos de programacion lineal entera, encapsula-
dos como librerfas. En nuestro caso, utilizamos SCIP en su versién 3.1.0 [1]. La
solucién generada por el solver es una distribucién de probabilidades. A partir de
esta solucién, se genera un modelo explicito mediante un sampleo de dicha distri-
bucion, con asignacion de recursos concretos a ubicaciones de patrullaje concretas.
Este resultado es informado al médulo Salida de datos, de forma tal de que éste
construya una visualizacion de la misma para el usuario.

Se ajusto el modelo para su ejecucion por franjas horarias. Esto es, la apli-
cacion realiza actualmente una ejecucién para cada franja horaria, tomando en
consideracion los recursos disponibles para esta franja. Se procede de esta manera
en forma analoga a lo realizado en el Aeropuerto de Los Angeles en los trabajos
tomados como referencia.

El software debe recibir por unica vez la carga de los datos de zonas y cuadricu-
las del Aeropuerto, en conjunto con imagenes y mapas para una visualizacion ami-
gable tanto de la planificacién previa como del reporte de turno generado. Esta
caracteristica es notable, puesto que la misma aplicaciéon, con una carga inicial
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Figura 5.4: La pantalla principal de la aplicacion

pertinente, podria servir para realizar un trabajo similar en sectores del Aeropuer-

to que no fueron considerados en esta primera instancia o, mejor atun, en otros
Aeropuertos.
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Conclusiones e investigaciones
futuras

A lo largo de este trabajo hemos tratado la Teoria de Juegos clésica, analizando
ambas formas de representar el juego: normal y extensiva. En ambas hemos hablado
tanto de los juegos simultaneos como jerarquicos, y analizado particularmente los
juegos Stackelberg y los equilibrios que hemos considerado como soluciones éptimas
para el lider tanto en estrategias puras como mixtas. Discutimos sobre las ventajas
de cada forma y sobre la existencia de soluciones, ademés de los métodos para
encontrarlas. Diferenciamos los casos de informacion completa e incompleta, y el
caso particular de los juegos Bayesianos, alcanzando suficiente generalidad tedrica
sobre la que sustentarnos. En el tercer capitulo relacionamos los primeros capitulos
y convergimos a la soluciéon sobre la que desarrollariamos la teoria de optimizacion:
el equilibrio Stackelberg fuerte.

El cuarto capitulo trata los temas de investigaciéon en curso, muchos de los
trabajos tomados como referencia son actuales, combinando un anélisis teérico de
los métodos planteados para encontrar las soluciones, distintas formulaciones de los
problemas y un impacto social considerable debido a la eventual aplicacion de la
teoria en el mundo real. En esta linea hay todavia una gran variedad de problemas
abiertos, cuando imponemos mas restricciones en los problemas la existencia de
soluciones ya no esta garantizada y mucho menos la eficiencia de los algoritmos
con los que las buscamos.

La teoria desarrollada en cuanto a la aplicacion de modelos Stackelberg pa-
ra resolver problemas de seguridad excede claramente lo que fue necesario para
disenar el motor de la aplicacién llevada a cabo para el Aeropuerto de Ezeiza, po-
sibilitando mejoras sustanciales en su funcionamiento siempre que se pueda hacer
un relevamiento satisfactorio sobre su rendimiento. El primer paso serd extender
su uso a los sectores privados del acropuerto, y la agregacion de tareas de fondeo y
camaras. En una segunda instancia, y supeditados a un estudio pertinente, el agre-
gado de incertezas en el modelo via una relajacion de la racionalidad de los agentes
y distorsién de la observacion de los seguidores de la estrategia del defensor.
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Actualmente, el software se encuentra instalado y en etapa de recopilacion de
datos, tanto de los delitos cometidos y del indice de imputabilidad como de los
reportes entregados por la aplicacién. En cuanto estén a nuestra disposicion los
datos de los delitos podremos analizar en una primer instancia si éstos se vieron
modificados de alguna manera. Luego, hay que cruzar estos datos con los reportes
generados los dias que acotencieron los delitos, para poder analizar si habia o no
asignado un recurso a dicha cuadricula, estableciendo las frecuencias en ambos
casos. En conjunto con los datos de imputaciéon podremos determinar la existencia
y orden de la incerteza de ejecucién que afecta a nuestro modelo, para incorporarla
a este y asemejarlo més fielmente a la realidad.

Maés alla del impacto cuantitativo en la reduccién de los delitos, el software
significé un avance administrativo muy importante para la PSA y la adaptabili-
dad con la que cuenta el sistema para ser utilizado en otros aeropuertos resulta
prometedora para trabajos futuros.
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