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Resumen

En esta tesis se estudian el problema de la determinacién de los ga-
nadores y el problema de la asignacién 6ptima, en términos de la maxi-
mizacién del ingreso, en una subasta Multiunitaria de Procuracién Publi-
ca. En primer lugar hacemos un resumen de la teorfa microeconémica e-
lemental de subastas y de subastas por Combinaciones en tanto mecanis-
mos. Aqui incluimos una definicién de las clases més frecuentes de subas-
tas y citamos los trabajos mdas importantes en el tema, y hacemos foco en la
intrinseca interdisciplinariedad de este tema, en el que intervienen la Mi-
croeconomia, la Computaciéon Cientifica, la Programacién Matemadtica y la
Investigacion Operativa.

Citamos dos ejemplos de licitaciones de procuracién, uno de los cuales
destacamos por tratarse de un mecanismo implementado en otro pais emer-
gente que resultd en una mejora substancial del bien procurado con un au-
mento de precio sensiblemente menor que el pronosticado en principio.

En el contexto de la Computaciéon Cientifica, redactamos las generali-
dades de la teoria de Complejidad Computacional y establecemos la ter-
minologia, definiciones y propiedades necesarias para luego poder discu-
tir los dos problemas de Optimizacién Combinatoria asociados a una Su-
basta por Combinaciones, el Problema de la Determinacién del Ganador y
el problema de la Optimizacién del Ingreso. Estos problemas son formal-
mente definidos para después demostrar que pertenecen a una clase de
problemas computacionales muy duros de tratar en el caso general.

Respecto de la aplicacién que nos ocupa al final del trabajo, nos pro-
ponemos modelizar y resolver una licitaciéon ptblica en la que el Gobierno
de la Ciudad de Buenos Aires se procura conexiones de acceso a la red In-
ternet por parte de ciertos proveedores de este servicio que operan actual-
mente en la Ciudad. Proponemos un modelo y un disefio originales que
explotan ciertas caracteristicas distintivas de la instancia que trabajamos.
Para la resolucién implementamos una instancia de Programacién Lineal
Entera (ILP, en inglés, Integer Linear Programming) que obtiene la solucién
Optima en fracciones de segundos. El modelo disefiado fue utilizado por el
Gobierno de la Ciudad en la licitacion realizada a fines de 2008.
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Abstract

In this graduation thesis we study the winner determination problem
and the optimal assignment problem, in terms of the maximization of the
revenue, in a Multi-unit Public Procurement Auction. First we make a sur-
vey of the elements of the economic theory of auctions and combination-
al auctions as mechanisms. Here we include a definition of the canonical
classes of auctions and we cite the most important works in this area. We
focus in the condition of this topic of being inherently interdisciplinary,
in which intervene Economics, Computer Science, Mathematical Program-
ming and Operations Research.

We survey two examples of procurement auctions, one of which is an
example of a mechanism implemented in an emergent country that result-
ed in a substantial improvement of the goods procured with an increase of
the price which is very lower than those suggested by the price trends in
the first place.

In the context of Computer Science, we develop the generalities of the
Computational Complexity theory and we state the terminology, defini-
tions and properties needed to the discussion of the two Combinatorial Op-
timization problems involved in a Combinational Auction, the Winner De-
termination Problem and the Revenue Optimization problem. These prob-
lems are formally defined and later demonstrated to belong to a class of
problems that are very hard to treat in the general case.

Finally, we consider a real-world application, where we intend to model
and solve a public auction in which the Government of the City of Buenos
Aires seeks a procuration of Internet connections from certain private pro-
viders. We propose an original model and an original design that exploit
certain distinctive characteristics of the instance we’ve worked in. For the
resolution we developed an Integer Linear Programm finding the solution
within a second. The designed model was used by the Government of the
City of Buenos Aires in the tender carried out in 2008.
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Capitulo 1

Subastas - Subastas por
Combinaciones

Los tratamientos tedricos de las subastas usualmente analizan situa-
ciones en las cuales hay un bien en particular a ser comprado o vendido
y la pregunta es qué formato de subasta utilizar, en funcién de los resulta-
dos deseados. El disefio y la implementacién de subastas para su aplicacién
en el mundo real, sin embargo, son problemas necesariamente mucho mas
abarcativos ([2], [34], [36]).

El caso paradigmatico es la subasta de procuracién de bienes. Por ejem-
plo, cuando un gobierno decide comprar un bien o adquirir un servicio en
forma global, debe decidir los tamafios de las distintas regiones a ser bene-
ticiadas, qué garantias de desempefio requerir y a qué niveles, como medir
y eventualmente premiar la calidad, si tomar en cuenta las diferencias en
performances pasadas de proveedores y en caso afirmativo como hacerlo,
etc. Se observa entonces la necesidad de resolver problemas adicionales
surgidos de la préctica ([37]).

A menudo estas decisiones de presentacién o empaquetado, que estable-
cen qué serd vendido o comprado en la subasta y como seran comparadas
las pujas, se encuentran entre las decisiones mds criticas que hace el subas-
tador. Es de esperar que, en el caso de una procuraciéon gubernamental, si
el gobierno decide especificar que las pujas ofreciendo un servicio deben
cubrir grandes porciones de territorio, entonces los pequefios proveedores
serian efectivamente excluidos e impedidos de pujar. Al mismo tiempo, los
grandes proveedores, presentando economias de escala al servir a un gran
mercado, podrdn dar sefiales de una reduccién de costos al disminuir sus
pujas (notar que en este caso una puja consiste, en la préctica, en pedir un
precio a cambio de un determinado servicio). Entonces, dados estos efectos
de compensacién entre proveedores de distinta envergadura, seria impor-
tante establecer las areas de provisioén de servicio para no cercenar desde el
comienzo las posibilidades de participantes significativos.
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CAPITULO 1. SUBASTAS - SUBASTAS POR COMBINACIONES 4

Quien tenga un objeto para vender, a menudo desea venderlo al mayor
precio que pueda obtener. En ocasiones existe un mercado establecido que
se encarga del problema de la determinacion de precios, fuera del alcance
de quien pone un bien en venta. Pero bajo ciertas condiciones, la situacién
puede reducirse a una que en microeconomia se conoce como problema
principal - agentes. Un ejemplo de esto es una subasta, en la que el subas-
tador es el principal y los participantes son los agentes. Decimos entonces
que el mecanismo elegido por el principal para asignar bienes es una subasta ([24],
[31]). El término licitacion, que también usamos, refiere a un caso particular
de subasta, en el que hay un marco legal publico y que mayormente se
implementa en el contexto gubernamental para la procuracién de algin
bien o servicio.

La teoria de subastas se encuentra entre los temas mads influyentes es-
tudiados en economia durante los tltimos cuarenta afios. Las subastas for-
mulan y responden ciertas preguntas fundamentales de esta ciencia, como
lo son “;quién deberia obtener los bienes y a qué precios?” Al responder es-
tas cuestiones, las subastas proveen el micro-fundamento de los mercados,
es decir explican el resultado agregado en funcién de los comportamientos
individuales, donde por resultado agregado se entiende la asignacién final
de los recursos de la economia: la lista de agentes, los recursos iniciales de
cada uno y las caracteristicas de los agentes (valuaciones, utilidades, pre-
ferencias). De hecho muchos mercados modernos estan organizados como
subastas ([27]).

Veamos los tipos de subasta simple comtinmente considerados ([6], [23],
[30], [41]). En el apéndice A presentamos y demostramos resultados impor-
tantes de la teoria de subastas que en particular vinculan a todos ellos.

Subastas de primer precio, a sobre cerrado Este es el formato estandariza-
do de subastas para licitaciones gubernamentales. Cada comprador poten-
cial determina y envia su puja de manera privada. El subastador se encarga
de vender el objeto a quien haya hecho la puja mas alta, y se lo vende exac-
tamente al precio que este tltimo haya comunicado (el subastador nece-
sita eventualmente definir alguna nocién de ruptura de empates; se suele
asumir que se sortea el ganador de manera aleatoria de entre aquellos que
hayan presentado la puja més alta).

Subastas Inglesas Un substador invita a hacer pujas (orales). Las pujas
contintian hasta que nadie esté dispuesto a continuar subiendo el precio.
Si nadie interrumpe con una nueva puja, entonces el objeto es asignado a
quien haya hecho la dltima (mayor) puja.



CAPITULO 1. SUBASTAS - SUBASTAS POR COMBINACIONES 5

Subastas Holandesas El subastador comienza anunciando un precio alto.
Este precio es entonces decrementado gradualmente (puede ser automatica-
mente, con un reloj) hasta que un postor llama a la detencién. El primer
participante en hacer el llamado adquiere el bien al presente precio en el
momento de su intervencion.

Subastas Todos-Pagan Las pujas se efecttian como en una subasta ingle-
sa, siendo el mayor postor quien se lleva el bien, pero todos pagan su puja
mads alta, incluyendo a todos aquellos que no son ganadores de ningtn
bien.

Subastas de Vickrey Las subastas de segundo precio fueron por primera
vez propuestas y analizadas por William Vickrey en 1961, afio en que es-
cribié el articulo de teoria de juegos pionero en subastas. Hoy en dia cons-
tituye el paradigma econémico predominante para pensar las subastas.
Vickrey sostenia la necesidad del uso de subastas disefiadas especialmente
cuando se trata de bienes ptublicos importantes (Vickrey [47], [48]). En una
subasta de Vickrey el bien es vendido al postor mds alto, pero al precio de
la puja perdedora més alta. Este sera el sequndo precio més alto, a menos
que hubiera un empate para el primer lugar, en cuyo caso el ganador seria
designado aleatoriamente de entre los mejores postores. Se asume que las
pujas son enviadas simultdneamente por todos los postores usando el me-
canismo de sobre cerrado y por esto se identifica una subasta Vickrey con
una subasta de segundo precio a sobre cerrado.

Ver en el apéndice A las definiciones de beneficio (payoff) y estrategia do-
minante.

Teorema 1.1. (Vickrey 1961) En una subasta de segundo precio, para todo jugador
J es una estrategia dominante el pujar su verdadera valuacion v;. Es decir, si b;
es la puja de j, entonces sea como pujen los otros jugadores, es Optimo para j
establecer b; = v;. Mds aun, la subasta de sequndo precio es eficiente.

Demostracién. Ver el Teorema A.1 en el apéndice A. O

Teorema 1.2. (Vickrey 1961) La Subasta de Segundo Precio y la Subasta Inglesa
resultan en un payoff equivalente para todos los jugadores.

Demostracion. Ver el Teorema A.6 en el apéndice A. O

Teorema 1.3. (Vickrey 1961) Cuando las valuaciones {v;} son tomadas aleatoria-
mente de manera independiente de una misma distribucion con funcién de dis-
tribucién acumulada F y con soporte en [0, 1] (esto es, Fy = ... = Fy, hipétesis
que llamaremos de simetria) entonces la subasta high bid (primer precio a sobre
cerrado), la subasta de segundo precio, la subasta inglesa, la subasta holandesa y la
subasta todos pagan son todas equivalentes en términos del payoff.



CAPITULO 1. SUBASTAS - SUBASTAS POR COMBINACIONES 6

Demostracion. Ver el Teorema A.7 en el apéndice A. O

A continuacién probaremos que, bajo no muy restrictivas hipétesis, la
subasta de segundo precio es la 7inica subasta eficiente tal que el pago que
efecttia un postor ganador no depende de su puja, a menos de una expre-
sién sumada al pago de cada jugador j, que no depende de b;, la puja de
J-

Teorema 1.4. Supongamos que para todo j, vj pueda tomar cualquier valor en
[0,1]. Entonces una subasta es eficiente y pujar verazmente es débilmente domi-
nante si y sélo si valen (a) el postor mds alto gana y (b) para todo jugador j el pago
p; satisface
- méxz;bi+ti(b_y), sijgana;
Pi= ), si j pierde.

para cierta funcién t;, donde b_; es el vector de pujas con b; excluida.
Demostracién. Ver el Teorema A.3 en el apéndice A. O

La regla por la cual los ganadores pagan un segundo precio, o un primer
precio perdedor, puede parecer contraproducente a primera vista, en térmi-
nos de la maximizacion del ingreso del subastador, puesto que el partici-
pante ganador ha expresado una volutad de pagar un precio mayor. Sin
embargo, no hay que perder de vista que esta idea afecta drdsticamente
las motivaciones y los comportamientos de cualquier postor. Los postores
adaptan su comportamiento a las reglas de juego determinadas por el su-
bastador: cudn alto pujen los participantes depende de qué tipo de subasta
es usado. En este caso, deberia resultar intuitivo que los jugadores en una
subasta de segundo precio presentardn pujas estrictamente mayores que
las que presentarian en una de primer precio, pues en caso de ganar sélo
tendrian que pagar algtin precio menor que el que comunicaron. Como fun-
damento formal a lo que acabamos de decir, en su articulo de 1961 Vickrey
probd un teorema de neutralidad del ingreso, que afirma que bajo ciertas
hipétesis la subasta de segundo precio resulta en el mismo ingreso prome-
dio para el subastador que aquel en el que resultaria una subasta de primer
precio a sobre cerrado.

Teorema 1.5. Asumimos las hipétesis del Teorema 1.3 y suponemos que

vo J (v) > 0, (1.1)
donde L ()
J(v)=v— Wv)ﬂ

Entonces cualquiera de las subastas del Teorema 1.3 maximiza el ingreso esperado
del subastador, siempre que el subastador defina un precio de reserva v* tal que
J(v*)=0.
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Demostracion. Ver el Teorema A.8 en el apéndice A. O

La indagacién/investigacion original de Vickrey traté tanto acerca de
subastas de un sélo item como de subastas de multiples items idénticos,
proveyendo un mecanismo en el cual es una estrategia dominante para los
postores el reportar sus valuaciones verazmente y en el que los resultados
son eficientes!. Para un sélo item, al mecanismo se lo menciona como la
subasta de segundo precio a sobre cerrado, o simplemente como la subasta
Vickrey.

En presencia de las reglas de la subasta de Vickrey, un postor ganador
no podria nunca cambiar el precio que paga ni hacer que este tltimo se vea
afectado, asi que no hay incentivos para que ningtin postor tergiverse su
valuacién. Desde la perspectiva del postor, el monto de su puja determina
solamente si gana, y s6lo comunicando su valuacién verdadera puede estar
seguro de, en caso de ganar, pagar a lo sumo el precio que estaba dispuesto
a pagar.

En el tratamiento original de Vickrey del caso de items mdltiples de
un bien homogéneo, que puede estar disponible tanto en cantidades con-
tinuas como discretas, se asume que cada postor tiene valores marginales
mondtonos no crecientes para el bien. Por ejemplo, como pasa en la siguien-
te asignacién definida de las cantidades de items ganados en los precios
pagados (como suma de precios unitarios):

. . P .
cantidad de bienes — precios

P
n — pn

n+k—2spn+ (p—06)k

donde § es un niimero no negativo y estrictamente menor que p, definido
por supuesto por cada participante en funcién de n y de k.

Los postores envian simultdineamente pujas cerradas que constituyen
curvas de demanda®. El subastador combina las curvas de demanda indivi-
duales de manera usual para determinar una curva de demanda agregada

!Se dice que la implementacién de un mecanismo es eficiente cuando a cada bien se lo
lleva quien deberia llevarselo, es decir, quien realmente haya valuado cada bien de manera
maximal. Si la implementacién del mecanismo asigna el bien ¢ al postor j al precio p, exis-
tiendo un resultado posible que mantenga la misma asignacién de todos los bienes salvo
para i, asignado en este caso a un postor j' distinto de j que haga una valuacién p’ >
p, entoces este dltimo resultado devendria en un ingreso mayor para el subastador, y la
implementacién primera no seria eficiente

2Aqui cometemos un abuso de terminologia. Es usual reservar las palabras “oferta” (o
curva o funcién de oferta) y “demanda” para funciones bien definidas del precio de mer-
cado. En el caso de una subasta, sea para vender o para comprar (procuracién) no existe
un precio definido hasta que no se hagan efectivas las pujas, y en este caso sélo para el
adjudicado quedard bien definido el precio.
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y un precio de equilibrio para una cantidad fija de unidades. Cada pos-
tor gana la cantidad demandada de bienes si esta se realiza en el precio
y la asignacién de equilibrio. Sin embargo, en vez de pagar el precio con
que pujo, un postor ganador paga el costo de oportunidad por las unidades
ganadas.

Ver en el apéndice A una formalizacién del mecanismo VCG.

Teorema 1.6. En el mecanismo VCG, pujar verazmente (ie. b; = v;) es una
estrategia dominante para cada jugador j.

Demostracién. Ver el Teorema A.2 en el apéndice A. ]

El mecanismo puede ser usado como un mecanismo para vender (una
subasta cldsica) o bien como un mecanismo para comprar (una subasta “re-
versa”). Descripta como una subasta clasica, los compradores pagan con
un descuento en relacion al precio de equilibrio. Descripta como una su-
basta reversa, los vendedores reciben primas en comparacién con el precio
de equilibrio. Como fue mencionado mas arriba, una de las principales vir-
tudes del mecanismo es que las conclusiones no son sensibles a las asun-
ciones acerca de qué puedan saber los postores acerca de las valuaciones y
estrategias de los demads. No obstante, una razén obvia para el desuso del
mecanismo de Vickrey en aplicaciones de gran escala con diversos items es
la misma que para otras subastas en combinaciones o por paquetes: la com-
plejidad en todos los aspectos de su implementacién ([7], [33], [43], [44]).

En su trabajo, Vickrey mostré con un ejemplo de modelo lo que luego
se probaria en forma general como el teorema de equivalencia de ingresos, que
establece que dados distintos mecanismos de subasta, si estos definen la
misma asignacién de bienes, entonces producen el mismo ingreso al subas-
tador (ver las secciones 3.3.1 y 3.4.1 para las definiciones de asignacién de
bienes e ingreso del subastador).

Decisiones que definen una subasta Las razones por las cuales usar su-
bastas como mecanismo para asignar bienes son usualmente las siguientes:

= Las subastas son rdpidas.
= Son dificiles de corromper.

» Ayudan a revelar las preferencias, a obtener informacion acerca de las
valuaciones de los compradores ([8]).

Los economistas destacan la tercera de estas razones, que se da porque
los participantes estdn forzados a poner su dinero en los bienes por los que
expresaron interés.
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En primer lugar, quien decide instanciar una subasta ha rechazado ya
un ntimero de alternativas importantes, por ejemplo, la de publicar un pre-
cio y esperar por alguien que compre el bien a ese precio. Decidirse por
una subasta significa decidirse por un proceso relativamente formal para
vender o adquirir bienes.

Las siguientes son cuestiones importantes para resolver al momento de
disefiar e implementar una subasta.

(Qué se vende? Quizds lo primero que hay que decidir al optar por
hacer una subasta sea qué precisamente es lo que se pone en venta (o se
adquiere). En el caso de la subasta de licencias tal vez también haya que de-
cidir qué usos deberfan autorizarse para cada licencia. En este caso un par-
ticipante ganador atin tiene que probar que esté legalmente calificado y los
competidores pueden objetar y retrasar el otorgamiento de una licencia. Por
ejemplo, en una subasta de bancarrota el subastador puede necesitar de-
cidir si vender una compafiia entera como una unidad o subastar el conjun-
to de todos los bienes individuales que la conforman en forma simultanea,
qué garantias ofrecer concernientes a las condiciones fisicas de sus bienes,
qué términos y condiciones de financiamiento requerir, cudnto tiempo con-
ceder a los compradores para alcanzar los requisitos de aprobacién para la
adquisicion de los bienes.

(Quién debera participar? Una segunda decisién que debe hacer al-
guien que organiza una subasta es quién puede presentar pujas. ;A cual-
quiera le esta permitido pujar? Si no, ;qué certificaciones, cualidades, seran
requeridas?

Coémo serdn comparadas las pujas en pos de seleccionar al ganador. Si la
calidad del participante es importante, esta tiene que ser definida, medida
de alguna manera y probablemente restringida.

Cémo serd puesto el precio. Si ha de haber una transaccién luego de la
determinacién de los ganadores, cémo se definird el precio de los bienes de
antemano. Una opcién es que sea el monto de la puja ganadora, como en
el caso de las subastas standard a sobre cerrado, mientras que otra opcién
es que sea el monto de la mejor puja perdedora, como en las subastas de
segundo precio (Vickrey Auctions), como vimos anteriormente.

(Qué informacion se revelard y cuando? Finalmente, ;qué informacién
se revelard después de la subasta? Para la discusién de que se ocupa el
presente parrafo definimos el siguiente término ([13]).

Definicién 1.1. Una colusion es un pacto ilicito en dafio de un tercero.

En una secuencia de subastas involucrando a los mismos postores (su-
bastas a mds de una ronda), revelar regularmente las pujas perdedoras al
término de cada ronda puede ayudar a los jugadores a hacer colusién para
las rondas siguientes, por ejemplo, turndndose. En contraposicién a esto,
mantener las pujas en secreto por tiempo indeterminado puede ayudar
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justamente a tapar alguna posible colusién. De manera que el asunto in-
volucra no sélo determinar qué informacién revelar sino también cuando
hacerlo.

Modos de pensar las subastas Los tedricos de los juegos construyen mo-
delos analiticos de subastas, usualmente de subastas simples aisladas. En
estos modelos se calculan equilibrios de Nash, en el caso de subastas con
valores privados: un equilibrio de Nash en un modelo de subastas es un
conjunto de estrategias para cada jugador tal que ningtn jugador tiene na-
da que ganar mediante cambios unilaterales de sus estrategias. La impor-
tancia de calcular estos equilibrios se debe precisamente a que las subastas
de valores privados se modelan como juegos no cooperativos. En una su-
basta que no sea de Vickrey, ademads, no necesariamente existen estrategias
dominantes.

Definicién 1.2. Decimos que una subasta es de pagos balanceados si

N
ij =0,
j=1

donde p; es el pago que realiza el jugador j.

Teorema 1.7. Supongamos que {v;}, las valuaciones de cada jugador j, sean
aleatorias e independientes cada una de una distribucion con funcion de distribu-
cién acumulada F; y con soporte en [0, 1]. Entonces existe una subasta eficiente y
de pagos balanceados en la que pujar verazmente constituye un equilibrio Bayesiano.

Demostracion. Ver el Teorema A.4 en el apéndice A. O

Teorema 1.8. Bajo las hipdtesis del Teorema 1.7, dadas dos subastas tales que, en
equilibrio Bayesiano, (a) para todo j y v;, la probabilidad de ganar para un jugador
J con valuacion v; es la misma en ambas subastas, y (b) para todo j, el monto que
paga el jugador j con valuacion 0 es la misma en ambas subastas, entonces, para
todo j y v;, el pago esperado de equilibrio para el jugador j con valuacion v; es
el mismo en ambas subastas.

Demostracion. Ver el Teorema A.5 en el apéndice A. O

Como las subastas involucran incertidumbre y los postores habitual-
mente tienen informacién privada, estas estrategias no son las pujas pro-
piamente dichas, sino funciones de la informacién privada del postor, que
a menudo es su estimacion del valor de los items (o del costo, en el caso de
subastas reversas para adquirir bienes).

La investigacion operativa/management science presenta modelos orien-
tados a la decision. A diferencia de los tedricos de los juegos, los investi-
gadores operativos no se sienten obligados a limitar sus modelos analiticos
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a unos en los cuales todos los jugadores se comporten exactamente de ma-
nera Optima. Se asume que los agentes usan “reglas del pulgar” simples
pero plausibles, en lugar de ser optimizadores perfectamente racionales.

Subastando miltiples items La literatura de teoria de juegos comenzé a
hacer foco en subastas de mdltiples items luego de 1994, cuando los teéri-
cos de los juegos se vieron involucrados en el disefio de las subastas de
la Comisién Federal de Comunicaciones en Estados Unidos (Federal Com-
munications Commission -FCC- auctions, Klemperer, 1999, [17], [23]).

La subasta de mdltiples items implica problemas adicionales de los
que ocuparse. Por ejemplo, se tiene que decidir si los items se subasta-
ran simultdneamente o secuencialmente (o en una secuencia de subastas
simultdneas de menor nimero [40]).

Si los items son subastados simultdneamente, también hay que decidir
si se permitird a los postores pujar por combinaciones de items. En caso
afirmativo, ademas, jserd permitida cualquier combinacién? En el caso de
no permitirse todas las combinaciones posibles, el subconjunto de combi-
naciones permitidas también debe estar bien definido.

Si los items en subastas son idénticos, la aceptacion de curvas de demanda
como pujas, o lo que en nuestro caso serdn tramos tarifarios, forma parte
del disefio, v. g. “100 items a un precio de hasta $1000 y 20 més a $990”.

Las subastas por combinaciones son aquellas subastas en las que los
postores efectivamente pueden establecer pujas por combinaciones de i-
tems, llamados “paquetes”, en vez de sé6lo hacerlo por items individuales
y su estudio es inherentemente interdisciplinario. En primer lugar las su-
bastas son un tépico importante de la microeconomia. En segundo lugar, la
posibilidad de hacer pujas por paquetes lleva el trabajo al area de la inves-
tigacion operativa, y hace especialmente necesarias las técnicas de la opti-
mizacién combinatoria y la programacion matematica; de hecho los inves-
tigadores operativos también fueron contribuyentes activos a los primeros
trabajos en subastas (Friedman 1956 [19] y Rothkopf 1969 [39]) y la mayor
parte del trabajo temprano en subastas apareci6 por primera vez en revis-
tas de investigacion operativa. Por tltimo, la computacién cientifica inter-
viene ocupdndose de la expresividad de los distintos lenguajes de pujas
y de los aspectos algoritmicos y de complejidad computacional del pro-
blema de optimizacién combinatoria. Ha habido un aumento significativo
de investigacion acerca de la determinacién de los ganadores en subastas
por combinaciones (Sandholm, 2002). El estudio de las subastas por com-
binaciones esta por esto situado en la interseccién de la economia con la
investigacién operativa y la computacion cientifica.

Las subastas por combinaciones pueden ser estudiadas en un amplio
rango de entornos de subastas, determinados por caracteristicas impor-
tantes como la cantidad de vendedores y compradores, la cantidad de bie-
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nes puestos en venta, las preferencias de las partes, y el tipo de informa-
cién privada que cada participante tenga acerca de las preferencias de los
demads. Se puede escribir como observaciéon que la mayoria de los entornos
de subasta tienen tanto elementos de valores comunes como privados.

La ventaja de las Subastas por Combinaciones (CAs) es que los par-
ticipantes pueden expresar sus preferencias mas plenamente. Esto es par-
ticularmente importante cuando los bienes son Complementos. Los merca-
dos combinatorios en general, en los que las pujas pueden ser expresadas
en paquetes de items pueden ser mecanismos de coordinaciéon deseables
econémicamente en sistemas multiagente donde los items son complemen-
tos y al mismo tiempo substitutos.

El componente clave es que cada postor pueda expresar de manera mas
completa su interés y pujar por paquetes de items. Recientemente, variadas
industrias han utilizado subastas por combinaciones. Por ejemplo, han sido
usadas para industrial procurement (determinacién de precios y cantidades
en un mercado de bienes industriales), y han sido propuestas para la venta
de slots de arribo y partida de aeropuertos como asi también para la asig-
nacién de epectro radial para servicios de comunicacién inaldmbrica ([15],
[17], [38]). En cada caso, la motivacién preponderante para usar subastas
por combinaciones es la presencia de complementariedades entre los bie-
nes, es decir que la suma de las utilidades de dos bienes por separado es
menor que la utilidad del conjunto de ambos bienes: u({j1}) + u({j2}) <
u({J1,j2}), que difieren de un postor a otro ([5]).

Se asume que el objetivo del subastador es la optimizacién de los ingre-
sos que devengan de la subasta. Si esto es asi, el trabajo de optimizacién
a ser llevado a cabo una vez que una lista de posturas es enviada puede
ser formulado a menudo como un problema de programacién entera. Si se
permiten pujas por cualquier combinacién de items, entonces este computo
puede volverse inmanejable, al menos en instancias del “peor caso” ([20]).

1.1. Definiciones y notaciones basicas. Hipdtesis

Subasta Multiunitaria - Multiunit Auction Subasta por combinaciones
en la que se ponen a la venta conjuntos de items idénticos. Los postores
expresan la cantidad deseada de cada tipo de item.

Subasta Inversa - Reverse Auction Subasta para comprar bienes o ser-
vicios. Hay un comprador (subastador) y muchos vendedores competi-
dores. Esto es lo “inverso” de la subasta habitual, para vender bienes o
servicios en la que hay un vendedor y muchos compradores competidores.
Este tipo de subastas también es llamado subasta de procuracién, pues son
subastas programadas para procurarse bienes o servicios.

Notaremos por § = {1, ...,m} C Nal conjunto de items en subasta y por
J ={1,...,n} C Nal conjunto de postores (equivalentemente, jugadores,
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participantes). Observar que el conjunto 7 no incluye al subastador, quien
pone los items en venta.

Notamos también por 3(S) al conjunto de partes de S.

El participante no tiene la necesidad de saber nada acerca del uso que
hagan los demds con los bienes ganados, y se espera que aplique sélo lo
que él sabe para determinar su valuacién privada de esos items.

Definicién 1.3. Una Valuacién es una funcion v : (S) — Rxq que asigna un
valor real v(S) a cada subconjunto de items S.

Observar que v(S) > 0 para todo paquete S C S. Dado un jugador i €
J, la valuacién que depende de i es notada v;. Notamos por V al conjunto
de todas las valuaciones de los jugadores.

Se dice que la subasta es de valores privados cuando cada postor (o parti-
cipante) tiene una valuacién por cada paquete de items, y estas valuaciones
no dependen de la informacién privada de los otros postores. Cada parti-
cipante conoce sus valores pero no necesariamente los valores de los otros
participantes. En el caso de estudio del Capitulo 4 asumiremos la hip6tesis
de valores privados.

La siguiente hip6tesis asumida es llamada libre disposicion: v;(T") > v;(.S)
paratodo T O S.Equivalentemente, se puede considerar la siguiente defini-
ciéon (Cramton, Shoham y Steinberg 2006).

Definicién 1.4. Se dice de una funcién de valuacion v que satisface la condicion
de libre disposicion si v(S UT) > v(S) para todas las combinaciones Sy T.

En particular estamos diciendo que disponer de un item de una combi-
nacién no puede incrementar el valor de la combinacién, siempre y cuando
se entienda, en este contexto, “libre” como “de costo nulo” y “disposicién”
como “desechar” o “eliminar” (i.e. dejar de consumir o utilizar) ciertas can-
tidades de los bienes. Es decir, disponer de un item tiene costo nulo.

Observar que sin esta tiltima asuncién, nunca se podria llegar a un equi-
librio. Veamos este ejemplo:

Sean dados dos jugadores iy j, y sus respectivas funciones de valuaciéon
v; ¥ vj, una cierta cantidad de un bien de clase a y una cierta cantidad otra
de un bien de clase b. Notemos por el par (n, m) al paquete conformado por
n unidades de a més m unidades de b. Supongamos que las valuaciones de
los bienes unitarios cumplan

’Ui(l, 0) > Ui(l, 1)

Uj(la 0) < Uj(la 1)
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En una asignacién en la que resulten ganadores tanto ¢ como j, cada uno
de un paquete (1, 1), es decir de una unidad de a mds una unidad de b cada
uno, el jugador j tendria incentivo a ofrecer al jugador i el paquete (1,0)
a cambio del paquete (1,1) del jugador i. O sea j daria su unidad de a a
cambio de una unidad de a mds una unidad de b, con lo cual obtendria una
unidad mas de b al precio de {a, b}.

También asumimos la hipétesis de normalizacion: v;(()) = 0.

Dados un paquete S C S y un ntimero real p; > 0 definimos la utilidad
del paquete S al precio p; para el postor i como u; (S, p;) = vi(S) — pi.

Para juegos con informacién privada se define un mecanismo de revela-
cién directa como una aplicacion de la informacién privada del jugador en
los resultados de utilidad. Més en general, un mecanismo es una forma de
describir y determinar las posibles acciones de cada agente. Es una apli-
cacion de las acciones de los agentes en el conjunto de resultados. Consti-
tuye una especificacién para una secuencia de acciones contingentes efec-
tuadas por uno o mds agentes.

El problema de la Asignacién Eficiente por Combinaciones es:

maxg_(s,...s,) Y _ vi(S)
ieJ

sujeto a:
S;NS; = 0, Vi,j.

Definicién 1.5. Los items son complementos cuando un conjunto de items tiene
mayor utilidad que la suma de las utilidades de sus items individuales.

También para el subastador tienen un valor agregado las subastas por
combinaciones. Permitir a los participantes expresar de manera mas com-
pleta sus preferencias tiene a menudo como consecuencias un mejoramien-
to en la eficiencia econémica (asignar los bienes a quienes realmente los
valoraron més) y un mayor ingreso de la subasta.

Definicién 1.6. Decimos que un par de bienes son substitutos cuando el aumento
del precio de uno de ellos no resulta en una disminucion de la demanda por el otro.

1.1.1. Posturas y Eficiencia

A continuacién nos ocuparemos del problema de decidir cuél debe ser
el lenguaje de pujas o posturas (bidding language). Las diferentes opciones
varian en expresividad y en simplicidad. Una puja en una subasta es una
expresion de la preferencia de un participante por los diversos resultados o
asignaciones ([32]). La manera mds directa de capturar o registrar tales pre-
ferencias es haciendo que cada participante asigne un valor monetario a
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cada posible asignacion de bienes. Este método, si bien permitiria expresar
de manera completa todas las posibles posturas, carece de simplicidad. En
efecto, supongamos que el conjunto de participantes es de cardinal n y que
el conjunto de bienes en subastsa es de cardinal m. Sabemos que el conjunto
de funciones (o asignaciones)

{1,...,n} L = {funciones u, u : {1,....,m} — {1,...,n}}

tiene cardinal n™, que es exactamente el tamafio de la puja que estariamos
obligando a cada jugador a presentar. Si asumimos inclusive la ausencia
de consideraciones externas, de manera que cada participante se preocupe
solamente por los bienes que él mismo recibe, la complejidad decrece a 2™,
que es el cardinal del conjunto de partes del conjunto de items, pero que
alin es impréctica para todos lo m naturales salvo para pequefios valores.

Entre los lenguajes de puja que mencionaremos se encuentran el lengua-
je OR (“o aditiva”), que permite al participante presentar posturas por pa-
quetes de manera no exclusiva pero puede capturar solamente (todas) las
valuaciones superaditivas. En contraste, el lenguaje XOR (“o exclusiva”),
que permite al jugador pujas exclusivas por paquetes, permite capturar to-
das las valuaciones, pero requiere de expresiones exponencialmente mas
largas que el lenguaje OR. Sin embargo, pedirle a un participante que co-
munique una valuacién exhaustiva es a menudo innecesario, porque mu-
chas partes de tal valuacion pueden ser irrelevantes para computar la asig-
nacién de bienes.

1.1.2. Complejidad y Consideraciones Algoritmicas

Una vez fijado el lenguaje de pujas, la cuestion sigue siendo cémo com-
putar la asignacién de bienes dado un conjunto de pujas. Este problema es
llamado el problema de la determinacion del ganador (WDP, winner determina-
tion problem). El problema es el siguiente: dado un conjunto de pujas en una
subasta por combinaciones, encontrar una asignacién de bienes a postores,
incluyendo la posibilidad de que el subastador retenga algunos items, de
manera que se maximicen los ingresos del subastador. El problema, que
es naturalmente representado como un problema de programacién lineal
entera, es intrinsecamente complejo. Especificamente, es un problema NP-
Completo, con lo que es improbable que exista un algoritmo de tiempo
polinomial que compute la asignacién éptima. Peor atin, el problema es
no uniformememte aproximable, en el siguiente sentido: casi con certeza
no existe un algoritmo de tiempo polinomial y una constante d tales que,
para todos los inputs, el algoritmo produzca una respuesta que esté a lo
sumo a 1/d de la respuesta 6ptima. Todos estos resultados se ampliardn en
el Capitulo 3.
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1.1.3. El Problema de la Procuracion

El Problema de la Procuracién es el problema de la asignacién por com-
binaciones en el que los items son adquiridos de los agentes, y el objetivo es
minimizar el costo total de tal adquisicién, sujeta a restricciones dadas por
una cantidad minimal de bienes que se necesita procurar.

Denotando el costo de procurar del jugador i el paquete S C & por
¢i(S), el costo total de una asignacién j € J S es

S el (0)

ieJ

donde j (i) es la preimagen, o imagen inversa, del jugador i por la asig-
nacion j. El andlisis de eficiencia exacta en el problema de la procuracién es
exactamente el mismo que en el problema de “venta” de bienes, menciona-
do anteriomente.

En este caso se asume como hipétesis que los costos sean subaditivos.

Luego de todo lo expuesto hasta ahora acerca de la topologia de las su-
bastas podemos observar que el subtipo de subasta que nos ocuparé en este
trabajo serd una subasta de procuracién reversa multiunitaria de primer
precio, a sobre cerrado, de una sola ronda.

El objetivo es que el principal obtenga, de cada agente, el niimero de
bienes que realice la igualdad entre la demanda y la oferta totales (habitual
en las versiones a sobre cerrado de las multiunit auctions reversas).

1.2. Resumen de la tesis

Primer capitulo En el primer capitulo describimos suscintamente la teoria
microecondmica de disefio de mecanismos de subastas, enumeramos clases
conocidas de subastas e identificamos el contexto teérico y la subclase de
subasta en la que se encuentra la implementacién que describimos en el
Capitulo 4.

Segundo capitulo En este capitulo se describen brevemente dos aplica-
ciones exitosas a problemas reales de las subastas por combinaciones. Se
trata de dos casos de procuracién publica de bienes mediante una subasta
reversa, situacion similar a la que nos ocupara en el Capitulo 4.

El primer caso comentado es uno de los primeros casos importantes de
los que se tiene registro en la literatura especializada acerca de subastas de
procuracién ([11]). El segundo caso es considerado de mucha importancia
porque constituye un caso exitoso de aplicacién en un pais en desarrollo,
con claros beneficios materiales para el principal, es decir en este caso, el
Estado Nacional ([14], [16]).
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Tercer capitulo Aqui estudiamos los conceptos basicos de la complejidad
computacional como tépico fundamental de la computacién cientifica que
se ocupa de la tratabilidad de problemas computacionales, sean o no de
optimizacién combinatoria.

Mas adelante formulamos los problemas computacionales asociados a
una subasta por combinaciones, en términos de programacién lineal en-
tera, lo que facilita el uso de los conceptos a que se hace referencia en el
parrafo anterior para dejar en evidencia la aparente intratabilidad de estos
problemas.

Cuarto capitulo Aqui es donde hacemos nuestro aporte al problema de
la determinacion de los ganadores en una subasta de procuracién por com-
binaciones.

Describimos el problema en su contexto factico y luego las propuestas
que ofrecimos en la discusién con el principal, la Agencia de Sistemas de
Informacién del Gobierno de la Ciudad Auténoma de Buenos Aires.

Finalmente describimos la propuesta aceptada para trabajar en el pro-
blema y nuestro disefio e implementacién originales mediante programa-
cién lineal entera.

Quinto capitulo En este capitulo exponemos las conclusiones del trabajo
realizado.



Capitulo 2

Aplicaciones exitosas

2.1. Subasta de rutas de Omnibus de Londres

El mercado de émnibus de Londres provee uno de los primeros ejem-
plos de uso de una clase de subasta por combinaciones en el contexto de
la procuracién publica (ver [11] y [22]). Este mercado comprende alrede-
dor de 800 rutas a través de un area de 1630 kilémetros cuadrados, usadas
por mas de 3,5 millones de pasajeros por dia. Antes de la etapa de desre-
gulacién los servicios de émnibus en el Gran Londres eran provistos por
la empresa estatal London Buses Limited. El acta de Transporte Regional de
Londres de 1984 reorganizo el sector y designé a London Regional Transport
(LRT, empresa de transporte estatizada en 1933) como la autoridad respon-
sable de la procuracién y provision de servicios publicos de transporte en
el Gran Londres. El acta también instrumentaba un sistema de franquicias
permitiendo a LRT invitar a operadores privados a presentar variantes de
proyectos para llevar a cabo los servicios de émnibus.

A los efectos de aumentar la competencia LRT implement6 una division
separada de “tendering” independiente de su divisién operacional. La in-
troduccién de subastas de rutas fue gradual hasta llegar al formato de su-
basta adoptado definitivamente, que es una variante de una subasta por
combinaciones de primer precio. En una subasta por combinaciones de
primer precio tipica los postores envian pujas simultdneamente sobre cual-
quier item individual, o bien sobre cualquier paquete de items, y el subas-
tador resuelve el problema de la determinacién del ganador mediante la
determinacién de la mejor asignacion de items a postores (en los casos de
procuracioén la asignacién 6ptima es la que minimiza el costo total), y los
ganadores reciben el monto con el que pujaron por los bienes que ganaron.

Asi como en una subasta por combinaciones estdndar, en la subasta LRT
los postores pueden pujar por cualquier nimero de rutas o paquetes de ru-
tas. No hay restriccon en el ntimero de pujas a establecer. La caracteristica
distintiva de la subasta LRT es que cada puja es un compromiso firme a

18
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brindar los recursos necesarios para el servicio pero de manera no exclu-
siva, en el sentido de que dos pujas por rutas diferentes definen implicita-
mente una puja por el paquete formado por esas rutas. Una importante
consecuencia de esta regla es que los participantes no tienen permitido pu-
jar més alto por un paquete que la suma de las pujas sobre cualquier par-
ticién. La motivacién original para imponer esta regla fue el hecho de que
el mercado estaba caracterizado principalmente por economias de escala (y
por el alcance de cada postor), y que al permitir a los jugadores expresar to-
do esto, LRT veria reducidos sus costos y mejoraria la eficiencia econémica.

La subasta de rutas de 6mnibus de Londres devino en un incremento
de la calidad del servicio y en un decremento de los costos para el gobierno
de Londres.

2.2. Una subasta por combinaciones para licitar con-
tratos de servicios gastronémicos para las escuelas
en Chile

El sistema educativo chileno est4d usando actualmente modelizacién ma-
temadtica para asignar contratos y licencias de servicios gastronémicos para
las escuelas ptblicas mediante una subasta por combinaciones reversa de
ronda simple y a sobre cerrado (ver [16]).

El pais esta dividido en Unidades Territoriales (UT’s). La Junta Nacional
de Auxilio Escolar y Becas (JUNAEB, un organismo del Estado Chileno) im-
plementa una subasta por afio en un tercio de estas unidades territoriales,
otorgando contratos que duran tres afios. Cada puja especifica la cobertu-
ra de un conjunto de unidades territoriales y cada firma puede presentar
tantas pujas como desee, siendo estas aceptadas o rechazadas de manera
integra. El objetivo es dar la mayor calidad posible de servicio a todas las
UT’s, dentro del presupuesto. El modelo le dio transparencia y objetividad
al proceso completo, generando competencia entre las distintas empresas.
También permiti6 a las compafias construir pujas territoriales con flexibili-
dad para incluir sus economias de escala (dado que JUNAEB permite pujar
por paquetes de UT’s, las empresas pueden tomar ventaja de las economias
de escala que se presentan por ofrecer un gran niimero de servicios). Este
modelo trajo consigo una mayor complejidad pero atin asi se pudo encon-
trar una solucién 6ptima.

Para evitar la concentracién excesiva, que podria hacer vulnerable al
programa, se pusieron cotas superiores a los niimeros de UT’s a ser asig-
nadas a una firma. Cada firma tiene una cota distinta, dependiente de su
capacidad financiera y operativa. Asimismo se consideraron sélo las pu-
jas por encima de un precio predeterminado para eliminar las pujas irreal-
mente bajas (notar que esta también es una subasta de procuracion).
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En esta aplicacion se trabajé también un problema que se menciona en
la literatura como la maldicién del ganador (ver [14]). A partir de 2004 la in-
dustria de empresas de alimentos comenz6 a exhibir un preocupante nivel
de quiebras. Ciertas bancarrotas se dieron en empresas participantes de la
licitacién después de haber ganado unidades territoriales.

Estas quiebras provocaron grandes pérdidas para el Estado Chileno por
dos motivos. En primer lugar, reponer el servicio resulté ser mucho mas
costoso que los contratos originales, principalmente porque licitar pocas
UT’s es un proceso menos competitivo y tienden a presentarse las com-
pafiias que estdn operando en las vecindades de las UT’s que quedan des-
abastecidas. Ademds necesariamente los contratos que se licitan son de
mas corta duracién y dificultan sensiblemente la amortizacién de las in-
versiones. En segundo lugar, se provoca perjuicios a los alumnos, que se
ven afectados por la interrupcién de los servicios de alimentacién. Muchos
de estos jévenes provienen de hogares modestos y por lo tanto el programa
de JUNAEB representa una parte importante de sus dietas. Toda la politica
publica de alimentacién escolar aparece cuestionada por estas quiebras.

Un factor importante que provocaba las quiebras era el desconocimien-
to, por parte de algunas empresas, sobre la realidad operacional de ciertas
UT’s que presentan condiciones desmejoradas cuando se las compara con
la mayoria de la UT’s del pais. El punto central es que algunas empresas
no evaluaban en forma adecuada UT’s que son de atractivo singularmente
bajo para operar, proponiendo muy buenos precios que les permitieran ga-
nar ciertas unidades pero que sin embargo no les permitian cumplir con
los contratos. Otras empresas conocian mejor la realidad operacional y no
cometian este error. El principal motivo para explicar esta situacion de
asimetria de informacién entre postores radica en el factor geogréfico.

Se advierte entonces la conveniencia de homogeneizar lo mds posible
las caracteristicas de la UT’s, luego de medir apropiadamente su atractivo,
a fin de minimizar los riesgos de quiebra, problema que constituye la prin-
cipal motivacién de [14].

Aligual que en el caso del Capitulo 4, para encontrar la asignacion 6pti-
ma para cada escenario, se formul6 el problema como un modelo de pro-
gramacion lineal con variables binarias. Se defini6 una variable binaria por
cada puja, en donde la decisién es aceptar la puja o rechazarla.

El uso de un modelo matemético por parte de JUNAEB trajo consigo
mejoras capitales al proceso de otorgamiento de los contratos de servicios
gastrondmicos para las escuelas. Comparando la subasta hecha en 1999 (ya
con el nuevo mecanismo) con aquél proceso al que reemplazé, usado en
1995, sigue que se dieron progresos substanciales en la calidad nutricional
de los alimentos tanto como en la infraestructura de los servicios y en las
condiciones de trabajo de los empleados de las firmas participantes. Todas
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estas mejoras aumentaron el costo total en un 24 por ciento (notar que el
bien otorgado por las firmas ahora es otro). Pero, si bien las tendencias de
precio predijeron un incremento de al menos el 22 por ciento para obtener
mas alta calidad, el precio promedio de las porciones de comida crecié s6lo
el 0,76 por ciento, gracias al nuevo mecanismo implementado. Este ahorro
sumé unos 40 millones de délares al afio, equivalente al monto necesario
para alimentar a 300.000 alumnos durante un afio.



Capitulo 3

Dos Problemas
Computacionales en Subastas

En este capitulo se estudian el Problema de la Determinacién de los
Ganadores y el Problema de la Asignacién Optima, dos problemas com-
putacionales centrales en subastas por combinaciones.

Antes de detallar los dos problemas mencionados desarrollamos ciertos
conceptos de la teoria de complejidad computacional necesarios para su
estudio.

3.1. Complejidad computacional

En esta seccion daremos las primeras definiciones y propiedades de los
problemas y algoritmos para poder comenzar a discutir y formalizar la no-
cién de tratabilidad de un problema, en el sentido de intentar responder si
puede ser resuelto algoritmicamente en tiempo razonable.

3.1.1. Tamaios de instancias y entradas de algoritmos

Como veremos en este capitulo, mediremos la complejidad de un algo-
ritmo con una funcién del tamafio de la entrada de ese algoritmo. Surge
entonces la primera pregunta acerca de qué es el tamafio de una entrada.

En problemas de optimizaciéon combinatoria la entrada es un objeto
combinatorio, como pueden serlo una familia de conjuntos finitos de en-
teros, o un grafo. Para comunicar esta entrada a una maquina para la solu-
cién del problema, independientemente del modelo de cémputo utilizado,
debemos codificarla de alguna manera, es decir representarla como una se-
cuencia de simbolos sobre algtn alfabeto fijo, como el {0,1}.

Una vez elegido el alfabeto, y decidido que la entrada de un algoritmo
sea representada como una secuencia (cadena de caracteres) de simbolos,
podemos escribir la siguiente definicion.

22
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Definicién 3.1. Dado un alfabeto X el tamafio de la entrada de un algoritmo es la
longitud de la secuencia de simbolos en ¥ que la representa, es decir, el niimero de
simbolos en ella.

3.1.2. Funcién de complejidad de un algoritmo

La medida del rendimiento de un algoritmo més ampliamente aceptada
es el tiempo que consume antes de producir la respuesta final a un proble-
ma. En el andlisis de algoritmos expresamos los requerimientos de tiempo
en términos del niimero de operaciones elementales necesarias para su eje-
cucién. Para esto asumimos que cada operacién elemental requiere tiempo
unitario.

Para clasificar el comportamiento de un algoritmo independientemente
de cualquier entrada particular tomamos el conjunto de todas las entradas
de un tamafo dado, y definimos la complejidad del algoritmo para ese
tamafio como el comportamiento de peor caso del algoritmo en esas en-
tradas. Es decir que, si denotamos |E| al tamafo de la entrada £y N4(E)
al niimero de operaciones elementales que realiza el algoritmo A para pro-
ducir la respuesta con la entrada E, la funcién de complejidad del algorit-
mo A es la siguiente asignacion:

pa:N— N

pa(n) = max Na(E)
|El=n
Al estudiar la complejidad de un algoritmo estaremos interesados sola-
mente en el comportamiento del algoritmo con entradas de tamario grande,
pues son aquellas entradas las que determinaran cudndo un algoritmo es
aplicable. Las constantes multiplicativas en funciones de complejidad no
son consideradas pues no afectan a la razén de crecimiento de éstas: las
diferencias entre un algoritmo de complejidad 2n® y uno de complejidad
n3 pueden volverse irrelevantes mediante un cambio tecnolégico que du-
plique la velocidad de una maquina. Por otro lado, los términos de creci-
miento maés lento eventualmente seran eclipsados por los términos de cre-
cimiento més rapido, siendo n suficientemente grande, como pasa con el
log(n)

término log(n) en la cota n® +log(n). Recordar que <25 puede hacerse tan

cercano a cero como se quiera con tal de tomar n suficientemente grande,
lo que implica que, asintéticamente, n? + log(n) se comporta igual que n?.

Por todo esto es que estamos interesados en la razén de crecimiento de la
complejidad de un algoritmo. Y es para estudiar las razones de crecimiento

de las funciones que usaremos el siguiente formalismo.

Definicién 3.2. Dadas dos funciones f : N — RT y g : N — R escribimos
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0 bien

f(n) € O(g(n))
si existe una constante ¢ > 0y un natural ng tales que para todo n > ng f(n) <
cg(n).

3.1.3. Clasificacién de algoritmos

La utilidad préctica de un algoritmo estard determinada por la razén de
crecimiento de su mejor cota de tiempo conocida. La cuestién es, entonces,
qué tasas de crecimiento consideraremos como soluciones aceptables a pro-
blemas computacionales.

Existe un consenso general segtin el cual un algoritmo es una solucién
atil en sentido practico a un problema computacional sélo si su funcién de
complejidad crece acotada por algtin polinomio.

Definicién 3.3. Decimos que un algoritmo A es eficiente si existe un polinomio
p € Rlz] tal que o 4(n) = O(p(n)), donde y 4 es la complejidad de A.

Alternativamente llamaremos de tiempo polinomial a los algoritmos efi-
cientes.

Los algoritmos para los cuales la complejidad asintética no sea un poli-
nomio en si mismo pero esté acotada por algtin polinomio también califican
para estar en esta clase. Son ejemplos de esto n?® y nlog(n).

Para entender la importancia de la clase de los algoritmos polinomia-
les, consideraremos la clase de los algoritmos restantes, aquellos que so-
brepasan cualquier cota polinomial, y a los que nos referiremos, por con-
vencion, con el término de algoritmos exponenciales o no eficientes, ain cuan-
do la mejor cota para su funcién de complejidad no sea exactamente una
funcién exponencial.

Definicién 3.4. Decimos que un algoritmo es de complejidad exponencial si no es
de complejidad polinomial, es decir, si no es eficiente.

Ejemplos de razones de crecimiento exponencial son 2", (o bien k", para
cualquier & > 1), nl, 2"2, n", nlog(n)  Observar que existen funciones que
crecen mds rapido que cualquier polinomio pero més lento que on* para
todo € > 0, como lo es nuestro dltimo caso citado n'°8(™. A estas tasas de
crecimiento se las suele llamar también subexponenciales.

Los algoritmos eficientes toman mads ventaja de los avances tecnologi-
cos. Cada vez que un punto de ruptura tecnolégica aumenta diez veces la
velocidad de las computadoras, el tamafio de la instancia méas grande reso-
luble por un algoritmo polinomial dentro de una hora se multiplicard por
una constante con valor entre 1 y 10. En contraste, un algoritmo exponen-
cial experimentard tan sélo un aumento aditivo en el tamafio de la instan-
cia que pueda resolver dentro de una cantidad fija de tiempo. Finalmente,
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destacamos que los algoritmos eficientes tienen interesantes propiedades
de clausura: los algoritmos polinomiales pueden ser combinados para re-
solver casos especiales del mismo problema; un algoritmo polinomial puede
invocar a otro algoritmo polinomial como una subrutina y el algoritmo re-
sultante seguird siendo eficiente.

3.1.4. Complejidad de un problema

Definimos informalmente la complejidad de un problema para su clasi-
ficacion.
Definicién 3.5. La complejidad de un problema es la mejor de las complejidades
de los algoritmos que resuelven el problema.

La siguiente definicién ayuda a materializar la nocién acerca de cuando
un problema de computacién se considera satisfactoriamente solucionado.

Definicién 3.6. Decimos que un problema estd bien resuelto si existe un algoritmo
eficiente que lo resuelve.

Veamos algunos importantes ejemplos de problemas computacionales
bien resueltos.

El Problema del Camino Dirigido Minimo (Shortest-Path Problem) es el
siguiente. Dado un grafo dirigido G = (V, E) y un peso o costo ¢; > 0 aso-
ciado con cada arco e; € E, una instancia del Problema del Camino Dirigido
Minimo es el problema de encontrar un camino dirigido desde un nodo
fuente distinguido (s) a un otro nodo distinguido (la terminal ¢), con costo
total minimo.

Este problema es un caso de problema bien resuelto. Con el algoritmo
de Dijkstra podemos encontrar su solucién en tiempo O(n?), en donde n es
el cardinal de V, el conjunto de vértices del grafo.

Dado un arreglo de n enteros, el problema de ordenar el arreglo, por
ejemplo de manera creciente, es otro problema bien resuelto, y su compleji-
dad es O(nlog(n)). Esta complejidad se realiza por ejemplo en el algoritmo
Merge Sort que pertenece al paradigma Divide and Conquer, y tiene comple-
jidad de peor caso del orden de n log(n).

Naturalmente, dado cualquier problema computacional, por ejemplo
uno de Optimizaciéon Combinatoria, podemos preguntarnos si puede ser
bien resuelto. Es decir, si la complejidad intrinseca del problema admite
algoritmos eficientes para su resolucién.

Veamos el siguiente problema llamado mdximo clique.

Definicién 3.7. Dado un grafo G = (V, E) el problema del mdximo clique es
el de encontrar el subconjunto C C 'V de cardinalidad mdxima que cumpla que
para cualesquiera u,v € C' distintos, el arco [u,v] pertenece a E (notar que los
conjuntos finitos tienen maximo).
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Es decir que lo que se busca es un subgrafo de G tal que todos sus
vértices estén conectados entre si, y que tenga la mayor cantidad de vértices
posible con esta propiedad.

Cualquiera que haya hecho el intento de resolver eficientemente este
problema y se haya encontrado con que ninguno de los algoritmos exactos
encontrados es substancialmente distinto a una enumeracién exhaustiva de
todos los candidatos a solucién, podria preguntarse: “;existe tal cosa bus-
cada, un algoritmo eficiente que resuelve el mdximo cliqgue?”. Una de las dos
respuestas a esta pregunta afirmaria que el problema es inherentemente in-
tratable, es decir que el problema tiene una complejidad intrinseca tal que
todo algoritmo que lo resuelva necesariamente serd de tiempo exponen-
cial. Desafortunadamente, probar intratabilidad puede ser tan arduo como
encontrar algoritmos eficientes, sea lo que corresponda en cada caso.

Para no caer en ninguna de estas situaciones extremas, la teoria de
NP-Completitud provee muchas técnicas directas para probar que un pro-
blema dado es simplemente tan duro de tratar como un gran nimero de
otros problemas reconocidos ampliamente como dificultosos y que han
desconcertado a los expertos por afios. Atin cuando no se sepa todavia si la
NP-Completitud de un problema implique su intratabilidad inherente, el
conocimiento acerca de su condicién de NP-Completo brinda informacién
valiosa acerca de qué lineas de trabajo tienen el potencial de ser més pro-
ductivas. La busqueda de un algoritmo exacto eficiente deberia ser consi-
derada de baja prioridad y, por ejemplo, seria mds apropiado concentrarse
en desarrollar algoritmos polinomiales que resuelvan casos particulares del
problema general, o bien, tratdindose del caso general, en desarrollar algo-
ritmos que encuentren la solucién rdpidamente en muchas instancias a pe-
sar de no garantizar que lo haga de esa manera para las instancias de peor
caso.

El problema del méaximo clique en un grafo es un problema para el
cual no se conoce atin un algoritmo eficiente y para el cual tampoco se ha
podido probar la intratabilidad. Constituye un ejemplo importante de a-
quellos problemas que discutiremos en la siguiente seccién, los problemas
NP-Completos ([10], [35]).

3.2. Problemas NP-Completos

Ituitivamente, un problema de decisién es un problema computacional
en el que las respuestas posibles son Si'y No, o bien, 0 y 1.

Definicion 3.8. Un problema de decision es un par (I, ) donde T es el conjunto
de instancias del problema y 1) es una funcién

YT —{0,1}
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La funcién ¢ en la definicién anterior es tal que para I € Z, ¢(I) vale
0 si y s6lo si la instancia I es afirmativa. Lo méds importante aqui, que es
para lo cual aparece la mayor dificultad, es justamente, dado un problema
de decisién, computar su funcién .

Intimamente relacionados con los problemas de decision, se definen los
problemas de optimizacién. Definimos una instancia, en este caso, como un par
(F,c), en donde F es un conjunto cualquiera finito (el conjunto de puntos
factibles) y ¢ : F' — R es la aplicacién costo. Entonces ahora definimos un
problema de optimizacién como sigue.

Definicién 3.9. Un problema de optimizacion es un conjunto de instancias {1; =
(F,c);}jes, con algin conjunto de indices .J.

El objetivo aqui es, dada una instancia (£, c¢), hallar un y perteneciente
a F tal que para todos los x en F'valga F'(y) < F(z).

Existe otra versién de un problema de optimizacién que es particular-
mente importante en el estudio de la complejidad del problema por ser la
mas cercana al prototipo de problemas computacionales estudiados tradi-
cionalmente por la teoria de la computacién y que se llama la versién de
decision del problema. La version de decisién es de hecho una pregunta que
puede ser respondida por 57 o por No y tiene la siguiente forma.

Dada una instancia de un problema de optimizacién y un entero
L, jexiste una solucién factible f € F tal que ¢(F) < L?

La version de decisién de un problema de optimizacién es, en si misma,
un problema de decisién.

Estamos interesados en clasificar los problemas de decisién de acuerdo
a su complejidad. Notaremos por P a la clase de problemas de decisién
que pueden ser resueltos por un algoritmo de tiempo polinomial. En otras
palabras, P es la clase de problemas bien resueltos, aquellos para los cuales,
dada una instancia de cada uno, tenemos una manera eficiente de afirmar
si la respuesta es 57 o No.

Informalmente podemos definir NP en términos de lo que deberiamos
llamar un algoritmo no deterministico. Un tal algoritmo estd compuesto por
dos etapas separadas, siendo la primera una etapa de conjetura (guessing
stage) y la segunda una etapa de verificacion (checking stage). Dada una ins-
tancia / de un problema, la primera etapa meramente “conjetura” algu-
na estructura S. Entonces proveemos ambas estructuras I y S como inputs
para la etapa de verificacién, que procede a computar de manera deter-
ministica normal, terminando eventualmente con respuesta Si, eventual-
mente con respuesta No, o bien sin siquiera terminar y permanecer com-
putando continuamente (los dos tltimos casos no necesitan ser distingui-
dos).
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Para un problema II denotamos por Dy a la clase de todas sus instan-
cias y por Yqr a la clase de sus instancias afirmativas. Un algoritmo no deter-
ministico “resuelve” un problema de decision II si valen las siguientes dos
propiedades:

1. Si I pertenece a Y71 entonces existe una cadena de caracteres S que,
conjeturada para el input I, producird, en la etapa de verificacion, la
respuesta Siparaly S.

2. Si I no pertenece a Y1 entonces no existe ninguna estructura S que,
conjeturada para el input I, produzca, en la etapa de verificacién, la
respuesta Sipara [y S.

Se dice que un algoritmo no deterministico que resuelve un problema
de decision II opera en tiempo polinomial si existe un polinomio p tal que
para toda instancia en Y7 existe alguna conjetura S que produciria, en la
etapa de verificacion, la respuesta Si para I y S en tiempo O(p(|I])). Notar
que esto tiene el efecto de imponer una cota polinomial también para el
tamafio de la estructura S conjeturada, pues sélo puede usarse una canti-
dad de tiempo acotada polinomialmente para examinar esa conjetura. Es
esta nocion de verificabilidad en tiempo polinomial la que la clase NP inten-
ta capturar. Notemos que verificabilidad en tiempo polinomial no implica,
por supuesto, resolubilidad deterministica en tiempo polinomial.

La clase NP se define como la clase de todos los problemas de decisiéon
IT que puedan ser resueltos por algoritmos no deterministicos de tiempo
polinomial. Aqui el término “resolver” es s6lo usado como una formalidad;
un “algoritmo no deterministico de tiempo polinomial” es meramente un
dispositivo definicional para capturar la nocion de verificabilidad eficiente,
en lugar de ser un método realista en un modelo de computo para resolver
problemas de decisién.

Convenimos la siguiente notacién para formalizar la definicion de NP:
sea ¥ un alfabeto finito fijo y sea $ un simbolo distinguido en X. Este simbo-
lo distinguido marca el fin de la entrada del algoritmo y el comienzo del
certificado.

Dada una cadena de simbolos de ¥, z, entonces su longitud es denotada
por |z|.

Definicién 3.10. Decimos que un problema de decision 11 pertenece a la clase NP
si existe un polinomio p(n) y un algoritmo A (el algoritmo de verificacién de
certificado) tal que la siguiente afirmacion es verdadera:

La cadena x es una instancia afirmativa del problema II si y sélo si
existe una cadena de simbolos en ¥, el certificado c(x), tal que |c(z)| <
p(|z|), y con la propiedad de que A, provisto del input x$c(x), alcanza
la respuesta Si en tiempo O(p(|z])).
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Definicién 3.11. Una transformacién polinomial de un problema de decision
I1; a un problema de decision 1l es una funcion f : Dy, — D, que satisface
las dos condiciones:

1. f es computable por un algoritmo polinomial y
2.¥1€Dn, I €Yy < f(I)€ Y,

Si existe una transformacién polinomial de IT; a Il escribimos Iy o< IIy,
que se lee “II; se transforma en Il,”.

La importancia de las transformaciones polinomiales se desprende del
siguiente lema.

Lema 3.1. SiIl; o Il entonces 11y € P implica 11, € P.

Definicién 3.12. Un problema de decision I1 es NP-Completo si valen las dos
siguientes condiciones:

1. MeNPy
2. VI e NPTV o II.

El Lema 3.1 nos hace identificar a los problemas NP-Completos como
los problemas més duros de NP en el siguiente sentido.

= Ningtn problema NP-Completo conocido puede ser resuelto por nin-
gun algoritmo eficiente conocido.

= Si hubiera un algoritmo polinomial para un problema NP-Completo
cualquiera entonces habria algoritmos polinomiales para todos los pro-
blemas NP-Completos.

Otra consecuencia importante del Lema 3.1 es que los problemas NP-
Completos tienen la propiedad de estar en P si y s6lo si P = NP. Decidir la
veracidad de la relacién P = NP constituye uno de los problemas abiertos
mas importantes de la actualidad.

Si bien hasta aqui discutimos la complejidad de problemas pertenecien-
tes a la clase NP, con conceptos similares se puede probar que ciertos pro-
blemas fuera de NP también son duros de tratar. cualquier problema de
decision II, miembro de NP o no, al cual podamos transformar un proble-
ma NP-Completo, tendré la propiedad de no poder ser resuelto en tiempo
polinomial a menos que P = NP. Diremos que un tal problema es NP-Hard,
puesto que es, en algtin sentido tan duro (hard) como los problemas NP-
Completos.

Definicién 3.13. Decimos que un problema de optimizacion 11 es NP-Hard si
existe un problema NP-Completo II' tal que 11" o I1.
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3.3. El problema de la Optimizacién del Ingreso

La caracteristica fundamental que hace més atractivas a las subastas por
combinaciones es, como ya dijimos, la posibilidad que tienen los postores
de expresar preferencias complejas sobre colecciones de items que exhiben
la condicién de ser complementos algunos y substitutos otros. Es esta ge-
neralidad del conjunto de pujas lo que hace extremadamente dificil a los
participantes el proveer el input para una subasta por combinaciones. En
efecto, cada postor debe enviar su funcién de valuacién definida sobre el es-
pacio de todos los paquetes de items, lo que, dados m bienes en venta, hace
que cada postor deba definir pujas sobre 2™ — 1 paquetes.

3.3.1. Formulacién del problema

El problema de la optimizacién del ingreso (revenue) del subastador
puede ser formulado como sigue. Denotamos por & al conjunto de todos los
bienes individuales siendo subastados. Asumimos que tenemos m items, es
decir, |S| = m. Cualquier subconjunto C' C S representa una combinacién
de bienes. Las reglas de cada subasta pueden especificar cuales C' C S son
combinaciones permitidas, esto es, aquellas combinaciones de bienes por
las cuales los jugadores tienen permitido enviar pujas. La familia de todas
las combinaciones permitidas es denotada por P. Inmediatamente se tiene
|P| < 2m.

En cualquier resultado obtenido en una subasta en donde se ponen
en juego distintos bienes simultdneamente, las combinaciones ganadoras
deben ser disjuntas, pues ningtin bien puede ser vendido més de una vez.
Formalmente, denotemos por Qp al conjunto de resultados factibles:

Qp={WCP:CCeW=CnC =0}

Sea b(C') la mayor de las pujas enviadas para la combinacién C. Si no hay
pujas por C entonces definimos b(C') = 0. Definimos ahora la siguiente
asignacion de la familia de resultados factibles ¥V en los niimeros reales:

rev : Qp — R

dada por
rev(W) = Z b(C)

Cew
En otras palabras rev(W) -del inglés revenue- es el ingreso que recogeria
el subastador si los bienes fueran vendidos a los jugadores que enviaron
las propuestas maximales para los paquetes (combinaciones) en V. Lo lla-
mamos el ingreso, para el subastador, del resultado factible )V. Notar la
diferencia entre calcular el ingreso respecto de calcular la ganancia.
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En esta seccién el foco estara puesto en el problema del subastador, no-
tado (REVp), consistente en determinar un resultado factible que optimice
el ingreso, al que notaremos Wopt:

Definicion 3.14. [Problema de la Optimizacién del Ingreso, (REVp).] El
problema de la optimizacion del ingreso es el problema de determinar Wopt € Qp

tal que
rev(Wopt) = max{rev(W) : W € Qp}.

Llamamos a un tal Wopt un resultado 6ptimo, y llamamos, a cualquier
combinacién C' € Wopt, una combinacién ganadora de Wopt- Notemos
que no es requerimiento que todo bien sea vendido.

El problema de encontrar un resultado 6ptimo, (REVp), puede ser for-
mulado como un problema de programacioén lineal entera como sigue ([46]):

queremos
max Z b(C)ze
sujeto a las restricciones

(VieS) Y wo<1
ClieC

(VC € P) z¢ € {0, 1}

El problema que acabamos de formular se denomina SET PACKING en un
hipergrafo P con pesos b(C) para todo C' € P, un muy conocido problema
de optimizacién combinatoria NP-Completo (ver Garey & Johnson, 1979
[18] y Karp, 1972 [21]). Por supuesto que con esta observaciéon queda de-
mostrado que el problema de la Optimizacion del Ingreso también es NP-
Completo. Sin embargo, existen numerosos casos especiales para los cuales
el problema es manejable computacionalmente. Por ejmplo, siempre que la
matriz M de (1) sea totalmente unimodular (se dice de una matriz de enteros
que es totalmente unimodular si el determinante de cualquier submatriz
cuadrada es 0, 1 0 -1), el problema puede ser resuelto en tiempo polinomial
(ver [12], [42] y Schrijver, 1986 [46]).

Este problema puede ser escrito de una manera mas compacta en la
forma
max {b"x : Mx <1, xe {0, 1}/71}, (1)

donde
M e {0, 1} * |7l

M = (m;c)
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mic=1<=1€C

mientras que
b = (b(C))cep

y 1 es el vector de unos de {0, 1}"" (recordar que m = |S]|).

La siguiente observacién muestra que la superaditividad en las combi-
naciones tiene una consecuencia inmediata en la determinacién de pujas
ganadoras. Una combinacién C* nunca serd una combinacién ganadora si
alguno de los bienes en C* pudiera ser vendido por un precio total mas
grande:

Observacién 3.1. Sea Wopt una asignacion éptima (resultado optimo) y sea
c* e Wopt- Sean C4, Cy, ..., Cy, combinaciones permitidas disjuntas dos a dos:
C1,Cy, ..., CLe PyCiNCj = Oparatodos 1 < i < j < k tales que J;C; C C*.
Entonces vale

k
R ES Y (e)
=1

Demostracion. Definimos W' := (Wopt \{C*})U{C1, Cy, ..., Ci}. Notar que
las hipétesis implican que W' es una asignacion factible. Ahora

b€ = > b(C)=b(C)+b(Ch) +b(Ca) + ... + b(Cy)

cew’ CGWOpt

Por la definicién de la funcién rev y observando que Wopt es una asig-
nacién optima

> b0 = rev(Wopt) = rev(W') = > (0)

CEWOpt cew’

Entonces
D> b(C) = b(C*) +b(Ch) + ... + b(C) <

CEWOpt

< > 0,

C’GWOpt

con lo que, cancelando, queda

b(Ch) + ... +b(Ck) < b(C¥).
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3.4. El problema de la Determinacién del Ganador

El otro problema fundamental de optimizacién combinatoria presente
en una subasta por combinaciones es el problema de la determinacion del ga-
nador. A diferencia del problema anterior, que aparentemente sélo tiene un
interés tedrico (y con importantes consecuencias de esta indole), este pro-
blema tiene una importancia factica grande y es realmente en él donde se
vuelcan todos los esfuerzos computacionales “del lado del subastador”.

Sin dejar que confunda la similitud entre las desigualdades de un pro-
blema y otro, la diferencia dréstica se observa en el hecho de que es este pro-
blema el que contesta la cuestion acerca de qué participante debe llevarse
qué bien y por qué.

El problema de la determinacién del ganador (en inglés WDP — Winner
Determination Problem) es el siguiente: dado un conjunto de pujas (bids) en
una subasta por combinaciones, encontrar una asignacién de items a pos-
tores (el subastador puede conservar algunos de los items) que maximiza
los ingresos del subastador (notar que no hablamos de ganancia del subas-
tador, que implicaria considerar, por ejemplo, los costos de llevar a cabo la
subasta). Las pujas son expresiones en un lenguaje determinado, median-
te las cuales los jugadores reportan sus valuaciones por subconjuntos de
items. El ingreso del subastador es optimizado eligiendo una asignacién
que maximice la suma, sobre todos los postores, de las valuaciones de los
postores hechas por el subconjunto de items que reciben. No discutiremos
aqui lo concerniente a la veracidad de las valuaciones, en el sentido de que
los postores pueden no hacer valuaciones reales por motivos estratégicos.
Tampoco consideraremos el hecho de que en algunos mecanismos de su-
basta el precio a pagar por los postores ganadores difiera de la propia pos-
tura (Vickrey, 1961), implicando que el valor de la asignacién éptima no sea
igual al ingreso percibido por el subastador.

3.4.1. Formulacién del problema

Como hasta ahora, usamos la siguiente notacién. El conjunto de pos-
tores es notado por J = {1, ...,n}, el conjunto de items por S = {1, ..., m}.
Un paquete S es un conjunto de items: S C S. Para un paquete Sy un ju-
gador i notamos por v;(S) la puja que el jugador i hace por el paquete S,
esto es, el precio maximal que 7 anuncia estar dispuesto a pagar por S.

Definicién 3.15. Una asignacién de items es un conjunto de variables binarias
(xi(S) € {0,1}[i € J,S CS).

Decimos que una asignacion (z;(S)|i € J,S C S) es factible si no
asigna ningtn item mas de una vez,

Z Z zi(S) <1 paratodo jeS§ (3.1)
i€J SCS,55)
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y si asigna a lo sumo un subconjunto de items a cada postor

Z zi(S) <1 paratodo i€ J. (3.2)
scs
Definicién 3.16. [Problema de la Determinacién del Ganador, WDP.] Dadas
pujas v;, i = 1,...,n, el problema de la determinacién del ganador es el pro-
blema de computar

z=argmax » = 0;(S)xi(S) (3.3)
1€J,85CS

sujeto a las restricciones 3.1 y 3.2.

Observacion 3.2. (Buena definicién de la restriccion 3.2) Dada una asignacion
optima, podemos suponer que x;(S) = 1 si y sélo si el postor i obtiene la combi-
nacién S como paquete maximal, es decir que si x;(S) = 1 entonces para todo
T C Swvalex;(T) = 0.

Demostracién. Recordemos las siguientes asunciones que habiamos postu-
lado: para cualquier postor ¢ suponemos

L] VS,TQS’UZ‘(SUT) > ’UZ(S) —I—UZ'(T)
= VSCS,|S]>2=VseSu(S)>v({s}),

que llamamos complementariedad y libre disposicién. Supongamos una
asignacién 6ptima z* = (2}(5)|i € J,S C S) y paquetes A, By C tales
que
C=AUB

y tales que A y B hayan sido asignados al jugador i:
r; (A)=x; (B) =1

10
z; (C) = 0.
Ahora definamos una nueva asignaciéon z = (z;(5) i € J,5 C S) igual a
la anterior, salvo por

Dado que habiamos supuesto v;(A U B) > v;(A) + v;(B), si f es nuestra
funcién objetivo definida por (3.3),

i€J,SCS
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=33 w(S)F(S) + Y ig(8)ii(S) =

i#io SCS scs

=S N w )T + Y iy ()i (S) + iy (C) =

i#io SCS S+A,B,C

=3 N w928+ Y vig(9)2}(S) + v, (C) =

i#io SCS S#A,B,C

> > ulS)ai(9) + Y vig(8)ai(8) +vig(4) + vig(B) =

i#io SCS S#A,B,C

=373 ()i () = £,

i€J SCS

Entonces la asignacién Z también es 6ptima, con lo cual podemos suponer
que el 6ptimo del problema es uno de paquetes maximales. O

WDP es un problema de optimizacién combinatoria més general que
(REVp). En el problema del ingreso la funcién objetivo considera sélo la
méxima puja hecha por cada combinacién permitida de bienes. En cam-
bio en el presente WDP se consideran todas las combinaciones factibles de
asignacion de bienes a postores, sin necesidad de que el ganador de algin
paquete haya hecho la mejor puja por él. En otras palabras, en WDP si por
el paquete S sélo pujaron los jugadores i y j y las valuaciones respectivas
cumplen la relacion v;(S) > v;(.5), esto no implica que el jugador i se gane
el paquete S. En conclusién, como habiamos visto que (REVp) es un SET
PACKING y WDP es atin més general, resulta que WDP es al menos NP-
Hard (ver Garey & Johnson, 1979 [18] y [45]).

3.4.2. Observaciones ulteriores

En el caso en que todas las combinaciones posibles de bienes son permi-
tidas, si el nimero de combinaciones para las cuales se envian ofertas crece
exponencialmente en n entoces el problema de la asignacién 6ptima po-
dria resolverse en tiempo polinomial en el tamafio del input. Por supuesto
que en esta situaciéon, comin en muchos problemas de optimizacién com-
binatoria, si el tamafio del input creciera exponencialmente en n, tan sélo
el problema de registrar todos los datos del input no seria computacional-
mente manejable ([3]).

No hay manera de asegurar que el proceso de subastas simultdneas
sea manejable para valores grandes de n si no se imponen restricciones
al conjunto de combinaciones permitidas, no sélo porque el problema sea
NP-completo, sino también porque el tamafio de los datos de entrada en
si mismo podria volverse inmanejable.

En algunos mercados de subastas se ponen a la venta simultdneamente
una cantidad considerable de bienes. A menudo para un jugador el valor
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de un bien depende de qué otros bienes él gana. En ese tipo de situaciones,
el permitir el envio de ofertas por combinaciones de items puede ofrecer un
modo de incrementar la eficiencia de la asignacién de bienes, pero puede
al mismo tiempo agrandar las dificultades computacionales ([9]).



Capitulo 4

Disefio e Implementacidon del
Caso de Estudio

4.1. Contexto y definiciéon del Problema

Actualmente en la Ciudad de Buenos Aires existe una decena de em-
presas proveedoras de conexiones de internet con distintas tecnologias. Las
opciones son conexion por pulso telefénico o dial-up (actualmente casi en
desuso), conexién a través de una linea telefénica digitalizada o ADSL,
el cable coaxial de cobre, la fibra 6ptica (considerada la mejor de las tec-
nologias por cable) y por dltimo la conexién inaldmbrica o Wi-fi. Las em-
presas presentes cubren, todas juntas, toda la Ciudad. Las tecnologias enu-
meradas mads arriba ofrecen un servicio cuya velocidad de transferencia se
encuentra entre los 512 kilobits por segundo y los 6 megabits por segundo
aproximadamente, y cualquiera de ellas se puede adquirir para uso parti-
cular por alrededor de $ 150 mensuales.

Nuestro problema consistié en implementar en el afio 2008 una licita-
cién para proveer conexiones de internet a 709 escuelas y otras instituciones
publicas de la Ciudad de Buenos Aires. En este caso se adjudicard a ciertas
empresas de telecomunicaciones que operan en la Ciudad la provision del
servicio a algtin subconjunto de escuelas. Se trata de una subasta reversa
pues el principal, el Gobierno de la Ciudad de Buenos Aires, se procura
bienes comprados a los agentes.

También se la puede pensar como una subasta de venta afirmando que el
Estado de la Ciudad vende a las empresas participantes un activo (la deuda
que la Ciudad contrae con las empresas que proveeran los servicios de in-
ternet), y que las empresas pagan ese activo mediante descuentos, buenos
precios por volumen grande de unidades, servicios de alta calidad.

Los items en subasta serdn entonces 709 escuelas y los participantes o
postores serdn el conjunto { Cablevisién, Telefénica, Iplan, Metrotel, Tele-
com, Telmex } (ver Figuras 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 45, 4.6, y 4.7, en las que se

37
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RIGIDE!'A RUATA:

Figura 4.1: Cablevisién

muestran las dreas de cobertura estimadas de cada empresa, informacién
de la que disponiamos antes de disefiar el mecanismo de licitacién).

Como primera observaciéon afirmamos que en este tipo de problemas
de aplicacién no sirven las soluciones heuristicas ([4]). Estamos obligados
a encontrar un 6ptimo pues al definir un ganador necesariamente se de-
finen perdedores, y no quedaria claro cémo justificar qué participantes son
perdedores como resultado de un método informal o heuristico.

En las siguientes subsecciones discutimos dos propuestas iniciales para
el disefio de la licitacién, una por la Agencia de Sistemas de Informacién
y otra por nosotros, y finalmente exponemos el modelo acordado para la
implementacién. Este trabajo previo entra en el marco de la definicién y
disefio del mecanismo, que como dijimos mds arriba es una parte dificil e
ineludible del trabajo. No queda claro antes de la licitaciéon qué sistemas
son mds convenientes, y quien debe poner en marcha la licitaciéon necesita
una imagen clara de cada propuesta, sobre todo de sus aspectos técnicos.
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Figura 4.2: Telecom
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Figura 4.3: Telefénica de Argentina
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DESPASRIEAY

Figura 4.4: Telmex
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OIDE

Figura 4.5: Iplan
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DESPASRIEAY

Figura 4.6: Metrotel



Z
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z

Todas las empresas

Figura 4.7
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4.1.1. Propuesta de la Agencia de Sistemas de Informacién

La primera intencion de la Agencia de Sistemas de Informacién era li-
citar las escuelas de manera tal que las pujas se hagan por institucién. Es
decir, cada participante propone 709 precios unitarios, uno por cada bien
en subasta, y se realizan 709 subastas al mejor postor.

Algunas desventajas de esta propuesta son:

» En pimer lugar se pierde la posibilidad de tener economias de escala,
es decir un descuento por paquetes grandes de escuelas asignadas a
una misma empresa que tenga grandes coberturas.

= En segundo lugar este procedimiento es muy propenso a la colusién.
Supongamos por ejemplo que una zona de tamarfio considerable estu-
viera cubierta s6lo por dos participantes (en nuestro caso las empre-
sas Cablevision y Telefénica son los tnicos participantes presentes
en una superficie de la ciudad mayor al 50 por ciento). El riesgo es,
entonces, que, sabiendo que no tienen competencia en esas escuelas,
podrian dividirse la regién y poner un precio alto cada uno a su parte
sabiendo que serian necesarios ganadores (ver Figura 4.7).

= Otra desventaja de este modelo es la posible distorsién de precios,
que se volverian excesivamente altos donde hay poca competencia.

= Se hace muy engorroso para cada participante el presentar sus pujas.
La Agencia de Sistemas de Informacién hubiera entregado a cada em-
presa una lista con los 709 nombres de las instituciones y sus respec-
tivas direcciones postales, lo que hubiese conllevado a cada empresa
un gasto significativo de tiempo y de recurso humano para la tarea de
revisar cada direccién en el mapa y entoces determinar si la escuela
se encuentra bajo el drea de cobertura y si se tiene interés por ganar
ese item.

» Hay zonas de cobertura en donde se intersecan mas de dos empresas.
Esto hubiese dado lugar a pujas interesantes por paquetes en una li-
citaciéon por combinaciones.

4.1.2. Nuestra primera propuesta

La superficie de la Ciudad de Buenos Aires estd dividida en distritos
escolares (ver Figura 4.8). Se defini6 una particién en 11 regiones de la ciu-
dad teniendo en cuenta tanto la particion existente en principio en distritos
escolares como el drea de cobertura de cada participante, esto tltimo para
evitar aumentos de precio en regiones cubiertas parcialmente por los par-
ticipantes (ver Figura 4.9). Notar que es factible que una empresa preste su
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Figura 4.8: Distritos escolares
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D Particién ad-hoc

(1c+3b+4b es un solo bloque)

[ istritos Escotares

Figura 4.9: Particién de regiones en subasta

servicio a una escuela que no se encuentre en su area de cobertura, sola-
mente que a un precio mayor.

Cada region contenia distritos escolares enteros, salvo en pocos casos
en los que se dividieron algunos y se definieron sub-distritos.

Se propuso entonces una subasta por combinaciones en donde el con-
junto de los items en subasta eran las 11 regiones disefiadas. Por supuesto
que la idea era permitir pujar en combinaciones de regiones, bajo la condi-
cién de que los paquetes por los cuales se expresaran intenciones debian
ser subconjuntos conexos (en el sentido de abstraer a la Ciudad de Buenos
Aires como un subconjunto de R?). Esta condici6n se fijé para evitar que
ciertos participantes pudieran forzar que se incluya en un mismo paque-
te regiones distantes del norte (en donde hay mucha competencia) y del
sur de la Ciudad; veamos el siguiente ejemplo. Supongamos dos empresas
con la condicién de ser las tinicas presentes en la mitad sur de la ciudad.
Supongamos que forman cada una un paquete disconexo con una regién en
el extremo sur y otra region en el extremo norte. Entonces podrian ponerle
precio alto al paquete y seguir siendo ganadoras por ausencia de competi-
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dores en la zona sur. El resultado es que se les concederia, a un precio alto,
regiones del extremo norte, en donde hay mas competencia y en donde
serian factibles mejores pujas, es decir precios mas bajos.

Una desventaja de este modelo radica en la rigidez de la division previa
en distritos escolares y consiste en que perjudica claramente a algunas em-
presas. Por ejemplo la empresa Metrotel, que opera en principio una man-
zana alrededor de las lineas de subterraneo, puede pujar por la interseccién
entre las lineas de subte y algtin distrito. Como las regiones propuestas son
indivisibles, Metrotel estaria obligada a ofrecer un precio alto por aquellas
escuelas lejanas a la red de subterraneo que se encuentren en alguna regién
de su interés. Una empresa no estd imposibilitada de ofrecer su servicio
en un punto que no esté contenido en su cobertura a priori; simplemente
sucede que el costo de brindar una conexién a un tal cliente seria excesi-
vamente mayor que aquel para las escuelas presentes en su area de trabajo
actual. Todo esto la llevaria a una derrota segura contra una puja de una
empresa con cobertura transversal que pueda ofrecer un precio razonable
por un paquete mayor en el sentido de la contencién.

También cabe mencionar que la informacién del area de cobertura de
que se disponia era una estimacién de la Agencia, con la correspondiente
probabilidad de error, y que este modelo tampoco disminuia sensiblemente
la probabilidad de colusién.

4.1.3. Modelo definitivo implementado

En esta subseccion se presenta el modelo definitivo, que es el que fue
aceptado finalmente por la Agencia de Sistemas de Informacién, y con el
cual se llamo¢ a licitacién a fines del afio 2008.

Cada empresa presenta un tinico precio unitario de abono mensual, un
listado de las escuelas por las que participa y los descuentos por canti-
dad de items. Mas formalmente, cada participante expresa sus preferen-
cias definiendo dos tablas de pardmetros y una constante. La constante que
define cada participante es denotada p y equivale al precio tinico por una
conexion de internet para una escuela cualquiera por mes. Se supone que este
es el precio que cobraria cada empresa si la Agencia contratara el servicio
para una escuela en particular. En la primera tabla se marcan aquellas es-
cuelas en las que el participante esta interesado. El Cuadro 4.1 muestra un
ejemplo de la informacién que hasta aqui debe presentar cada empresa. Las
variables o; son binarias, es decir que pueden valer s6lo 0 o 1 y se interpre-
ta que la empresa hace una propuesta (expresa un interés) por la escuela
i siy s6lo si «; vale 1. Ahora definimos tramo tarifario como un elemento
cualquiera del conjunto de intervalos de enteros T := {[0, 19], [20, 39], [40,
59], [60, 79], [80, 99], [100, 149], [150, 199], [200, 249], [250, 299], [300, 399],
[400, 499], [500, 599], [600, 699], [700, 709]}.

En la segunda tabla, entonces, cada participante j especifica qué por-
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Numero de Escuela | Preferencia
1 g

2 (D)

3 a3

707 Q707

708 ar7o8

709 aro9

Cuadro 4.1: Tabla de preferencias

Tramo Tarifario | Descuento
[0, 19] dq

[20, 39] do

[40, 59] ds

lak, by] dy;

[500, 599] d12

[600, 699] di3

[700, 709] d14

Cuadro 4.2: Descuentos por volumen

centaje de descuento aplica a p en funcién del tramo tarifario en que se en-
cuentre la cantidad de escuelas que gane. Es decir, para cada participante
se tiene que si la cantidad de escuelas que gana es un ntmero del tramo
tarifario [ay, bx| € T, entoces el precio unitario que cobrard ese participante
serdp =p(1— di/lOO), en donde di es un ntimero entre 0 y 100 y es pre-
cisamente el descuento que hace el participante j por ser adjudicatario de
una cantidad de escuelas entre a, y by, (ver Cuadro 4.2).

Este modelo representa una mejora respecto de los otros propuestos
ya que dificulta fuertemente la colusién, permite explotar economias de
escala, no quita a participantes de menor cobertura la posibilidad de ser
ganadores por la ausencia, finalmente, de paquetes de distritos rigidos que
no necesariamente coincidan con la forma del drea de cobertura de ciertas
empresas. Como veremos mds adelante, ademds, permitié ahorros signi-
ficativos a la hora de hacer las adjudicaciones para contratar los servicios.
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Dadas las pujas de todas las empresas definimos regiones, ahora a pos-
teriori, en funcién de las intersecciones de las distintas preferencias. Si IV es
la cantidad de participantes, para cada j entre 1 y NV denotamos por P; al
conjunto de escuelas en la puja de la empresa j. Una region sera una inter-
seccién maximal de items, en el siguiente sentido: decimos que un conjunto
de escuelas R = {¢; : i € I} es es una region si existen indices ny, ..., ny tales
que

iP,N..NP, =Ry
ii Vn#ny,...,n, P,NR=10

Observemos que ahora las regiones pueden dividirse en dos o mas
ganadores. Nuestro modelo determina, para cada regién, cudntos ganadores
hay en ella y cuadntas escuelas de ella se asigna a cada uno.

El objetivo es minimizar, sobre todas las combinaciones posibles de
empresa-tramo tarifario, la suma del costo unitario, con el descuento corres-
pondiente al tramo, multiplicado por la cantidad de escuelas que gana la
empresa en ese tramo.

Se puede demostrar que esta es una manera valida de plantear la mini-
mizacién del costo total por las conexiones sobre todas las posibles asigna-
ciones de escuelas a empresas con la condicién de que se sujete el problema
a las siguientes restricciones:

1. Dada una region, la suma de la cantidad de escuelas de esa region
que recibe cada empresa debe ser exactamente igual a la cantidad de
escuelas que la conforman (restriccion para cubrir toda la demanda
de conexiones de internet).

2. Cada empresa cobrara un tinico precio unitario por escuela, que re-
sulta de aplicar el descuento correspondiente al tramo tarifario en que
se encuentre la cantidad total de escuelas que gane.

3. Una empresa no podrd ganar escuelas por las que no haya expresado
preferencia.

En la siguiente secciéon veremos el modelo de programacion lineal en-
tera disefiado para encontrar la solucién 6ptima de este problema con tiem-
pos de ejecucion eficientes.

4.2. Modelo de programacion lineal entera

Aqui estudiaremos en detalle los pardmetros, variables, las restricciones
y la funcién objetivo usados en nuestro disefio.
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4.2.1. Pardmetros

Definimos

R = {R1, Ry, ..., Ry}, las regiones definidas como intersecciones de es-
cuelas.

E ={E;, Ey, E3, E4, E5, Eg}, las empresas participantes.

T = {]0,19], 20, 39], ..., [500, 599], [600, 699], [700, 709] }, los tramos tari-
farios, todos intervalos de enteros.

Para todo 1 < r < k definimos esc(R,) como la cantidad de escuelas en
la region R,.

Para todo (i,t) € E x T definimos ¢(i,t) como el costo unitario de una
conexién de la empresa 7 aplicando el descuento del tramo ¢ (costos por
escuela por tramo).

Para cada (7, j) € E x R definimos el pardmetro pres(i, j), pres(i, j) =1
siy s6lo si el participante i emitié una puja por las escuelas de la regioén j
(presencia de empresa por érea), y pres(i, j) € {0,1}.

Finalmente notamos, para cada t € 7, min(¢) y max(¢) al minimo y
maximo de cada tramo respectivamente.

4.2.2. Variables

Para cada (i, j) € E x R se define z;; € Z>( como la cantidad de escuelas
ganadas por la empresa 7 en la region j.

Dado (i,t) € E x T definimos una variable binaria y;;, donde y;s = 1siy
solo si la empresa i gana una cantidad de escuelas en el tramo ¢, y;; € {0, 1}.

También para cada (i,t) € E x T definimos z;; € Z> tal que z;; vale la
cantidad de escuelas que gana la empresa i en el tramo ¢. Es decir que en
nuestro caso vale que si la empresa ig gana una cantidad total de escuelas
do y dp pertenece al intervalo ¢, entonces

zioto - dO

y
Vt;ﬁto Zit =0.

Las variables z;; se introducen para modelar apropiadamente los precios
segtin la cantidad de escuelas asignadas a cada empresa, como una cuestion
técnica del modelado por programacion lineal entera.

4.2.3. Funcién objetivo y restricciones
El problema de programacioén lineal entera que queremos resolver es
min Z c(i,t) zit
(i,t)eEXT

sujeto a las siguientes restricciones:
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1 VjeRY cpwij = esc(f)

i Vi€ BYepyn=1

iii V(i,t) € EXT Y ;cprij > min(t) — 709 (1 — i)
iv V(i,t) € EXT ) cpwij < max(t) + 709 (1 — yir)
v V(i,t) € EXT 2t > 3 e p@ij — 709 (1 — yir)

vi V(i,j) € E x R tal que pres(i,j) = 0 z;; = 0.

vii V(i,7) € E x Rz € Z>o.

viii V(i,t) € E X T 2zt € Z>o.

ix V(i,t) € E x T y; € {0,1}.
Las restricciones se explican como sigue:

i Dada una regién la suma de las escuelas en ella que se asignan a cada
empresa debe igualar la cantidad total de escuelas en esa region.

ii Como las variables y;; son binarias, la condicién sobre la suma de las
variables es equivalente a imponer que haya un par (ig, p) tal que
Yioto = 1y para todos los demads y;; = 0. Entonces esta restriccioén dice
que a cada empresa corresponde un tinico tramo tarifario, aquel en el
que se encuentre la cantidad total de escuelas que gane.

iii Para cada eleccién posible (i,t) de emprea y tramo tarifario, si la em-
presa gana una cantidad de escuelas en ese tramo tarifario entonces
la correspondiente variable y;; valdrd 1 y la desigualdad dice que la
cantidad de escuelas ganada por la empresa i sera mayor o igual que
el minimo del tramo ¢.

Para todos los otros tramos, aquellos en los que no cae la empresa i, la
correspondiente variable y;; valdra 0 y entonces la cantidad min(¢) —
709 (1 — y;¢) serd menor o igual a 0.

iv Andlogamente, para cada elecciéon posible (i,t) de empresa y tramo tari-
fario, si la empresa gana una cantidad de escuelas en ese tramo tarifa-
rio entonces la correspondiente variable y;; valdra 1y la desigualdad
dice que la cantidad de escuelas ganada por la empresa i serd menor
o igual que el maximo del tramo t.

Para todos los otros tramos, aquellos en los que no cae la empresa 7, la
correspondiente variable y;; valdra 0 y entonces la cantidad min(t) —
709 (1 — y;;) serda mayor o igual a 709, que es el total de instituciones
en la licitacién.
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v Con estas desigualdades establecemos cierta dependencia entre las va-
riables z;; y las variables z;; e y;;. Para cada eleccion de empresa y
tramo tarifario (i,t), si la empresa i cae en el tramo ¢ entonces y;; =
1 y la desigualdad expresa que la cantidad de escuelas que gana la
empresa i en el tramo ¢ debe ser mayor o igual a la cantidad total de
escuelas ganadas por %, lo que es correcto por la unicidad del tramo
al que pertenece el nimero de items ganado por cada participante.

En los otros casos, y;; valdra 0 y lo que dice la desigualdad es que
la correspondiente z;; deberd ser mayor o igual a un niimero que es
menor o igual a cero.

vi Por ultimo esta restricciéon impone sencillamente que si la empresa i no
expres$ preferencia por ninguna escuela de la regién j entonces no
debe ganar ninguna escuela de esa region.

Finalmente queremos comentar el siguiente corte por igualdad agregado

al modelo.
Vie E Zzit:inj

teT JER

En esta formula se cuenta el cardinal de un mismo conjunto de dos ma-
neras distintas. Supongamos i fijo, una empresa en E. Del lado izquierdo
tenemos la suma, sobre todos los tramos tarifarios ¢, de las escuelas que
gana i en el tramo t. Segtin lo que dijimos anteriormente, en esta suma
seran todos los términos iguales a cero, salvo a lo sumo uno que serd igual
a la cantidad de escuelas ganadas. Del lado derecho tenemos la suma, sobre
todas las regiones j, de la cantidad de items que gana la empresa ¢ en cada
region j, lo que equivale nuevamente al total ganado por i.

Con esto queda clara la validez de la igualdad. Por supuesto que esta
igualdad estaba ya implicita en las restricciones iniciales, pero este corte
acelera significativamente la busqueda del 6ptimo. En las pruebas realiza-
das en escenarios con datos ficticios, el modelo sin el corte agregado en-
contraba el 6ptimo en un tiempo comprendido entre dos y tres minutos,
mientras que luego de agregar estas restricciones el programa resolvia el
problema en décimas de segundo. Esto sucede pues por ser una igualdad
permite despejar una variable en funcién de las demds, con la consecuencia
de que la dimensién del espacio en el que se encuentren los puntos factibles
de la relajacion lineal asociada al modelo disminuye en 1.

4.2.4. Encontrando multiples 6ptimos

Dada una solucién 6ptima, en esta seccién mostramos cémo se puede
modificar el modelo para prohibir esta solucién, con el objetivo de deter-
minar si existen 6ptimos alternativos. Es de especial interés la bisqueda de
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multiples 6ptimos en un problema de aplicacién como este, pues al definir
ganadores necesariamente se definen perdedores.

Supongamos que encontramos un éptimo z* y que sus coeficientes son
los ntimeros z7;, es decir que la asignacién ganadora es:

V(’L,j) e FE xR (l‘*)w = .T;-kj

Ahora usaremos las coordenadas de xz* como pardmetros de la siguiente
manera. Quisiéramos forzar, en el programa, que al menos una coordena-
da de x sea distinta que la respectiva coordenada de z*, y asi, si el algo-
ritmo llega a un nodo 6ptimo con igual valor en el funcional que para z*,
tendriamos que este tltimo no seria el tnico 6ptimo de nuestro problema
original.

Usando notacién convencional de l6gica proposicional, lo que quere-
mos agregar al programa es la siguiente disyuncion:

( \/ Tij < .Z';kj — 1) V ( \/ Tij = JZ;}- + 1)
(4.4) :23;>0 (ij) € EXR

Esto es lo mismo que escribir:
(\  709—a;>709— (x5 — 1))
(4.4) 12f;>0
\

(V wyzap+1)
(ij) € ExR
Pero el problema es agregar esta informacién en forma de desigualdades
lineales. Para esto introducimos dos matrices de variables binarias
v, w € {0,1}F*E

y agregamos las siguientes restricciones al programa lineal entero.

V(i,j) € ExR, x;>0: 709—a; > (709 — (z}; — 1)) w;

V(i,j) € ExXR: T4 > (1’:} + 1) Vij
D wi+ ) vi=1
(4,5) s @7;>0 ExXR

Estas restricciones agregadas aseguran que para una variable se cumpla la
condicién buscada y para todas las demas variables queden restricciones
que son triviales dado que estdn todavia sujetas a las restricciones iniciales.
Entonces por un lado podrian darse dos o mas de las condiciones buscadas,
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y por el otro no se pierde ninguna solucién que no sea el * que queremos
prohibir.

Ahora supongamos que restringimos n 6ptimos z73, 3, ..., z;, cada uno
con su correspondiente conjunto de variables binarias w!, w?, .., w" y v!,
v?, ..., v, entonces para cada lista de restricciones, una por cada 6ptimo,
tenemos definido un conjunto {7 }. Las restricciones de todos los 6ptimos,

juntas, definen el conjunto

{z1} N {aa}n .. n{z}°

que por las leyes de de Morgan es igual a
{7, 25, ...,z }°.

Entonces si hay algtun punto factible que queda fuera de {z7, 3, ..., 2} }°,
necesariamente tiene que ser alguno de los 6ptimos que no queremos.

4.3. Pujasy resultados computacionales

Para implementar el modelo de programacién lineal entera usamos el
lenguaje Zimpl, de Thorsten Koch ([25], [26]) y lo resolvimos usando el pa-
quete Scip ([1]). Con este software fue posible encontrar la solucién 6éptima
en menos de un segundo en distintos problemas de prueba como asi tam-
bién en el problema real luego de recibir las propuestas de las empresas.

El cédigo del programa lineal en Zimpl puede verse en el anexo. Para
ejecutar el programa fue usado un microprocesador AMD Athlon 64 X2
Dual Core 4400+ de 2,31 gigahertz en una computadora con un gigabyte
de memoria RAM.

Si bien nuestro disefio contemplaba la presencia de las seis empresas
enumeradas anteriormente, en la implementacién para la licitaciéon de co-
nexiones de internet se recibieron pujas de s6lo cuatro empresas proveedo-
ras. En los Gréficos 4.10, 4.11, 4.12, 4.13 se incluye el nimero de escuelas
por las que expresaron preferencia las empresas y se esbozan las zonas de
la Ciudad en las que se encuentran.

En la Figura 4.14 se detallan las regiones que quedaron determinadas
como interseccion de preferencias con sus respectivas cantidades de escue-
las.

Las empresas Telefénica y Telecom ofrecieron conexiones con cable de
cobre mientras que Cabelvisién y Telmex ofrecieron servicios por fibra 6pti-
ca.

Para incentivar el uso de mejores tecnologias se ponderaron los precios
de Cablevision y Telmex con el coeficiente 0,9 (se consideré sélo el 90 por
ciento del precio que pedian estas empresas a cambio de una conexién por
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Figura 4.10: Cablevisién, 709 escuelas

fibra 6ptica). Esta ponderacion estaba debidamente explicitada en los plie-
gos de la licitacion y s6lo se usé para determinar a los ganadores.

El primer resultado que se presenta es el de la licitacién que incluye a las
cuatro empresas mencionadas anteriormente. Posteriormente surgié una
impugnacién por parte de la Agencia de Sistemas de Informacién para la
empresa Cablevisién y se corri6 nuevamente el programa lineal para este
nuevo contexto con tres empresas.

En el primer caso la empresa Cablevisién presenta un precio unitario
alto e inverosimil, con la idea de hacer uso por un lado de su monopolio
en la zona Sur (monopolio no real, sino referido al universo de las empre-
sas que participaron de la licitacién) y por otro lado de su condicién de
tinica empresa que cubre toda la superficie de la Ciudad. Otro posible fac-
tor presente en la puja de Cablevision tal vez sea que quienes definieron
la valuacién sobre los tramos tarifarios hayan considerado que del lado del
subastador sélo se evaluaria el nimero del porcentaje que se aplicaria como
descuento a cada tramo. Y justamente el descuento que ofreci¢ Cablevisién
para el tramo tarifario [700, 709] fue cercano al 80 %, alcanzando asi un pre-
cio levemente superior que el minimo de los precios ofrecidos sobre todos
los tramos tarifarios y sobre todas las empresas.

Los resultados numéricos son los siguientes.

Escenario 1: Las cuatro empresas presentes.
= Cablevision gana las 709 escuelas
= Costo de esta asignacion: $ 665.992,06

= Costo promedio por escuela: $ 939,34
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Figura 4.11: Telefénica, 348 escuelas

Ver Figura 4.15.

En el segundo caso, sin la empresa Cablevision, se quité la restriccion de
cobertura total de la Ciudad porque evidentemente quedaria un problema
de Programacién Lineal Entera sin puntos factibles.

El resultado es el siguiente.

Escenario 2: S6lo Telefénica, Telecom y Telmex.

= Se asignan 461 de las 709 escuelas.
= Asignacién 6ptima:

e 348 escuelas asignadas a Telefénica.
e 99 escuelas asignadas a Telecom.

e 14 escuelas asignadas a Telmex.
= Costo de esta asignacion: $ 382.691,85

= Costo promedio por escuela: $ 830,13

Ver Figura 4.16.

A continuacién hacemos un anélisis del Escenario 1. Tomando el precio
final de $ 665.992,06 se puede calcular el beneficio de usar nuestro disefio
conjeturando el probable comportamiento de cada una de las empresas en
una licitacion hecha segtin la idea original de la Agencia de Sistemas de In-
formacién, de a una escuela por vez. Ademads hay que observar que si bien
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Figura 4.12: Telecom, 99 escuelas

todas las escuelas fueron adjudicadas a una sola empresa (por la restric-
cién de cobertura), la asignacién se hizo a un precio menor del que hubiera
puesto esta empresa ganadora en los otros disefios.

Suponiendo que Cablevisién ofrece su peor precio ($ 4.696,7) por las es-
cuelas en las que no tenia competencia y que en el resto de las escuelas cada
uno pone su mejor precio, el costo de subastar las escuelas de a una habria
sido $ 1.539.330,21. Esta conjetura es sostenible pues dado que Cablevisién
hizo uso de la ausencia de competencia en gran parte de la Ciudad para
ganar el total de los items a un precio més alto que el mejor ofrecido sobre
todas las empresas y todos lo tramos tarifarios, bien podria haber hecho
uso de esta ventaja cobrando muy caras las escuelas en las que no tiene
competencia.

Inmediatamente observamos un ahorro de $ 1.539.330,21 - $ 665.992,06
= $ 873.338,15 que es un 31 % mas alto que el precio pagado por la asig-
nacién completa de conexiones,

$ 665.992,06 = $ 873.338,15 — $ 207.346,09.

Ahora suponemos en forma muy optimista que en los renglones en que
s6lo puede proponer un precio Cablevision, esta empresa no pone su peor
precio. Tampoco serfa muy ajustado a la realidad pensar en que este partici-
pante no haga ninguna especulacién con el hecho de tener exclusividad en
el 35 % de las escuelas, es decir, no podemos pensar que fuera a proponer
su mejor precio por todo este paquete de items. Entonces suponemos que
propone se segundo mejor precio, que es el 40 % de su precio mds alto.
Ademas continuamos bajo la hipétesis de que para el resto de los items
cada uno pone su mejor precio. En este caso habriamos llegado a un costo
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Figura 4.13: Telmex, 97 escuelas

de $ 840.461,25.

Inmediatamente calculamos un ahorro de $ 840.461,25 - $ 665.992,06 =
$ 174.469,19, equivalente al monto necesario para pagar 186 conexiones a
nuestro precio 6ptimo encontrado en el primer escenario, nimero de es-
cuelas que representa mds del 26 % del total en disputa.

Continuamos ahora en forma atin mdas optimista. Bajo la hipétesis de
que en todos los renglones con competencia exista algtin participante que
ofrece el mejor precio registrado en toda la licitacién ($ 785,29), y que nue-
vamente Cablevision ofrezca su segundo mejor precio en donde tiene ex-
clusividad, el costo seria $ 827.931,33.

En este caso el ahorro suma $ 827.931,33 - $ 665.992,06 = $ 161.939,27,
equivalente al monto necesario para conectar a més del 24 % de las escuelas.

Finalmente la impugnacién fue desestimada por lo que el Escenario 1
fue el aplicado.

La aplicacion fue exitosa pues el disefio permitié plantear correctamente
la idea que se tenia para la licitacién y ademds porque el modelo permi-
tié resolver el problema computacional rdpidamente cuando llegaron los
pliegos con las propuestas de las empresas y adicionalmente trajo consigo
un ahorro significativo para el Estado con respecto al modelo de licitacién
planteado originalmente.
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Figura 4.14: Regiones determinadas por las preferencias

Cablevision

Figura 4.15: Asignacién ganadora del Escenario 1
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Figura 4.16: Asignacién ganadora del Escenario 2



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo hicimos una implementacién de un modelo de progra-
macion lineal entera original y disefiado por nosotros para resolver el pro-
blema de una licitacién de procuracién ptblica de bienes por parte del Es-
tado.

Propusimos mds de un modelo de mecanismo al principal de la licita-
cién, en este caso la Agencia de Sistemas de Informacién del Gobierno de
la Ciudad de Buenos Aires, y después de discutirlos llegamos al disefio que
se presenta en este trabajo.

Entre las razones por las cuales no se implementan muy frecuentemente
las Subastas por Combinaciones en el caso general, se puede destacar el he-
cho de que no sélo es la determinacion de los ganadores un problema muy
duro de computar para el subastador, sino que también para el jugador
lo es la mera definicién de las valuaciones, para establecer su propuesta,
cuando el nimero de items en subasta es grande y los items son diversos, y
ademads no se puede presuponer que un participante tenga conocimientos
de programaciéon matematica ni de disefio de mecanismos.

Como se vi6 en la Seccién 4.3 hubo ahorros muy significativos gracias al
uso de nuestro disefio, aun sin disponer de la posibilidad de definir todos
los aspectos del mecanismo implementado.

Como caracteristicas distintivas de nuestro mecanismo de licitacion cita-
mos el precio tinico y el descuento por volumen. Por estas caracteristicas distin-
tivas y por otras de la instancia particular, afirmamos que nuestro disefio
podria usarse en cualquier licitacion en la cual se presenten descuentos so-
bre un precio unitario por cantidad de items, y otras cualidades destacables
como la posibilidad de economias de escala por parte de participantes de
mayor envergadura y la presencia de dreas de cobertura de items con inter-
seccién no vacia, pudiéndose aprovechar esto tultimo para que la competen-
cia sobre un mismo paquete de items haga bajar su precio en una licitacién
de procuracién. Con todo esto queda pendiente la pregunta interesante a-
cerca de en qué otra licitacién podria usarse nuestro disefio.

62
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También en la Seccién 4.3 comentamos que nos servimos del lengua-
je Zimpl (ver [25]), de Thorsten Koch, para el cémputo de la asignacién
ganadora. Este lenguaje se cuenta entre las mejores opciones de software li-
bre para estos propositos, la resolucién de programas lineales. Y junto con
nuestro disefio inteligente de los cortes incluidos en las restricciones pudi-
mos llegar a la solucién 6ptima en tiempos significativamente cortos.



Apéndice A

Algunos resultados sobre
subastas

Definiciéon A.1. Dado un jugador j su funcion de valuacion se denota v; y, para
un subconjunto de bienes S, definimos v;(.S) como lo mdximo que j estd dispuesto
a pagar por S. Si j gana S y paga p por él, entonces decimos que el beneficio neto
que recibe j (net payoff) es v;(S) — p.

Definicién A.2. En un juego se dice que una estrategia X es dominante para un
jugador j si, sin importar la estrategia que elijan los otros jugadores, la estrategia
X resulta en un pago dptimo para j.

Teorema A.1. (Vickrey 1961) En una subasta de sequndo precio, para todo ju-
gador j es una estrategia dominante el pujar su verdadera valuacién v;. Es decir,
si bj es la puja de j, entonces sea como pujen los otros jugadores, es optimo para j
establecer b; = v;. Mds aun, la subasta de sequndo precio es eficiente.

Demostracion. Supongamos que un jugador j establece b; < v;. El resultado
se ve afectado para j solo si la maxima puja b establecida por los otros
jugadores cumple

bj <b< Vj.

En este caso el jugador j pierde (con un beneficio neto nulo, pues no tiene
el objeto ni paga nada). En cambio, ganaria si pujara b; = v;. En este ulti-
mo caso, bajo la hipétesis del segundo precio y suponiendo todavia que la
mejor puja sobre todos los otros jugadores es b < vj, el payoff neto para j
resulta v; — b > 0.

Si ahora j establece b; > v; entonces, si la mejor puja enviada por otro
jugador es by cumple

v < bj < b,

entonces j pierde, y recibe un beneficio neto nulo. Si en cambio b < b,
entonces j gana pero recibe un beneficio neto de v; — b, que es negativo.

64
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Finalmente, y este es el mejor caso para j, si b < b; pero b; se define como
igual a v;, entonces j gana el bien y finaliza con un payoff neto de b; —b > 0.
Concluimos que definir la puja como igual a la valuacién (truthful bid-
ding) es una estrategia dominante para cualquier jugador.
Habiendo probado que es 6ptimo para los participantes el pujar veraz-
mente, entonces dado que el ganador es aquel que envia una puja maximal,
resulta que la subasta de segundo precio es eficiente. O

La generalizaciéon del mecanismo de Vickrey para una subasta multiu-
nitaria hecha por Clarke y Grooves se describe formalmente como sigue.
Sea z un vector de cantidades enteras de bienes en subasta (hay z; unidades
del bien k). Dado un jugador j € {1, ..., N}, v;(2?) es la valuacion que hace
j del vector no negativo (coordenada a coordenada) 27, y denotamos por
¥; a la funcién de valuacién que j reporta al subastador.

El subastador computa una asignacién éptima

N
¥ =argmax,; .~ g vj(a’)
i=1

sujeta a

donde la restricciéon es una desigualdad coordenada a coordenada (z* es
una secuencia de N vectores).
El precio pagado por un jugador j se define como

pj=caj— Y bm(y,)
m#j

aj = max Z’f)m(:}:m) : megj

mtj mtj
Observar que «a; s6lo depende de lo que reportan (a lo sumo) todos menos
J-

Por ejemplo, supongamos dos items en venta, A y B, y dos postores
j = 1,2. Cada uno envia como pujas las valuaciones v,(A) por A, 9;(B) por
By 1;(AB) por ambos. Supongamos también

01(AB) = 02(AB)

01(A) + 02(B)

Y
>

1(B) + 92(A)
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(por simetria, este caso es general). Para ilustrar el mecanismo, ahora si,
pongamos
01(AB) < 01(A) + 02(B).

El resultado es que el jugador 1 gana A y el 2 gana B. El jugador 1 paga
02(AB) — 02(B) y el jugador 2 paga 01 (AB) — 01(A).

Ahora estamos en condiciones de probar que en la extension VCG, truth-
ful bidding es también una estrategia dominante.

Teorema A.2. En el mecanismo VCG, pujar verazmente (ie. b; := wv;) es una
estrategia dominante para cada jugador j.

Demostracion. Consideremos un jugador j y una coleccién de valuaciones
{0m }m=; reportadas por los jugadores salvo j. Si j comunica una valuacién
cualquiera ¥; entonces denotamos 2/ al correspondiente vector asignacioén
y por p; al pago que efectda j. Cuando j puja verazmente denotamos x7"
al vector asignacién y por p; al pago.

Supongamos que j reporta una valuacién v;. Si su valuacién verdadera
es vj, resulta que su beneficio es

Uj (jj) - ﬁ] =
= 0j(#) + ) on(@™) — ay
mj
N
< max{vj(z’) + Z O (™) Z 2™ <z} — a4
m#j m=1

(se supone que una valuacién veraz es mayor o igual que una falsa). Pero
la dltima expresion es igual a

con lo que, nuevamente, establecer como puja la valuacién verdadera es
Optimo para j. O

La clave de la propiedad de tener estrategia dominante que verifica la
subasta de segundo precio es el hecho de que el pago que efecttia un postor
ganador no depende de su puja. A continuacién probaremos que, bajo no
muy restrictivas hipotesis, la subasta de segundo precio es la iinica subasta
eficiente con esta propiedad, a menos de una expresién sumada al pago de
cada jugador j, que no depende de b;.

Teorema A.3. Supongamos que para todo j, v; pueda tomar cualquier valor en
[0, 1]. Entonces una subasta es eficiente y pujar verazmente es débilmente domi-
nante si y sélo si valen (a) el postor mds alto gana y (b) para todo jugador j el pago
p; satisface
- méxz;bi+ti(b_j), sijgana;
bi= { ti(b_j), si j pierde.
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para cierta funcién t;, donde b_; es el vector de pujas con b; excluida.

Demostracion. Tomemos una subasta eficiente en la que pujar verazmente
sea dominante. Entonces el postor mds alto gana y tenemos (a).

Sea ahora tJL(bj, b_;) el pago de j si es que perdi6 y las pujas fueron
(bj,b—;) (pueden tener que pagar atn los perdedores). Si dadas b;-, b;-/ <
méx;-; b; resulta

L !/ L "
tj (bj7 b—j) > tj (b] ) b—j)

entonces j resulta mejor pujando b;-/ (pues pagaria menos) aun cuando v; =
b;’. Esto contradice la propiedad de existencia de estrategia dominante.
Luego, podemos escribir ¢} (b;, b_;) como

th(bj,b_5) = t;(bj). (A1)

Anélogamente para el pago de j si gana escribimos (usamos L por lose y W
por win)
5 (b, b-s) = £;(b)- (A2)

Ahora, si v; = méx;-; b;, si j gana o pierde ambas cosas son eficientes, en-
tonces como truthful bidding es dominante, el jugador j debe ser indiferente
a ambos (recordemos que un jugador tiene una valuacion v; del bien que
compraria, y paga un precio p y su payoff es v; — p, con lo que, si v; = p,
J es indiferente a comprar el bien 0 no pues en ningtin caso ganaria nada).
De A.1y A.2 igualamos el payoff:

méxbi — fj(b_j) = —tj<b_j).
i

Es decir

tj(b_ ) = maxb; + tj(b_j),
i#]

con lo que tenemos (b). Reciprocamente, si valen (a) y (b) la subasta es
eficiente y del Teorema A.1 sigue que truthful bidding es dominante. O

Definicién A.3. Decimos que una subasta es de pagos balanceados si

Teorema A.4. Supongamos que {v;} sean aleatorias e independientes cada una
de una distribucion con funcién de distribucién acumulada F; y con soporte en
[0, 1]. Entonces existe una subasta eficiente y de pagos balanceados en la que pujar
verazmente constituye un equilibrio Bayesiano.
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Demostracion. Para la demostracion asumimos N = 2. En una subasta en
la que el postor mas alto gana y el postor 1 apuesta by y paga P;(b1), este
altimo elegird b; para maximizar

b1
/0 vidFy(x) — Pi(by),

si es que el jugador 2 puja con veracidad. Derivando e igualando a cero nos
queda
b1Fy(b1) = Py (by).

Entonces si definimos

by ,
Pilb) = [ aFy(w)ds,
0

la mejor respuesta que puede hacer 1 a 2 es pujar verazmente, pues la
condicién buscada vale para b; = vy, y también lo hace la condicién FQI (v1) >
0. Similarmente, la veracidad es la mejor respuesta para 2 si su funcién de
pago es

b
Py(by) = /0 o F| (z)dz.

Finalmente definimos como funciones de pago respectivas a
p1(b1,b2) = Pi(b1) — Pa(b2)

p2(b1,b2) = Po(b2) — Pi(by).

Ahora es inmediato que ) | p; = 0y que la veracidad sigue siendo un equi-
librio (esto tltimo porque restar P»(b2) al pago de 1 no afecta sus incentivos
y similarmente para 2). O

Teorema A.5. Bajo las hipétesis del Teorema A.4, dadas dos subastas tales que, en
equilibrio Bayesiano, (a) para todo j y v;, la probabilidad de ganar para un jugador
J con valuacion v; es la misma en ambas subastas, y (b) para todo j, el monto que
paga el jugador j con valuacion 0 es la misma en ambas subastas, entonces, para
todo j y v;, el pago esperado de equilibrio para el jugador j con valuacion v; es
el mismo en ambas subastas.

Demostracién. Tomemos una de las dos subastas y sea (b1 (v1), ..., bp(v,)) un
vector de pujas de equilibrio Bayesiano hechas por los jugadores cuando las
valuaciones son (v1,...,v,). El jugador j tiene la decisién de comportarse
como si su valuacion fuese 0; cuando en realidad es v;. Queda instanciado
el problema de optimizacién

méx [G;(0;)v; — P;(95)] (A3)

Uj
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donde
G (9;) = probabilidad de que gane el jugador j (A4)

y

Pj(0;) = pago esperado del jugador j (A.5)
siempre que j puje b;(v;) y cada uno de los otros jugadores i puje de acuer-
do a b;(-), la funcién de puja de equilibrio. Por definicién de equilibrio, la
0; que maximiza A.3 es ¥; = v;, y entonces obtenemos la condicién

Pj{(vj) = G;-(vj)vj para todo j. (A.6)

Integrando por partes en A.6 queda
v
Pi(w) = v,Gyo) = [ Gylanto -+, (A7)

donde k; es una constante de integraciéon. De A.7 se observa que el pago
esperado de j es k; si v; = 0. Por la hipétesis (b) esto es verdadero también
para la otra subasta. Mdas aun, por la hipétesis (a), la probabilidad que tiene
j de ganar en la otra subasta es Gj(v;) para toda v;. Por esto, de A.7 se tiene
que el pago esperado del jugador j es P;j(v;) y su beneficio neto esperado
es G;(vj)vj — Pj(v;) en ambas subastas. O

Notemos que en una subasta de segundo precio, por el Teorema A.1, los
jugadores pujan con veracidad. De manera que la probabilidad que tiene
un jugador de ganar es simplemente la probabilidad de que todos los otros
jugadores tengan valuaciones menores. Por definicion, la probabilidad de
que un jugador ¢ tenga una valuacién no mayor que j es Fj(v;). Por inde-
pendencia, entonces, en una subasta de segundo precio nos queda

Gi(v;) =[] Filwy). (A.8)
i#]j
Mas aun, en una tal subasta vale
P;(0) = 0. (A9)

Pero A.8 y A.9 también valen para la Subasta Inglesa. Para ver esto bas-
ta notar que en la inglesa, un postor seguird pujando mds alto hasta que
el presente precio alcance su valuacién, y entoces el jugador de mds alta
valuacién gana, con lo que vale A.8. Hemos demostrado el

Teorema A.6. (Vickrey 1961) La Subasta de Segundo Precio y la Subasta Inglesa
resultan en un payoff equivalente para todos los jugadores.

Antes de extender el resultado de equivalencia definimos un tipo de
subasta llamada high bid.
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Definicién A.4. La subasta high bid es el mecanismo de subasta en el cual

1. los postores establecen pujas como niimeros reales no negativos, a sobre cerra-
do,

2. el ganador es el jugador que haya enviado la puja mds alta y

3. el ganador paga el monto de su puja.

Teorema A.7. (Vickrey 1961) Cuando las valuaciones {v;} son tomadas alea-
toriamente de manera independiente de una misma distribucién con funcién de
distribucion acumulada F'y con soporte en [0, 1] (esto es, F| = ... = F, hipétesis
que llamaremos de simetria) entonces la subasta high bid, la subasta de sequndo
precio, la subasta inglesa, la subasta holandesa y la subasta todos pagan son todas
equivalentes en términos del payoff.

Demostracién. El mecanismo de la subasta holandesa es formalmente el
mismo que el de la high-bid auction, pues el precio que un postor estd de
acuerdo en pagar en la holandesa es el mismo que la puja que estableceria
en la high-bid.

Consideremos un equilibrio simétrico b(-) de la subasta high-bid, esto
es, b(v) es la puja que haria cualquier postor con valuacién v (existe un e-
quilibrio simétrico por la hipétesis de simetria acerca de los jugadores). Se
puede probar que b(-) debe ser no decreciente. Supongamos que no es es-
trictamente creciente, es decir supongamos que existe un intervalo [v*, v**]
tal que para todo v € [v*,v**], b(v) = b*. Tenemos v*—b* > 0 porque gracias
al intervalo en el que b(-) vale constantemente b*, una puja de valor b* gana
con probabilidad positiva (y por esto si v* — b* < 0, el jugador tendria un
beneficio negativo). Entonces llegamos a

v = b > 0. (A.10)

Pero si un jugador con precio de reserva v** puja b*, empata en la puja
mads alta con probabilidad positiva. Entonces si aumenta levemente su pu-
ja, aumenta con un salto su probabilidad de ganar (pues los empates ahora
tendran probabilidad 0), lo que vale la pena hacer en vista de A.10. Con-
cluimos que b(-) debe ser estrictamente creciente, lo que significa que el ju-
gador de mads alta valuacion siempre gana. Luego, el Teorema A.5 implica
que la subasta high-bid es equivalente a la subasta de segundo precio. El
mismo argumento se puede aplicar a la subasta todos pagan. O

El siguiente importante teorema establece la interesante propiedad de
que cualquiera de las subastas mencionadas en el Teorema A.7, modifi-
cadas poniendo un precio de reserva (es decir, que el subastador no esté dis-
puesto a vender ningtn bien por menos de un valor v*), puede ser utilizada
para maximizar el ingreso del subastador.
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Teorema A.8. Asumimos las hipétesis del Teorema A.7 y suponemos que

Vo J (v) > 0, (A.11)
donde P
Jw)=v— F'(v()v)

Entonces cualquiera de las subastas del Teorema A.7 maximiza el ingreso esperado
del subastador, siempre que el subastador defina un precio de reserva v* tal que
J(v*)=0.

Demostracion. Dada la simetria a priori de los jugadores, la igualdad A.7 im-
plica que, para toda subasta simétrica, el ingreso esperado del subastador
es N veces el ingreso que recogeria de cada uno (recordar que las distribu-
ciones acumuladas ahora son todas la misma F'), es decir

N /01 {UG(U) — /OU G(z)dr + k] dF(v). (A.12)

Por la férmula de integracion por partes esta expresion es igual a

N /01 [/Ov G’(x)xdx] dF (v) + k.

Ahora continuamos el cdlculo de la integral, que es igual a

/01 UO G'<$>wdx] F (v)dv =

P(1) /0 ¢ (@) /0 ' & (w)oF(o)dv =
1 ’ 1 ’
/0 G (v)vdv — F()G(1) + /0 (C)F W + P)G)] dv =
1 ’ 1 ’
/0 & (v)odv — 1+ /0 [G)F @) + F@)G()| do =
G1)—1- /0 ' Gwyds + /0 1 [C)F @) + F@)G)] do =

/1 [G(v)Fl(v)’u —G(v)(1 - F(v))} du.
0

Por otro lado, usando la definicién de J resulta que

1
/0 J(0)G(v)dF(v) =
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/o1 <U - W) G(v)F (v)dv =

1
/0 [GW)F ) - G)(1 ~ Fw)] v

Llegamos a que la expresiéon A.12 puede ser reescrita como
1
N / J(0)G(v)dF (v) + k. (A.13)
0

Ya hemos dicho que se puede probar que G(v) debe satisfacer G’ (v) >0y
0<Gv) <1 (A.14)

En Matthews (1984) se demuestra que G también satisface
1
Vv / [(F(z))N~! = G(z)] dF (z) > 0. (A.15)

Consideramos ahora el problema de maximizar A.13 sujeto a A.14 y A.15.
Notar de A.3y A.7 que k < 0, de otra manera un postor con valuacién cero
tendria un beneficio esperado negativo, que es imposible, pues siempre se
tiene la opcién de no participar. Luego la opciéon de £ maximizantees k = 0,
es decir

P(0) = pago realizado por un jugador con valuacién cero =

0— G(z)dz +0=0. (A.16)
{0}
De las expresiones A.11, A.13, A.14 y A.15, la eleccién 6ptima de G(v) es

N-1 : *,
G(v) = { ((f(v)) o z Z (A.17)

donde J(v*) = 0. Pero todas las subastas del Teorema A.7, modificadas por
un precio de reserva con valor v* satisfacen A.16 y A.17. Satisfacen A.16
porque el pago realizado por un jugador con valuacién cero serd nulo, y
satisfacen A.17 pues, por una lado, en cualquier subasta la probabilidad de
ganar es 0 si la valuacién es no mayor que el precio de reserva y, por otro
lado, dadas las hipétesis de simetria e independencia, la probabilidad de
ganar teniendo una valuacién mayor que el precio de reserva es la proba-
bilidad de que los N — 1 restantes jugadores tengan una valuacién menor,
que para cada jugador j es exactamente

[[F®) =EF@)N

i#£j
De esta manera todas las subastas del Teorema A.7 son solucién del proble-
ma de maximizacién del ingreso esperado del subastador. O



Apéndice B

Codigo Zimpl

Parametros

1 set R = {
2 "A",

3 "B",

4 "C",

5 "D",

6 "E",

7 "F"

8 k

9
10 set C := {
11 "cv",
12 "ta",
13 "tc",
14 "tm"
15}
16
17 set T = {
18 "0 - 19"

19 "20 - 39,
20 "40 - 59"

21 "60 - 79,
22 "80 - 99,
23 "100 - 149",

24 "150 - 199",
25 "200 - 299",
26 "300 - 399",
27 "400 - 499",
28 "500 - 599",
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29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72

"600 - 699",
"700 +"
%
param escuelas[R] = <"A"> 248,
<"B"> 14,
<'C"> 77,
<"D"> 22,
<"E"> 287,
<"F"> 61;
param costo[T*C]:=|"cv","ta","tc","tm"|

| "0 - 19" cl1, c12, c13, cl4|

| "20
| "40
| "60
| "80
100
150
200
300
"400
500
600
|"700

+n

39"| c21, c22, c23, c24|
59" ¢31, c32, ¢33, c34|
79"| c41, c42, c43, c44|
99"| ¢b1, c52, c53, c54|
149" c61, c62, c63, c64|
199"| c71, c72, c73, c74|
299" c81, ¢82, c83, c84|
399"| ¢91, c92, c93, c94|
499"|c101,c102,c103,c104|
599"|c111,c112,c113,c114|
699"|c121,c122,c123,c124|

[c131,c132,c133,c134|;

param presencia[R*C]:=|"cv","ta","tc","tm"|

["A"| 1, 0o, 0, 0
|"B"| 1, 0, O, 1
["C"| 1, O, 1, 0|
|"D"| 1, O, 1, 1
["E"| 1, 1, 0, O
["F"| 1, 1, 0, 1;
param minimo[T] = <"0 - 19"> 0,

<"20 - 39"> 20,

<"40 - 59"> 40,

<"60 - 79"> 60,

<"80 - 99"> 80,

<"100 - 149"> 100,

<"150 - 199"> 150,

<"200 - 299"> 200,

<"300 - 399"> 300,

<"400 - 499"> 400,
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73 <"500 - 599"> 500,
74 <"600 - 699"> 600,
75 <"700 +"> 700;

76

77 param maximo_tr[T] := <"0 - 19"> 19,

78 <"20 - 39"> 39,
79 <"40 - 59"> 59,
80 <"60 - 79"> 79,
81 <"80 - 99"> 99,
82 <"100 - 149"> 149,
83 <"150 - 199"> 199,
84 <"200 - 299"> 299,
85 <"300 - 399"> 399,
86 <"400 - 499"> 499,
87 <"500 - 599"> 599,
88 <"600 - 699"> 699,
89 <"700 +"> 709;

90

Variables

91 var x[R*C] integer >= 0;

92

93 var y[C*T] binary;

94

95 wvar z[C*T] real >= 0;

96

Funcién Objetivo

97 minimize fobj:

98 sum <i,t> in C*T. (costo[t,i] * Zz[i,t]);
Restricciones

99 subto rl: forall <j> in R do

100 (sum <i> in C: x]j,i]) == escuelas]j];
101

102

subto r2: forall <i,t> in C*T do

75
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103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121

(sum <j> in R: x[j,i}) >=
minimo[t] - 709 * (1 - y[i{]);

subto r3: forall <i,t> in C*T do
(sum <j> in R: x[j,i) <=
maximo_tr[t] + 709 * (1 - V[it]);

subto r4: forall <i> in C do
(sum <t> in T: y[i,t]) == 1,

subto r5: forall <i,t> in C*T do
z[i,f] >=
(sum <j> in R: X[j,i]) - 709 * (1 - yIit]);

subto r6: forall <i,j> in C*R
with presencialj,i] == 0 do Xx[j,i] == 0;

subto r7: forall <i> in C do
(sum <t> in T: z[i,f]) == (sum <j> in R: X[j,i]);



Apéndice C

Codigo C ++

listalnt.h

#ifndef _LISTAINT_H_
#define _LISTAINT_H_

struct NodoBi;
#include <iostream>
#include <fstream>
using namespace std;

class listalnt

{
public:

int tam()const;

int iesimo(int i)const;

listalnt();

void ag_adelante(int x);

void ag_atras(int x);

void sin_primero();

void sin_ultimo();

void agregarle(const listalnt& 12);

listalnt copiar()const;

bool iguales(const listalnt& 12);

void borrar_Lista();

listalnt& operator=(const listalnt& I);

listalnt(const listalnt& [);

“listalnt();

friend ostreamé&
operator<<(ostream& f,const listalnt& I);

friend istreamé&

77
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operator>>(istreamé& is, listalnt& 1);
private:

int cantidad;
NodoBi* primero;
NodoBi* ultimo;

h

#endif

diccionario.h

#ifndef _DICCIONARIO_H_
#define _DICCIONARIO_H_

#include "listalnt.h"
#include <iostream>
#include <fstream>

struct NodoABBD;
typedef int clave;
typedef int valor;
using namespace std;

class diccionario

{
public:

diccionario();

bool contieneclave(clave k)const;

valor buscarvalor(clave k)const;

void definir(clave k, valor v);

void indefinir(clave k);

void unircon(const diccionario& d2);

void intersecarcon( const diccionario& d2);
int cantclaves()const;

listalnt claves()const;

listalnt valores()const;

bool iguales(diccionario& d2)const;

void borrar_diccionario();

diccionario& operator=(const diccionario& d);
diccionario(const diccionario& d);

78
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|3

“diccionario();
friend ostreamé&

operator<<(ostreamé& f,const diccionario& d);
friend istream&

operator>>(istreamé& is, diccionario& d);

private:

int cantidad;
NodoABBD* arbol;

bool contieneclave_aux

(const NodoABBD* raiz,clave k)const;
valor buscarvalor_aux

(const NodoABBD* raiz,clave k)const;
NodoABBD* definir_aux

(NodoABBD* raiz,clave k, valor v);
NodoABBD* indefinir_aux(NodoABBD* raiz,clave k);
NodoABBD* unircon_aux

(NodoABBD* raizl, const NodoABBD* raiz2);
NodoABBD* intersecarcon_aux

(NodoABBD* raiz, const NodoABBD* raiz2);
void claves_aux

(NodoABBD* raiz,listalnt& _claves)const;
void valores_aux

(NodoABBD* raiz,listalnt& _valores)const;
NodoABBD* borrar_diccionario_aux(NodoABBD* raiz);

#endif

listalnt.cpp

#include "listalnt.h"
#include <cstdlib>
#include <iostream>
#include <fstream>
using namespace std;

struct NodoBi

{

int valor;

79
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NodoBi* siguiente;
NodoBi* anterior;

2
int listalnt::tam()const
{
return this->cantidad;
}
int listalnt::iesimo(int i)const
{
NodoBi* _iterador_ = this->primero;
for(int j=0; j<i; j++)
{
_iterador_ = _iterador_->siguiente;
}
return _iterador_->valor;
}
listalnt::listalnt()
{
this->cantidad = O;
this->primero = NULL;
this->ultimo = NULL;
}

void listalnt::ag_adelante(int Xx)

{
NodoBi* _n = new NodoBi;
_h->valor = Xx;
_n->anterior = NULL;
_n->siguiente = this->primero;
if(this->cantidad == 0)

{
this->ultimo = _n;
}
else
{
(this->primero)->anterior = _n;
}
this->primero = _n;

(this->cantidad)++;
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void listalnt::ag_atras(int Xx)

{
NodoBi* n = new NodoBi;
_n->valor = x;
_n->siguiente = NULL;
_n->anterior = this->ultimo;
if(this->cantidad == 0)
{
this->primero = _n;
}
else
{
(this->ultimo)->siguiente = _n;
}
this->ultimo = _n;
(this->cantidad)++;
}
void listalnt::sin_primero()
{
if(this->cantidad == 1)
{
this->primero = NULL;
this->ultimo = NULL;
this->cantidad = O;
}
else
{
NodoBi* segundo = this->primero->siguiente;
delete this->primero;
this->primero = segundo;
(this->cantidad)--;
}
}
void listalnt::sin_ultimo()
{
if(this->cantidad == 1)
{
this->primero = NULL;
this->ultimo = NULL;
this->cantidad = O;
}

else
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{
NodoBi* anteultimo = this->ultimo->anterior;
delete this->ultimo;
this->ultimo = anteultimo;
(this->cantidad)--;
}
}
void listalnt::agregarle(const listalnt& 12)
{
NodoBi* iterador_ = [2.primero;
while(iterador_ != NULL)
{
this->ag_atras(iterador_->valor);
iterador_ = iterador_->siguiente;
}
}
bool listalnt::iguales(const listalnt& 12)
{
if(this->tam() == 12.tam())
{
NodoBi* _this_ = this->primero;
NodoBi* 12 = I2.primero;
for(int j=0; j<this->tam(); j++)
{
if(_this_->valor = _12_->valor)
{
return false;
}
_this_ = _this_->siguiente;
_12_ = _12_->siguiente;
}
return true;
}
return false;
}
void listalnt::borrar_Lista()
{
NodoBi* | = this -> primero;
while(l '= NULL)
{

NodoBi* sig = I|->siguiente;
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delete |[;
| = sig;

}

listalnt& listalnt::operator=(const listalnt& 1)

{
(*this).borrar_Lista();

NodoBi* indicador = l.primero;

while(indicador != NULL)
{

(*this).ag_atras(indicador -> valor);
indicador = indicador -> siguiente;

}

return *this;

}

listalnt::listalnt(const listalnt& 1)

{
this->cantidad = O;
this->primero = NULL;
this->ultimo = NULL;
*this = |

}

listalnt::"listalnt()

{
(*this).borrar_Lista();

}

ostreamé& operator<<(ostreamé& f,const listalnt& )

{

NodoBi * indicador = l.primero;

if(indicador !'= NULL)
{

f << "["<<indicador->valor;
indicador = indicador->siguiente;

}

while( indicador!'=NULL )
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f <<","<< indicador->valor;
indicador=indicador->siguiente;

}

f<<]s

return f;

}

istream& operator>>(istream& is, listalnt& 1)

{

[."listalnt();

is.get();

char c=is.peek();

while( ¢ =)

{
int valor = 0;
is >> valor;
l.ag_atras(valor);
c=is.peek();
ifc ==")
{

}

is.get();

}

return is;

diccionario.cpp

#include "listalnt.h"
#include "diccionario.h"
#include <cstdlib>

struct NodoABBD
{
int clave;
int valor;
NodoABBD* derecho;
NodoABBD* izquierdo;
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diccionario::diccionario()
{
this->cantidad=0;
this->arbol=NULL;
}
bool diccionario::contieneclave_aux
(const NodoABBD* raiz,clave k)const

{
if (raiz==NULL)
{
return false;
}
else if((raiz->clave) == k)
{
return true;
}
else if((raiz->clave) < k)
{
return this->
contieneclave_aux(raiz->derecho,k);
}
else
{
return this->
contieneclave_aux(raiz->izquierdo,k);
}
}
bool diccionario::contieneclave(clave k)const
{
return this->contieneclave_aux(this->arbol ,k);
}

valor diccionario::buscarvalor _aux
(const NodoABBD* raiz,clave k)const

{

if(raiz!I=NULL)

{
if ((raiz->clave) == k)
{

return raiz->valor;

}
else

{
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}

if((raiz->clave) < k)

{
return buscarvalor_aux
(raiz->derecho,k);
}
else
{
return buscarvalor_aux
(raiz->izquierdo,k);
}
}
}
return O;

valor diccionario::buscarvalor(clave k)const

{
}

return buscarvalor_aux(this->arbol,k);

NodoABBD* diccionario::definir_aux

{

(NodoABBD* raiz,clave k, valor v)

if(raiz == NULL)

{
raiz=new NodoABBD ;
raiz->clave = k;
raiz->valor = v;
raiz->izquierdo = NULL;
raiz->derecho = NULL;
(this->cantidad)++;
}
else if((raiz->clave)< k)
{
raiz->derecho=definir_aux(raiz->derecho,k,v);
}
else if((raiz->clave) > k)
{
raiz->izquierdo=definir_aux
(raiz->izquierdo,k,v);
}
else
{

raiz->valor=v;
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}
return raiz;
}
void diccionario::definir(clave k, valor v)
{
this->arbol=definir_aux(this->arbol,k,v);
return;
}

NodoABBD* diccionario::indefinir_aux
(NodoABBD* raiz,clave k)

{
if(raiz!=NULL)
{
if(contieneclave_aux(raiz,k) == 1)
{
if(raiz->clave < k)
{
raiz->derecho=indefinir_aux
(raiz->derecho,k);
}
else if(raiz->clave > k)
{
raiz->izquierdo=indefinir_aux
(raiz->izquierdo,k);
}
else
{
if(raiz->derecho==NULL)
{
NodoABBD* nodo_a_extraer = raiz;
raiz = raiz->izquierdo;
nodo_a_extraer->izquierdo = NULL;
delete nodo_a_extraer;
(this->cantidad)--;
}
else
{

NodoABBD* nodominimo=
raiz->derecho;
while(nodominimo->
izquierdo!=NULL)
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nodominimo=nodominimo->
izquierdo;
}
raiz->clave=nodominimo->clave;
raiz->valor=nodominimo->valor;
raiz->derecho=indefinir_aux
(raiz->derecho,
nodominimo->clave);

}
}
}

}

return raiz;
}
void diccionario::indefinir(clave k)
{

this->arbol=indefinir_aux(this->arbol,k);
}

NodoABBD* diccionario::unircon_aux
(NodoABBD* raizl, const NodoABBD* raiz2)

{
if(raiz2 '= NULL)
{
if(contieneclave_aux(raizl,raiz2->clave) == 0)
{
raizl=definir_aux
(raizl,raiz2->clave,raiz2->valor);
}
raizl=unircon_aux(raizl,raiz2->derecho);
raizl=unircon_aux(raizl,raiz2->izquierdo);
}
return raizl;
}

void diccionario::unircon(const diccionario& d2)

{
}

this->arbol=unircon_aux(this->arbol,d2.arbol);
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int diccionario::cantclaves()const

{
}

return this->cantidad;

NodoABBD* diccionario::intersecarcon_aux
(NodoABBD* raizl, const NodoABBD* raiz2)

{
if(raizl '= NULL && raiz2 !'= NULL)
{
if(contieneclave_aux(raiz2,raiz1->clave)==0)
{
raizl=indefinir_aux(raiz1,raiz1->clave);
raizl=intersecarcon_aux(raizl,raiz2);
}
else
{
raiz1->derecho=intersecarcon_aux
(raiz1l->derecho,raiz2);
raizl->izquierdo=intersecarcon_aux
(raiz1l->izquierdo,raiz2);
}
}
return raizl;
}

void diccionario::intersecarcon
(const diccionario& d2)

this->arbol=intersecarcon_aux
(this->arbol, d2.arbol);

}

void diccionario::claves_aux
(NodoABBD* raiz, listalnt& _claves)const

{

if(raiz'=NULL)

{
claves_aux(raiz->izquierdo,_claves);
_claves.ag_atras(raiz->clave);
claves_aux(raiz->derecho,_claves);
return;
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}

listalnt diccionario::claves()const
listalnt lista_claves;
claves_aux(this->arbol,lista_claves);
return lista_claves;

}

void diccionario::valores_aux
(NodoABBD* raiz, listalnt& _valores)const

{
if(raiz!=NULL)
{
valores_aux(raiz->izquierdo,_valores);
_valores.ag_atras(raiz->valor);
valores_aux(raiz->derecho,_valores);
return;
}
}
listalnt diccionario::valores()const
{
listalnt lista_valores;
valores_aux(this->arbol,lista_valores);
return lista_valores;
}
bool diccionario::iguales(diccionario& d)const
{
return(this->cantidad==d.cantidad &&
this->claves().iguales(d.claves()) &&
this->valores().iguales(d.valores()));
}

NodoABBD* diccionario::borrar_diccionario_aux
(NodoABBD* raiz)

{
while (raiz !'= NULL)
{
raiz = indefinir_aux(raiz, raiz->clave);
}

return raiz;
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}
void diccionario::borrar_diccionario()
{
this->arbol = borrar_diccionario_aux
(this->arbol);
return;
}

NodoABBD* copiar_arbol(const NodoABBD* raiz)

{
if(raiz == NULL)

{
return NULL;

}

else

{
NodoABBD* copia = new NodoABBD;
copia->clave = raiz->clave;
copia->valor = raiz->valor;
copia->derecho = copiar_arbol(raiz->derecho);
copia->izquierdo = copiar_arbol

(raiz->izquierdo);

return copia;

}

}

diccionario& diccionario::operator=
(const diccionario& d)

{
(*this).borrar_diccionario();
this->arbol = copiar_arbol(d.arbol);
this->cantidad = d.cantidad;
return *this;
}
diccionario::diccionario(const diccionario& d)
{
this->cantidad = 0;
this->arbol = NULL;
*this = d;
}

diccionario::"diccionario()
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{
}

(*this).borrar_diccionario();

ostream& operator<<(ostreamé& f,const diccionario& d)

{

}

listalnt |_claves=d.claves();
listalnt |_valores=d.valores();
if(d.cantidad != 0)

{
f<<"[("<< |_claves.iesimo(0)<<","
<<|_valores.iesimo(0)<<")";
}
for( int i=1;i<d.cantidad;i++)
{
f<<";("<< I_claves.iesimo(i)<<","
<<|_valores.iesimo(i)<<")";
}
f<<7;
return f;

istream& operator>>(istream& is, diccionario& d)

{

d."diccionario();

is.get();

char ¢ = is.peek();

while( ¢ = 7)

{
clave x = 0;
is >> X;
valor y = 0;
is >> vy,
is.get();
d.definir(x,y);
c = is.peek();
ifc == 7))
{

is.get();

}

} .

return is;
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main.cpp

#include <iostream>
#include "listalnt.h"
#include "diccionario.h"
#include <fstream>
#include <vector>
#include <string>
#include <math.h>

using namespace std;

int main()

{
diccionario cv_c;
cv_c.definir(0,0);
ifstream h("cv_c.txt");
h>>cv_c;

diccionario ta_c_2;
ta_c_2.definir(0,0);
ifstream k("ta_c_2.txt");
k>>ta ¢ 2;

diccionario tc_c_2 a;
tc_c_2_ a.definir(0,0);
ifstream m("tc_c_2_a.txt");
m>>tc_c_2_a;

diccionario tmx_f 2;
tmx_f_2.definir(0,0);
ifstream q("tmx_f_2.txt");
g>>tmx_f 2;

cout<<endl<<"Prueba ta_c_ 2"<<endl<<ta c_2;
cout<<endl<<"Prueba tc_c 2 a"<<endl<<tc c 2 a;
cout<<endl<<"Prueba tmx_f 2"<<endl<<tmx_f 2;

diccionario reg;

for (int i = 1; i < 710; i++)

{
int etiqueta_i = 8*(cv_c.contieneclave(i)) +
4*(ta_c_2.contieneclave(i)) +
2*(tc_c_2_a.contieneclave(i)) +
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1*(tmx_f_2.contieneclave(i));
reg.definir(i, etiqueta li);

}

vector < pair<int , int > > A;
int long_ = (reg.claves()).tam();
for(int i = 0; i < long_; i++)
{

A.push_back(make_pair((reg.valores()).
iesimo(i),(reg.claves()).iesimo(i)));
}
sort(A.begin(),A.end());
ofstream regiones;
regiones.open('regiones.txt");
int _count_ = 1;
listalnt _cantidades_;
vector < string > S;
S.push_back("ta_c_2");
S.push_back("'tc_c_2_a");
S.push_back("tmx_f 2");
string reg_ (");
int temp;
for (int i = 0; i < long_; i++)
{
regiones<<A[i].first<<", "
regiones<<A[i].second<<endl;
if (A[i].first == A[i + 1].first)
{

}

else

{

_count_ ++;

_cantidades_.ag_atras(_count );
temp = A[i].first;

int pot = 2;
while ( pot_ >= 0 )
{
if ( temp >= pow (2, pot ) )
{
reg_ += S[2 - pot_];
reg_ += ", "
temp = temp - pow (2, pot);
}

pot_ --;
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}
regiones<<endl<<"Total "<<A[i].first
<<" = '"<reg_<<": "<<_count_<<endl<<endl;
_count_ = 1;
reg_ = "
}

}

int _total_escuelas_ = O0;

int tam_cantidades = _cantidades_.tam();

for (int n = 0; n < tam_cantidades; n ++)

{
}

regiones<<endl<<"Total escuelas: "<<

_total_escuelas_ += _cantidades_.iesimo(n);

_total_escuelas_;
regiones<<endl<<"long_ = "<<long_;

regiones.close();
return O;
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