Algebra Lineal

Primer cuatrimestre - 2024
Préctica 8
Espacios vectoriales con producto interno

Ejercicio 1. Determinar si las siguientes funciones son o no productos internos. En caso afirmativo en-
contrar su matriz en la base canénica del espacio correspondiente.

1) ®: R”ZxR? > R, D(x, y) = 2x191 + 3291 — X292 + 3x1)25

) ®: R2xR? - R, D(x, y) = 21 + 2291 + 25272 — 3x1)23
m) @: k> xk* - k, ®(x,9) = 22091 + %292 — %192 — %291, parak =Ryk =GC;
v) ®: C2xC? - C, D(x, y) = 22191 + X2)2 — X1Y2 — %2013

Ejercicio 2. Sea (V, (—, —)) un espacio vectorial con producto interno. Recordar que se define la norma

de un vector v € V como ||v]| := 4/(v, v). Probar que [{x, y)| = [|x||||7]| siy s6losi {x, y} es un conjunto

linealmente dependiente.

Ejercicio 3. Probar que las siguientes funciones definen productos internos sobre los espacios vectoriales
considerados:

1) (= —): K" XK >k, (4, B) = tr(4B*), parak=R ok =C;

1) (= -): CIO1 X C[01] = R, (fg) = [ f(x)g(x) dx;
m) (——): k" xk” -k, (xy) =9 Q"Qx, conk = Ryk = C;donde Q € k”*” es una matriz

inversible;

1v) Dadok =R 6k = C, Vy W dos espacios vectoriales sobrek y (=, —) un producto interno sobre
Wy T:V— W esun monomorfismo,

(=), : VXV Sk %9, =(T(x), T(y)).

Ejercicio 4. Restringir el producto interno del item 11) del Ejercicio 3 a R<,, [X] y calcular su matriz en
labase B={1LX,...,X"}.

n

Ejercicio s. Se define (-, =) : R,[X] X R,[X] — R como (g} = ;‘ f(%) g(k )

1) Probar que (—, —) es un producto interno.

11) Paraz = 2, calcular < X >*.



Ejercicio 6.

1) Se considera C"*” con el producto interno (4, B) = tr(4B"). Hallar el complemento ortogonal
del subespacio de las matrices diagonales.

11) Se consideraR3[X] conel productointerno {f, g) = /_1 f (x)g(x) dx. Aplicar el proceso de Gram-
Schmidt a la base {1, X; X2, X°}. Hallar el complemento ortogonal del subespacio S = (1).

11) Se considera C[~1, 1] con el producto interno (f; g) = /_ 11 f(x).g(x) dx. Hallar el polinomio de
grado menor o igual que 3 mds préximo a la funcién f(x) = sin(7zx).

Sugerencia: Observar que basta considerar el subespacio S = (1, %, x%, %3, sin(7x)).

Ejercicio 7. Sea V un espacio vectorial con producto interno (—, —). Sea W C V un subespacio de
dimensién finita de V. Probar que six ¢ W, entonces existe y € V tal que y € Wty (x, y) # 0.

Ejercicio 8. Calcular la adjunta de las transformaciones lineales siguientes:
I) f: Rz - Rz) f(xlz x2) = (3.%'1 + X2, —x1 +.X'2)

n) £:C - C  flag,x,x3) = (20 + (1— 0)x, 22 + (3 + 2)x3, 31 + iy + x3)

1 0 1
m) B={(12-1),(10,0),(0,L, 1)}, f:R3>— R3talque|f|s= (2 0 —1).
01 0
) f: Ry[X] = Ry [X], f(p) =p', donde(p,q) = /Olp(x)q(x) dx.
v) P € GL(nC), f:C™" —C™* f(4)=P"'4P, donde(4,B) = tr(4B").

vi) kerp: R[X] — R[X], kerr(p) =fp, dondef € R[X]y(pg) = /olp(x)q(x)dx.

Ejercicio 9. Sea (V, (—, —)) un espacio vectorial con producto interno de dimensién finitayseaf: V —

V una tranformacién lineal. Probar que im(f*) = ker(f)* y ker(f™) = im(f)*.

Ejercicio 10. Sea (V, (-, —)) un espacio vectorial con producto interno de dimension finita y sea S un
subespacio de V. Probar que la proyeccién ortogonal p: V. — V sobre S es autoadjunta. Calcular sus
autovalores.

Ejercicio 1. Sea (V, (=, —)) un C-espacio vectorial con producto interno de dimensién finita y sea
f:V — V una transformacion lineal. Se dice que f es normal si f o f* = f* o f.

1) Probar que si / admite una base ortonormal de autovectores, entonces /* es normal.

11) Probar que si f es normal valen las siguientes afirmaciones:
a) [|[fIl =)l VYo e V.Enparticular, ker(f) = ker(f™);
b) f — Aidy es normal paratodo A € C;

¢) Sivesun autovector de / de autovalor 1, entonces v es un autovector de /* de autovalor 4;

d) E esf™-invariante.



11) Probar que si / es normal, entonces admite una base ortonormal de autovectores.

Sugerencia: observar que (Ey)™* es f-invariante y f*-invariante.

1v) Deducir de lo anterior que las matrices unitarias son diagonalizables sobre C. Encontrar un ejem-
plo de matriz ortogonal que 70 sea diagonalizable sobre R.



