Algebra Lineal
Primer cuatrimestre - 2024
Practicay
Subespacios invariantes y forma normal de Jordan

Ejercicio 1.

1) Seaf : R? — R? la transformacién lineal definida por £ (x, y) = (x + 2y, 2x — 2y). Hallar todos
los subespacios de R* que sean f-invariantes.

1) Sead € Rygyp: R* — R? la transformacién R-lineal cuya matriz en la base canénica es

cos(d) — sen(ﬁ)) .

lgsle = (sen(é’) cos(8) (0)

Para cada ¢ estudiar si g4 es diagonalizable, y hallar todoslos subespacios de R? que sean gp-invariantes.
¢Qué cambia si consideramos gg: C* — C? la transformacién C-lineal que tiene la matriz (¢) en

base £ = {(1,0), (0,1)}?
Ejercicio 2. Seaf : R” — R” una tranformacién lineal nilpotente tal que f* = 0y £/~ # 0.
1) Probar que paracada 0 < 7 < 7 existe un subespacio S; de R” de dimensién 7 que es f-invariante.

11) Probar que existe un hiperplano de R” que es f-invariante pero que no admite un complemento
f-invariante.

Ejercicio 3.

1) SeaV un k-espacio vectorial de dimensidn finitay seaf: V — V una transformacion lineal diago-
nalizable. $i S es un subespacio de V que es f-invariante, probar que f: S — § es diagonalizable.

11) Sean 4, B € k" tales que AB = BA y sea E;(A) = {x € k" | Ax = Ax}. Probar que E;(A) es

B-invariante.

1) Sean A, B € k™" dos matrices diagonalizables tales que 4B = BA. Probar que existe C €
GL(n k) tal que CAC™' y CBC™! son diagonales; es decir, probar que 4 y B se pueden diago-

nalizar simultineamente.

Ejercicio 4. Sean 4, A" € k”*” las siguientes matrices:

00 ... 00 01 0 0
1 0 ... 00 0 1 0
A=Ol...00’ A =
: ' : 0 0 0 1



1) Probar que ambas matrices son nilpotentes y que A4 es semejante a 4’

11) Dar bases By B’ de R<,,_1[X] tales que la matrizasociadaap € Rc,—1[X] — p’ € Rc,_;[X] en
la base B sea A y enlabase B’ seaA’.

1) SeaBunabasedek”yseaf: k” — k” tal que ||z = 4. Probar que no existen subespacios propios
f-invariantes Sy 7" de k” tales quek” =S @ 7.
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Ejercicio 6. Sif: k" — k” es una transformacién lineal tal que 2 tiene un vector ciclico, probar que
tiene un vector ciclico. ¢Es vdlida la recfproca?

Ejercicio 7. Sean 4, ..., A¢ matrices nilpotentes de C8*8 tales quemy, =X 3 paratodoi € {1,...,6}.
¢Es cierto que necesariamente dos de estas matrices son semejantes?

Ejercicio 8. Sean 4, B € C®*® nilpotentes tales que 724 = mp y rg(4) = rg(B). Probar que Ay B son
semejantes. ¢Es cierto esto en C"*72

Ejercicio 9. Hallar la forma y una base de Jordan de la matriz 4 = (4;;) € C"** dada por

0 sir<jy
ﬂz]':{ ]

1 en caso contrario

Ejercicio 10. Decidir si existe 4 € C3*® nilpotente tal que rg(4) = 6, rg(4*) = 4, rg(4>) = 3,
rg(A4*) = 1y rg(4’) = 0 simultineamente. En caso afirmativo, exhibir una tal matriz.

Ejercicio 1. Sea V' C C®(R) el subespacio dado por V' = (€%, x¢*, x*¢*, ¢**).Sea d: V' — V' la
transformacion lineal definida por d(f) = f”. Hallar la forma y una base de Jordan para d.

Ejercicio 12. Sean4, Be C 4X4 |95 matrices

20 0 O 0 -1 -1 0

00 -1 -1 1 2 1 0
4= 01 1 0Ff b= 0 0 1 of

00 1 2 0o 0 0 2

Decidir si 4 y B son semejantes.
Ejercicio 13. Sea4 € C"*”. Probar que 4 y A’ son semejantes.

Ejercicio 14. Sean 4, B € C> tales queys = yp = (X - 1)3(X - 3)? y m4 = mp. Decidir si
necesariamente 4 es semejante a B.

Ejercicio 15. En cada uno de los siguientes casos, encontrar todas las formas de Jordan posibles de una
matriz4 € C"*” con polinomios caracteristico y minimal dados.

) za(X) = (X =2)*(X =3)%, ma(X) = (X -2)*(X -3)%



m) ya(X) =X =70, mu(X)=(X-7)*
) ya(X) = (X -2), mu(X) = (X -2)%
v) a(X) = (X =3)*(X =5)%  ma(X) = (X -3)*(X - 5)%
Ejercicio 16. Sea A € C5*15 yna matriz con autovalores 1y, 15 y A3 y que cumple, simultineamente:

rg(d—-0D) =13, 1g(d-uD)?>=11, 1g(d—-4l)>=10, rg(d—-l)*=10,
1g(Ad — A21) =13, rg(4d - D% =11, rg(A - ,1)3 =10, rg(4 - D)% =9,
rg(d - 30) =13, rg(d-230)* =12, rg(4d-230)°% =11

Hallar su forma de Jordan.

Ejercicio 17. Calcular las posibles formas de Jordan de una matriz 4 € C> sabiendo que cumple
simultineamente:

» X2 - 6X +9 | my(X),
- rg(d+1) =3y
s (A=3D3A+D3A-T) =0.
Ejercicio 18. Seanx,y € C"y 4 € C™” dada por 4;; = x; - y;.
1) Calcular todos los autovalores y autovectores de 4.

11) Calcular las posibles formas de Jordan de 4.



