Algebra Lineal
Primer cuatrimestre - 2024
Préctica 4
Espacio dual

Ejercicio 1. Hallar una base del subespacio S = {¢ € (R®)" : ¢(1, —1,2) = 0}.

Ejercicio 2. Para cada uno de los siguientes R-espacios vectoriales I con base B, hallar la base dual co-
rrespodiente:

(1) V'=R% B={(1-1),(20)},
() V' =R3 B={(1-10),(0,1,0),(0,0,1)},
(m) V=R3[X], B={-X+2, X -1, X*-3X+2, X>-3X>+2X}.
Ejercicio 3. Sea B’ = {¢1, 2, $3} la base de (R?)" definida por
B1 (%1, 22, 03) = w1 + 22, $2 (%1, 20, 23) = 21 + 3, B3 (%1, %2, 63) = %3 + 63,
Hallar la base B de R3 tal que B’ = B".

Ejercicio 4. Seanfi, /2y f3 € (Ry[X])" las siguientes formas lineales:

1 2 0
fip) = /0 2(x) dx, fp) = /0 2(x) dx, fp) = / 1 p(x) dx.

(1) Probar que {f1, /2, f3} es una base de (R [X])".
(1) Hallar unabase Bde R, [X] tal que BY = {£1, f>, f3}-
Ejercicio 5. Sea V" un k-espacio vectorial de dimensién 7.

(1) Sigy, @2 € VY \ {0}, demostrar que ker(@;) = ker(p;) siy solosi {1, @, } es linealmente depen-
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diente.

11) Sean @, @y,..., @, formas lineales en VY. Supongamos que cada vez que existe x € V tal que
284 P pong q q q

P1(x) = @2(x) = -+ = @,(x) = 0 se tiene que @(x) = 0. Probar que ¢ € {(@y,..., ;).

m) Sean @y, ..., @, formas lineales en VV. Probar que {@1,..., @,} es base de V'V si y sélo si
P P queng P y
ﬂ ker(g;) = 0.
=1

Ejercicio 6. Sea ¢ € (R?)Y definida por @(xy, x2, ¥3) = 221 + 332 — w3 ysea EY = {9, 8, 83} € (R?)Y
la base dual de la base candnica.



(1) Calcular las coordenadas de g en E".
(1) Calcular las coordenadas de ¢ en labase BY = {9y + 9 + 93, 91 + 92, 91 }.

() SeanS = {(x1, 42, %3) € R3 : 251432 —3 = 0} y B = {(0,0,1), (0, 1, -1), (1, =1, 0) }. Encontrar
una ecuacién para S en la base B.

Sugerencia: notar que B" s la base dual de B y no hacer ninguna cuenta.

Ejercicio 7. Consideremos labase B = {(1, 1), (1, —1)} de R?. Encontrar las coordenadas de la base dual
de Benlabase £V dual a la base candnica.

Ejercicio 8. Sean B; = {(1,1,0), (1,0,1), (0,,1)} y B> = {(1, 1, -1), (1, =1,1), (=1, 1, 1)} dos bases de
R3. Si p€E (R3)Y tiene coordenadas (1, =3, 2) respecto de BI/ , calcular sus coordenadas respecto de B;/ .

Ejercicio 9. Para cada uno de los siguientes R-espacios vectoriales /” junto con subespacios S <V,
hallar una base de S°.

(1) V=R3S=((1-12),(213),(15,0)).
() V' =R%,S={((1,1,-11),(2-13,1)).
(1) V = R3. S5 = {(x1, %0, x3) € R3:x +x3=0,2% —x) +x3 =0}.

Ejercicio1o. SeaB= (2 ) eR¥”?y W ={4 eR*>?*: 4-B=0}.Seaf € W°talquef(l») =0
y£(39) = 3. Calcular £(B).

Ejercicio 11. Paralos siguientes R-espacios vectoriales /"y subespacios S'y 7" de I, determinar una base
de (S+ 7)° yunabasede (SN T)°.

) V=R, S=((11L-L1),(2-L3 1) T={(2-480),(-112 3)).
i) V= R%, S ={(xp, 2% %) ER* 11 —x3 =0, 0 +20 + x4 =0}, T = ((2,1,3,1)).

Ejercicio 12. Sea I/ un k-espacio vectorial de dimensidn finitay S'y 7 subespacios talesque V' =S @ T.
Probar que VY = S° @ T°.

Ejercicio 13. Seakuncuerpoytr : k”*” — klaformalineal traza. Dada4 € k”*”, sedefine f4: k" —
k como f4(X) = tr(4 - X).

(1) Probar quefy € (k"*")" paracada 4 € k"*”.

(11) Probar quesif4(X) = 0 paracada X € k™", entonces 4 = 0.
(1) Sedefiney: k" — (k**”)" por y(A4) = f4. Probar que y es un isomorfismo.
(1v) Seaf : R**?* — R definida por

a1 412
f = 3ay — 2a1p + Sar;.
a 4

Encontrar una matriz 4 € R**? tal que y(A4) = f.



Ejercicio 14. Seak un cuerpo, 7z € Ny o € (k"*")" tal que ¢(4 - B) = p(B- A) paracada 4, B € k™",
(1) Probar que existe 2 € k tal que @ = 2 tr.
(11) Deducir que si @(E1;) = 1, entonces @ = tr.
(111) Deducir quesiz # 0 enky ¢(Z,) = n, entonces @ = tr.

Ejercicio 15. Sean ay,...,a, € ktales que 2; # a;sii # j. Para cadaz € {0,...,n}, se define la
transformacion lineal ev,, : k,[X] — kdada por ev,, (P) = P(«;).

(1) Probar que By = {evyy, ..., ev,, } es una base de (k, [X])".

(1) Sea B = {Py,..., P,} labase de k,[X] tal que BY = By. Probar que para cada 8y,..., 5, € kel
q que p

polinomio
P=>pP
=0
es el tnico polinomio en k[X] de grado menor o igual que 7 tal que P(«;) = f; para todo 7. Este
polinomio se llama el polinomio interpolador de Lagrange.
(11x) Probar que existen nimeros reales o, .. . , 4, tales que, para todo P € R, [X],
1 n
/ P(x)dx =) a; P(a).
0 i=0
Hallar 2o, a1 yas enelcasoenquen = 2,29 = 1,21 = % yaz = 0.

Ejercicio 16. Seak un cuerpoysean 'y W dos k-espacios vectoriales de dimensién finita. Sea f': V' —
W una transformacién lineal. Se define la funcién transpuesta f* W — V" de f como

f@)=pof
(1) Probar que f* es una tranformacion lineal.
(11) Probar que im(f)° = ker(f*) y que im(f*) = ker(f)°.

() Sean V' = R*, W = Ry f(x,5%2) = (23 — 22, 3w, 51 — 2x2). Si B = {(L,2), (L,3)} y By =
{(1,1,1),(1,1,0), (1,0,0)}, calcular ||z, y ]f‘|Blva.

iv) SiBy By sonbases de /'y W respectivamente, probar que

sy = (|flas)"



