Algebra Lineal
Primer cuatrimestre - 2024
Practica
Sistemas lineales y matrices

Sistemas de ecuaciones lineales

Ejercicio 1. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales no homogéneos y los sistemas homo-
géneos asociados sobre R. ;Cambia algo sobre Q? ¢Y sobre C?

X1+ x — 2x3 + x4 =-2
I) 3x1 — 2% +x3+5x4 =

X1 —Xp +x3 + 2x4 =2

X1+x+x3—2x4+x5 =1
H) x1—=3x +x3+x5+x5 =0

3x1 — Sxp + 3x3 + 3x5 =0

Ejercicio 2. Determinar los ndmeros @, 2, 23 € R paralos cuales el siguiente sistema admite solucién.

2x1 — Xy + X3 =a
3x1 + X2 + 43 =ay
—x1+3x +2x3 =a3

Ejercicio 3. Determinar los valores £ € R para los cuales los siguientes sistemas tienen alguna solucién
no trivial y, para los valores hallados, resolverlos.

X1+ kxz — X3 =0
1) {—x1 + x5 + £x3 =0
x1+/ex2+(k—2)x3 =0

kx1+x2 =0
X1 + kxp =0
1) 3 3
kx1+x2+/ex3+/€x4 =0

X1+ kzxz + kx3 + /6.96‘4 =0

Ejercicio 4. Determinar para qué valores £ € R el siguiente sistema tiene solucién tnica, no tiene solu-
cidn, o tiene infinitas soluciones.

x1+kx2—x3 =1

Il
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—x1 4 % + £ x3
X1+ kxy + (k - 2)x3
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Ejercicio 5. Determinar para qué valores de 2 y & en R el siguiente sistema tiene solucién tinica, no tiene
solucién o tiene infinitas soluciones.

axi + 2x, + axs =1
ax1+ (a+4)xy +3ax3 =2
—ax; — 2x) + x3 =1

(a+2)x+(Ba+x; =0
Ejercicio 6. Resolver el siguiente sistema sobre C.

ixp—(1+dxy =0
X1 — 2% + X3 =0

x1+2ix)—x3 =0
Ejercicio 7. Resolver el siguiente sistema sobre Zs:

X1+ 2% +2x03+x5s =4
2x1 + 3x3 + x4 =2
4xy + 2x3 + 4xy4 =1

Ejercicio 8. Encontrar un sistema de ecuaciones lineales a coeficientes reales cuya solucién general sea

((1LL0)+ (1, 2,1): 2 € R}.

Matrices

Ejercicio 9. Seank un cuerpoy m,n,» € N.

leX}’Z

i) Pruebe quesi 4 € satisface Ax = 0 para todo x € k”, entonces 4 = 0. Deducir que si 4,

B € K" satisfacen que Ax = Bx para todo x € k”, entonces 4 = B.
ii) Sean4 € k™*”y B € k”*”. Pruebe que paracadaz € {1,...,m}yj € {1,..., r} se tiene que

(A . B)y = ZAikBkj'
k=1

Ejercicio 10. Seank un cuerpo,n > 2y 4, B, C € k**”.

a) Mostrar con un contraejemplo que las siguientes afirmaciones son falsas:

sid-B=0,entoncesd=068=0;
sid-B=A-CA+# 0,entonces B = Cj

1)
)

1) sid - B=0,entonces B4 = 0;
)
)

II

) sid =0 paraalgin; € N, entonces 4 = 0;

V) siA? = A, entonces A =08 A =1,



vi) A> - B> = (4 - B)%.
b) Dar condiciones necesarias y suficientes sobre 4 y B para que se satisfagan las siguientes igualdades:
1) (A+B)?> =A4%*+24- B+ B
1) A>~B>=(4-B)-(4+B).

Ejercicio 1. Sea k un cuerpo. Probar que el producto de matrices en k”*” es conmutativo si y sélo si
n = 1. Caracterizar ademds el conjunto {4 € K"*” : 4-B=B-4 (VB € k")}.

Ejercicio 12. Seak un cuerpoy 7, m € N. Consideremos matrices 4, A" € k***, B, B’ e k", C, C’ €
K™y D, D' € k"™, Probar que si definimos matrices “por bloques” M, M’ € k> (n+m)

4 B , (4 B
M_(C D): M _(C/ D/):

entonces

M.M,z(A-A +B-C' A-B +B-D)

C-A+D-C C-B+D-D.
Ejercicio 13. Seank un cuerpo,a € k,n, m,r € N,y 4, A" € k™", B € k™. Probar que:
1) (A+A4) =4+ (4);
1) (ad)’ = ad’;
m) (A4-B) =B -A.

Ejercicio 14. Seank un cuerpo,n € N,2 € ky D, D’ € k?*”. Recordemos que la #74za de una matriz
cuadrada M € k**” es la suma de los coeficientes que se encuentran en su diagonal, es decir,

tr(M) = Zn: M.
=1

Probar que:
1) uw(D+ D) =u(D)+ (D)
1) tr(aD) = atr(D);
u1) t7(D-D') =w(D - D).
Ejercicio 15. Seank un cuerpo,n € Ny 4,B € k%", Probar que:
1) siAy Bson triangulares superiores, entonces 4 - B es triangular superior;
11) si Ay Bson diagonales, entonces 4 - B es diagonal;
1) si 4 es estrictamente triangular superior (es decir, 4;; = 0si 7 > /), entonces 4” = 0.

Ejercicio 16. Seank un cuerpo,n € Ny 4 € k™.



1) Probar que 4 - A’ y A" - A son matrices simétricas. Encontrar un ejemplo donde 4 - 4 # A" - 4.
11) ¢Es el producto de dos matrices simétricas una matriz simétrica?
1) Enel caso en quek = R, pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) A=0;
b) A-A4"=0;
c) (4 -4 =0.

Ejercicio r7. Seank un cuerpo,n € Ny 4, B € k”*”. Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones
es verdadera o falsa:

1) siAy Bson inversibles, entonces 4 + B es inversible;
11) A es inversible siy sélo si 4” es inversible;
11) sitr(A) = 0, entonces 4 no es inversible;
1v) si 4 es nilpotente, entonces 4 no es inversible.
Ejercicio 18. Seank un cuerpo, m, n € N,y A4 € k”*”. Consideremos b € k™ y
H={xek” /A -x=0b}
Probar que:
1) si C € k"*™ esinversible, entonces H = {x € k" / (C - A) - x = C - b};
11) sim = ny A es inversible, entonces A tiene un solo elemento. ;Cudl es? Deducir que si A4 es

inversible, entonces cualquier sistema lineal cuya matriz asociada sea 4 tiene solucién tnica.

Matrices Elementales
Dado un cuerpok,» € Nesj € {1,..., n}, se define la matriz canonica E7 € k™" como

1 sit=kyj=1

0 en caso contrario

(B = {

Ejercicio 19 (Matrices elementales). Seank un cuerpoy z € N.
a) Dadosa e k\ {0}ezs e {L,...,n}, sedefine
Mi(a) = EN+E? 4. +aE" + EVDEH) 4 L E = [+ (2 - 1)E”
Escribir todas las posibles matrices M;(a) paracadan € {2,3,4} ya € k \ {0} arbitrario.

b) Dadosl < 4, < ntalesque? # j, se define P/ € k™*” como la matriz que se obtiene permutando
la fila 7 con la fila j de la matriz identidad. Comprobar que

PI=1,-E' - +E/+F

Escribir todas las posibles matrices P¥ € k”*” para cadan € {2, 3, 4}.



c) Dados1 < zj < ntalesquei # jya € k, se define
T9(a) =1, +a- EY.
Escribir todas las posibles matrices 7% () para cada n € {2, 3, 4} y 2 € k arbitrario.
Las matrices M;(a), P7y T (a) se llaman matrices elementales de k™.

Ejercicio 20. Seank un cuerpoyn € N.Dados 7,k € {1,..., n} talesques # j,ya € k\ {0}, b €k,
probar que:

1) Mi(a) € GL(n,k) y (Mp(a))™" = My(a™);
u) P7 € GL(nk)y (P7)! = PY;
w) 7% € GL(n, k) y (T9 (b))~ = T9(-b).

Ejercicio 21. Sean k un cuerpo, #, m € Ny A = (a;)1<ij<n € K. Paracadai € {1,..., n}, notemos
F; ala7-ésima fila de A4, es decir,

2]
F=(an,...,aim), A=|:
F,
Probar que:

1) E7 -4 = conF; =(0,...,0)sik # iy F/ = I}.

F’
1

1) M;(a) -A—(f conF, =Fpsik#iyF =a-F.
F,

F/
1
m) P7-A=]: conFé=stik¢{z',j},Ef:I}yE’:E;
E,
5
w) T9(a)-A=|": conF, =Fsik#iyF, = F,+a-F.
F/

n

Concluir que triangular por filas una matriz se corresponde con multiplicar a izquierda por matrices
elementales. {Cémo se pueden obtener las matrices elementales a partir de la matriz identidad?

Ejercicio 22.

1) Sead = T%%(1) € R¥?. Calcular 42° y 20 - 4.



1) Dados1 <7 #;<2yP7 e R¥? calcular (P7)D y (P7)°.
) Sea B = M;3(2) € R***. Calcular B2y 20 - B.

Ejercicio 23. Determinar si las siguientes matrices son inversibles. En caso afirmativo, exhibir sus inversas
y escribirlas como producto de matrices elementales.

111 cos(8) —sin(8) 0 (1) 8 _11 8
i)y |10 1 1 ii) |sin(d) cos(d) 0O iii)

0 0 1 0 0 1 2 =23

31 -1 3

(2 1 3 1 2 a0 0

05 -1 8 2 0 ap 0
iv) 10 0 0 1 2 v) )

00 0 1 2 :

00 0 0 2 0 0 Ann

Ejercicio 24. Sean k un cuerpo,z € N,b € k” y 4 € k™.
1) Probar que el sistema 4 - x = b tiene solucién tnica si y sélo si A es inversible.
11) Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) la matriz A4 es inversible;
b) las filas de A son linealmente independientes;
c) las columnas de 4 son linealmente independientes.
Ejercicio 25. Seank un cuerpo, z € Ny 4 € k*”. Probar que 4 es inversible si y sélo si existe B € k"*”

tal que B - 4 = I, es inversible. Deducir que A4 es inversible si y s6lo si existe B € k**” talque 4 - B =1,
es inversible.



