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Ejercicio 1. Seak un cuerpoy V un k-espacio vectorial de dimensién 7 € N. Dada una transformacién
lineal 7': V — V, pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Existe una sucesién de subespacios 0 # §1 € S, € -+ & S, tales que T(S;) C §; para todo
ie{l,...,n}.
(11) Existe una base B de V tal que |7T'|p es triangular superior.

Solucidn. Haremos ambas implicaciones. Comenzamos probando que (i) implica (ii). Sean 0 # §; &
Sy & -+ & 8, subespacios de V tales que 7°(S;) C S; paratodo7 € {l,...,n}. Observemos que
como cada contencién es estricta, debe ser dim S; < dim S;4; paracadas € {1,..., n — 1}. Por otro lado
dimS$; > 0, pues Sy # 0,y dim S, < #, puesS, C VydimV = ». Tenemos entonces una cadena de
enteros

0 <dimS; <dim$, <--- <dimS, < #»,

lo cual sélo puede suceder' si dim S; = 7 paracadaz € {1,..., n}.

Consideremos B; = {v1} una base de S;. Inductivamente, supongamos construida B; = {vy,..., v}
una base de S; y extenddmosla a una base B;1; de Sj41 agregando un vector v;4;. De esta forma, por di-
mension, el conjunto B := B, = {vy,..., v,} debe ser una base de V' y cada conjunto B; = {vy,..., v;} es
una base de S; para cada 7.

Fijemos 7 € {1,...,n}. Comov, € S;y T(S;) C S, el vector T'(v;) pertenece a S;; este tltimo se
escribe entonces como combinacién lineal de elementos de B; = {vy,..., v;}, de manera que existen
a1, ..., a; € ktales que

T(vz') =0 + -+ a0

Luego
X1
Ay . ap;  sik<i
(T'(v:))p = ,esdecir, ((T'(v:))p)e = .
0 0 €n caso contrario
0
En consecuencia la matriz | T'|g = (T'(v1)g| - - - | T'(v,)) es triangular superior,
a2 a3t Qg
0 ap a3 -+ a
ITIz=|0 0 a5 - a3,
0 0 0 - a,

'Si se quiere probar esto con toda formalidad —aunque no se pretenda para la presente entrega— indicamos cémo luego de
la solucién.



Probemos ahora que (ii) implica (i); sea B = {vy,...,v,} una base de V tal que |T| es triangular
superior. Como (7'(v;))p es la 7-ésima columna de | 7’| 3, todas sus coordenadas mayores a 7 son cero; por
lo tanto, 7'(v;) es una combinacidn lineal de los primeros 7 vectores de B: existen @, ..., a; € k tales
que
(0) T(Ul') =avrt o+
Veamos que los subespacios S; := (vy,..., v;) cumplen lo pedido. Por construccién Sy # 0y S; C Sip.
Ademds, esta ultima inclusidn es estricta: el conjunto B es linealmente independiente y en particular
dim S; = 7 para cada 7; no pueden ninguno de estos subespacios ser iguales entre si.

Por ultimo veamos que 7'(S;) C S;. Como S; = (v, ..., v;), sesigue que T'(S;) = (T (v1), ..., T'(v;))
y es suficiente entonces probar que 7'(v;) € S; para cada; < 7. Efectivamente, usando (¢) sabemos que
T'(v;) € S; paracadaj, asi quesij < 7 entonces T'(¢;) € S; C S;. Esto concluye la demostracion. O
Lemar. Seann € Nyay,...,a, € N.Si

O<ay<ar<---<a,<mn
entonces a; = 7 para cada 7.
Demostracion. Definimos 4o := 0. Paracadaj € {1,..., n} tenemos 2; > a;_1; luego a; = a;-1 + k; con
k; € N. Inductivamente es
ﬂj:/e1+"'+k]'.

Afirmamos que £; = 1 para todo /, delo cual usando la ecuacién anterior se deducird que 2; = . Tenemos
n
n2ay= Y ki=k+ Y kizk+ Y 1=k+n-l
=1 1<i<n, i#] 1<i<n, i#]

Luego k; < 1;como k; € N, debe ser £4; = 1. Esto termina de mostrar que 2; = 7 paracada7 €
{1,...,n}. |



