ALGEBRA II
SEGUNDO CUATRIMESTRE 2023
CICLICIDAD DEL GRUPO DE UNIDADES DE Z,

El objetivo de estas notas es probar que, si p € IN es un ntimero primo, entonces
el grupo
Up ={kl: ke Z (k:p)=1={],....[p—11},  [k-[U:= [kl
es ciclico.

Lema 1. Sea G un grupo abeliano de orden py" - - py* con py, ..., px nilmeros primos
distintos y «1, ..., o € IN. Si notamos Qyp, a cada pi-subgrupo de Sylow de G, entonces

G =Qp; X X Qpy-
Demostracion. Sea Hy = Qp, y, paracadaj € {2,...,k},

Hj =H; - Qp, = Qp, - Qp;.

Notemos que, como G es abeliano y todo subgrupo resulta normal, cada uno de

estos conjuntos son subgrupos de G. Procedemos a probar, por induccién, que
Hj = Qp, x -+ x Qp; para todo j.

El enunciado es cierto para j = 1. Supongamos ahora que Hj = Qp, X - -+ x Qp;

para cierto j < k. En particular [H;| = pJ? - - ~p]ij

H;N ij+1 = {1}
Como tanto Hj como Qp,,, son normales en H; ;1 pueslosonen G,y Hj;1 =
Hj - Qp;., por definici6n, se sigue que

Hi+1 = Hi x ij+1 = Qpl XX ij x ij+1
como buscabamos. O

. [0 %] ,
es coprimo con p; /1", asi que que

Teorema 2. Sip € IN es un niimero primo, entonces Uy, es ciclico.

Demostracion. Como un producto de grupos ciclicos de orden coprimo es ciclico,
basta ver que cada g-subgrupo de Sylow de U, es ciclico. Sea g un primo que
dividleap—1yn € Ntalquep—1 = q-m, g L m. Consideremos Q el q-
subgrupo de Sylow asociado. Notar que como Z,, es un cuerpo, el polinomio

X" —1eZ,X

tiene a lo sumo q™ ! raices. Como |Q| > ™!, no puede ser que todo elemento de

Q tenga orden divisor de ™. Debe existir entonces y € Q tal que ord(y) = q™;
es decir, tal que Q = (y). O



