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CICLICIDAD DEL GRUPO DE UNIDADES DE Zp

El objetivo de estas notas es probar que, si p ∈ N es un número primo, entonces
el grupo

Up = {[k] : k ∈ Z, (k : p) = 1} = {[1], . . . , [p− 1]}, [k] · [l] := [kl].

es cı́clico.

Lema 1. Sea G un grupo abeliano de orden p
α1
1 · · ·pαk

k con p1, . . . ,pk números primos
distintos y α1, . . . ,αk ∈ N. Si notamos Qpi

a cada pi-subgrupo de Sylow de G, entonces

G ∼= Qp1 × · · · ×Qpk
.

Demostración. Sea H1 = Qp1 y, para cada j ∈ {2, . . . ,k},

Hj = Hj ·Qpj
= Qpi

· · · ·Qpj
.

Notemos que, como G es abeliano y todo subgrupo resulta normal, cada uno de
estos conjuntos son subgrupos de G. Procedemos a probar, por inducción, que
Hj

∼= Qp1 × · · · ×Qpj
para todo j.

El enunciado es cierto para j = 1. Supongamos ahora que Hj
∼= Qp1 × · · · ×Qpj

para cierto j < k. En particular |Hj| = p
α1
1 · · ·pαj

j es coprimo con p
αj+1
j+1 , ası́ que que

Hj ∩Qpj+1 = {1}.

Como tanto Hj como Qpj+1 son normales en Hj+1 pues lo son en G, y Hj+1 =

Hj ·Qpj+1 por definición, se sigue que

Hj+1 ∼= Hj ×Qpj+1
∼= Qp1 × · · · ×Qpj

×Qpj+1

como buscábamos. □

Teorema 2. Si p ∈ N es un número primo, entonces Up es cı́clico.

Demostración. Como un producto de grupos cı́clicos de orden coprimo es cı́clico,
basta ver que cada q-subgrupo de Sylow de Up es cı́clico. Sea q un primo que
divide a p − 1 y n ∈ N tal que p − 1 = q ·m, q ⊥ m. Consideremos Q el q-
subgrupo de Sylow asociado. Notar que como Zp es un cuerpo, el polinomio

xq
n−1

− 1 ∈ Zp[X]

tiene a lo sumo qn−1 raı́ces. Como |Q| > qn−1, no puede ser que todo elemento de
Q tenga orden divisor de qn−1. Debe existir entonces y ∈ Q tal que ord(y) = qn;
es decir, tal que Q = ⟨y⟩. □
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