Algebra II

Segundo cuatrimestre - 2023
Préctica 8
Introduccién a la homologia

1. Decidir si las siguientes sucesiones de A-médulos son complejos y, en caso afirmativo, calcular
su homologia.

() A=7Z,C; =0paralosi<0,Cy =2Zgparalosi>0,d;:Ci — Ci_q dados por dj(x) = 2x.

(1) igual que el inciso anterior, pero con d;(x) = 4x.

() A=R,
C: -+ 2 RX = RX - RX] - RX] - RX] —---,
dn : Cn — C_1 dados por dzi(p) = p(0) y d2i41(p) = Xp.
1) A=27,
C: -+ ozZNZN L ZN L ZN 7N ..,

dn : Cn = Cy,—1 dados por
dsi((ay,az,a3,...)) =(0,az,a3,...) 'y dpit1((ar, aza3,...)) = (5a1,0,0,...).
(V) A=2Z,
cC: 7Bz 272, 27, B7 27 27, -
con i (x) = kx.

(V) A=2,
C: - Z->Z2—-2Z—~Z—~Z—---

con dpi(x) =nx, dri_1(x) =0.

2. Sean (Cy, d4) y (CL, d) dos complejos de A-méddulos, y sea f un morfismo de complejos entre
ellos. Probar que f induce un morfismo en las homologias, es decir, una familia de funciones
fi: Hl(C) — HL(C/)
3. Sea A un anillo y M, N dos A-médulos a izquierda. Notamos M al complejo
0
A~
o =>30-0- M -0—-0—---

Pruebe que si f: M — N es un morfismo de médulos, entonces induce un morfismo de complejos
f: M — N.

4 (Resoluciones). Sea M un A-médulo a izquierda. Una resolucion de M es un complejo de cadenas
(Px, dx)kenN, junto con un morfismo Py £ M tal que

dy do
Pri1 P e Pq

Py —— M 0 (%)

es exacto. Notamos Ps = M; decimos que ¢ es un morfismo de aumentacion y que () es el com-
plejo aumentado de P,. La resolucién se dice proyectiva (resp. libre, playa) si cada médulo Py es
proyectivo (resp. libre, playo). Pruebe las siguientes afirmaciones:



(1) Un complejo (Pe)e>0 junto con un morfismo Py = M es una resolucién de M si y sélo si el
morfismo Py — M inducido por ¢ es un cuasi-isomorfismo

(11) Todo A-médulo admite una resolucioén libre (en particular, tanto proyectiva como playa).

(111) Si A es noetheriano a izquierda y M es un médulo finitamente generado, entonces existe
una resolucién de M por médulos libres finitamente generados.

(1Iv) SiPe = My Qe — N son resoluciones proyectivas, entonces todo morfismo de A-médulos
f: M — N se extiende a un morfismo de complejos aumentados:

Py Pi_1 P; Po —— M 0
lfk lfk,l lﬁ lfo lf
- — Qk —— Qk—1 Q1 Q —— N 0

(V) Existen resoluciones proyectivas con finitos términos no nulos en los siguientes casos:

(I) un A-médulo proyectivo para cualquier anillo A;
(11) el Z-médulo Z,, paracadan € Z;
(11) dado un cuerpo k, el k[X]-médulo S = k[X]/(X).

5 (Lema de la serpiente). Considerar el siguiente diagrama de A-médulos de filas exactas.

My M, M3 0
I L ¢
0 N 1 Nz N3

Probar que:

(I) El diagrama induce una sucesién exacta
)
ker a — kerb — kerc — coker a — cokerb — cokerc.

(1) Si M1 — Mj es monomorfismo, también lo es ker a — ker b.

(1) Si Ny — N3 es epimorfismo, también lo es coker b — coker c.

. . f . iy
6. Probar que una sucesién exacta corta de complejos 0 — C — D % E — 0 induce una sucesion
exacta larga de homologia

O HA(C) T3 HA (D) 23 Ha () 23 Hy 1 (C) ™ Hyq(D) 57 -

Sugerencia: utilice el lema de la serpiente.

7. Dados dos complejos de A-médulos C = (Cy,di) y C' = (C{,d}), probar que C& C' = (C; &
C!,di @ d}) es un complejo, y que H,(C & C’) = H,(C) @ H. (C).

8. Dados dos morfismos de complejos f, g : C — C’, una homotopia ¢ : f ~ g es una familia de
morfismos ¢ : C;;, — C;H tales que dilﬂcpn + @n_1dn = fn — gn para todo n. Decimos que fy
g son homotdpicos si existe una homotopia entre ellos. Probar que:



(1) La relaciéon ~ es de equivalencia en el conjunto de morfismos de C en C’.

(1) Sif ~ g, entonces inducen el mismo morfismo en la homologia.

!
(111) SiPe = My Qs — N son resoluciones proyectivas y f: M — N un morfismo de médulos,
entonces todas las extensiones de f a P, — Qo son homotdpicas entre si.

(Iv) Si M es un A-moédulo, dos resoluciones proyectivas de M son homotépicamente equivalen-
tes.

9 (Homologia de un grafo). Un grafo G = (V, E) es un conjunto finito de vértices V y una familia
E de subconjuntos de V de cardinal dos que llamamos aristas. Pensamos a e = {v, w} € E como un
segmento que une v con w.

Decimos que G es conexo si para cada v,w € V existen ey, ..., e, € Etalesquev € e;, w € e
yeiNeitq # 0 paracadaie{l,...,k—1}. Una orientacién en G consiste de un par de funciones
T,s: E — V tales que e = {r(e),s(e)} para cada e € E. Pensamos que, para esta orientacién, el
segmento e es una flecha que comienza en s(e) y termina en r(e).

La homologia H.(G) de un grafo (orientado) G es la homologia del complejo

0528 SZY —0,  dle)=r(e) —s(v).
(1) Pruebe que la homologia no depende de la orientacién elegida.

(1) Calcule la homologia de los siguientes grafos orientados:

Gy = e, oy Gy = .vé.w/ / \

o ————— > oy

(111) Pruebe que G es conexo si y sélo si Hy(G) = Z, y que en tal caso H;(G) es libre de rango
[E| —VI+1.



