Algebra II

Segundo cuatrimestre - 2023
Préctica 7
Moédulos - Segunda Parte

Anillos y médulos noetherianos

1.1 (Anillos de matrices). Sea n € IN. Probar que un anillo A es noetheriano a izquierda si y sélo
si M (A) es noetheriano a izquierda.

1.2 (Extensinones finitas de anillos). Sea B un subanillo de un anillo A tal que A es finitamente
generado como B-médulo a izquierda. Probar que si B es noetheriano a izquierda, entonces A es
noetheriano a izquierda.

1.3. Sea A un anillo y M un A-médulo noetheriano a izquierda. Pruebe que un epimorfismo
A-lineal f: M — M es un isomorfismo.

1.4. Probar que un k-espacio vectorial V es noetheriano si y sélo si dimy V < oo.

1.5. Sea d € Z y sea v/d € C una raiz cuadrada de d. Probar que el anillo Z[v/d] es noetheriano.

Moédulos libres y finitamente generados

2.1. Sean A un anillo y G un grupo. Probar que A[X] y A[G] son A-médulos libres.
2.2. Sea A un anillo conmutativo.

(I) Probar que cualquier subconjunto {a;, az} C A es linealmente dependiente. Concluir que si
unideal nonulo I C A es un A-médulo libre, entonces I = A como A-médulo e I es un ideal
principal.

(11) Sea A = Z[X]. Probar que I = (2, X) no es un A-médulo libre.

2.3. Sea A un dominio integro y seanvy,...,vn € A™. Sea M € My (A) la matriz cuyas columnas
son los vectores vy, ..., vn. Probar las siguientes afirmaciones:

(1) El conjunto {vy,...,vn} es linealmente independiente si y solo si det M # 0.
(11) El conjunto {vy,...,vn}es un sistema de generadores si y solo si det M es una unidad.

2.4. Sean A un anillo conmutativo, S C A un conjunto multiplicativamente cerrado y M un A-
moédulo. Probar que:

(1) Si M es libre, entonces Mg es libre como As-moédulo.

(1) Si M es finitamente generado, entonces Mg es finitamente generado como As-moédulo.



Moédulos proyectivos e inyectivos

3.1 (M6dulos duales). Para cada A-moédulo a izquierda M, sea M* = homa (M, A) con la estruc-
tura de A-mdédulo a derecha inducida por la estructura de A-médulo a derecha de A. Mostrar que
si M es proyectivo y finitamente generado entonces M* también lo es.

3.2 (Bases duales). Sean A un anillo y P un A-médulo a izquierda. Una base dual para P es una
familia {(x, fi)}iec1 donde (xi,fi) € P x P* para cada i € I, que cumple las siguientes condiciones:

(a) paratodo x € P el conjunto {i € I : fi(x) # 0} es finito, y
(b) paratodo x € P vale laigualdad x = Y ;1 fi(x)x;.
Notar que (a) implica que la suma en (b) tiene sentido.
(I) Mostrar que un A-médulo P es proyectivo si y solo si posee una base dual.

(11) Mostrar que un A médulo P es proyectivo y finitamente generado si y solo si posee una base
dual finita.

3.3 (Proyectivos finitamente generados como idempotentes). Sea R un anillo y P un R-médulo a
derecha proyectivo y finitamente generado. Pruebe que existen n € N y A € My (R) tales que
AZ=A y P = {x € R™: Ax = 0} como R-médulos a derecha.

3.4. Sea A un grupo abeliano finito.
(I) Probar que A no es un Z-médulo proyectivo.
(11) Probar que A no es un Z-médulo inyectivo.
3.5. Probar que Z no es un Z-mdédulo inyectivo, pero Q y Q/Z si lo son.
3.6. Sea A un dominio integro y sea K su cuerpo de fracciones.
(I) Probar que K es un A-médulo inyectivo.
(11) Probar que todo K-médulo es un A-médulo inyectivo.

3.7. Probar que si A es un anillo de divisién entonces todo A-médulo es inyectivo y proyectivo.

Producto tensorial

4.1. Probar que Q ®z Q = Q.

4.2. Sean A un anilloy Ma y AN A-médulos. Mostrar que M ® a4 N es un End 5 (M)-End 5 (N)-
bimédulo.

4.3. Sean A y B anillos y Ma, ANp y gP médulos. Mostrar que hay un isomorfismo natural
M®a (N®gP)=(M®a N)®g P.

4.4. Sean A un anillo conmutativo, @ C A un ideal y M un A-médulo. Muestre que hay un
isomorfismo natural A/a ®A M = M/aM.

4.5 (Extension de escalares). Sea ¢: A — B un morfismo de anillos. Consideremos a ¢*B como
A-médulo a izquierda via la construccién de restriccién de escalares (Ejercicio 5 de la practica 6).

(I) Pruebe que si N es un A-mdédulo a derecha libre (resp. proyectivo, finitamente generado)
entonces N ®a @*B lo es como B-médulo a derecha.



(11) Pruebe que para cada A-médulo a derecha N y B-mddulo a derecha M se tiene un isomor-
fismo de grupos abelianos

homg (N ® ¢*B, M) = homa (N, p*M).
4.6. Sean A un anillo, Ma y AN médulos y supongamos que M = } ;-1 M; es suma de una

familia de submoédulos {M}ic1. Probar que si Mj ® 4 N = 0 para todo i € I, entonces M ®a N =
0.

4.7. Sea (Ni)ier una familia de A-médulos a izquierda y M un médulo a derecha. Probar que
Moar PN =P Mo N
i€l i€l

4.8. Sean A un anillo y M un A-médulo playo. Probar que si N C M es un sumando directo,
entonces N es playo.

4.9. Probar que si A es un anillo conmutativo y M, N son A-mdédulos playos, entonces M @ N
es un A-moédulo playo.

4.10. Sean A un anilloy S C A multiplicativamente cerrado. Probar que:
(I) Si M es un A-médulo izquierdo, entonces hay un isomorfismo As @4 M = Ms.
(1) El A-médulo derecho As es playo.
4.11. Sea A un anillo. Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(I) Todo A-médulo a izquierda es playo.
(1) Todo A-médulo a derecha es playo.
(1) Para todo a € A, existe x € A tal que a = axa.
(1v) Todo ideal izquierdo principal estd generado por un idempotente.
(V) Todo ideal derecho principal estd generado por un idempotente.

4.12 (Criterio local de platitud). Sea A un anillo conmutativo y M un A-médulo. Probar que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(I) M es playo;
(1) para cada p € Spec A, My, es un Ap-médulo playo;
(1) para cada ideal maximal m C A, M, es un Ap-moédulo playo.

4.13 (Producto tensorial de dlgebras). Sea k un cuerpo y sean A y B k-dlgebras. Mostrar que
A ®y B es un algebra de forma tal que el producto estd dado por

a®b-a ®b=(ad)® (bb').

4.14. Sean k un cuerpo, A una k-algebra y n, m € IN. Mostrar que hay isomorfismos naturales de
algebras:

(1) AX] = k[X] @ A;
(I1) Mn(A) = Mn(k) @ A;
(HI) Mnm(A) = Mn(A) x Mm(A)



Torsién, divisibilidad y médulos sobre un DIP

5.1. Clasificar a menos de isomorfismo los grupos abelianos de orden 18, 45, 100 y 180.

5.2. Sean A un dominio de ideales principales y M un A-moédulo finitamente generado. Mostrar
que M es de torsién si y s6lo si homa (M, A) = 0.

5.3. Sea p € N un ntimero primo. Encontrar todos los grupos abelianos de orden p® y p*.

5.4. Sean G un grupo abeliano finito y p € IN un niimero primo que divide al orden de G. Probar
que el nimero de elementos de orden p de G es coprimo con p.

5.5. Hallar los factores invariantes de los siguientes grupos abelianos:
(1) Z4y ® Ze D Zo;
(1) Zo®Zo dZgdZ14;
(1) Zp Z S Zyo DZ;
(V) Z1n @ Zn ©ZOZ S Zo ©Zy ©Z7.

5.6. Hallar los factores invariantes de un grupo abeliano G de orden 36 que tiene exactamente
2 elementos de orden 3 y que no tiene elementos de orden 4.

5.7. Sean A = R[x]/ ((x2 +1)?) yJ] = <x2 +1) < A. Probar que todo A-mdédulo finitamente
generado es isomorfo a A™ @ (A/])™ para un tnico par de enteros no negativos (m, n).



