ALGEBRA II
SEGUNDO CUATRIMESTRE 2023
FUNTORES EXACTOS

Sean R y S dos anillos. Recordemos que un funtor F: gRMod — sMod se dice
aditivo si para cada M, N € gMod la aplicacién

homg (M, N) — homg(FM, FN), f— Ff

es un morfismo de grupos abelianos.
Ejercicio 1. SiF es un funtor aditivo, entonces F(0) = 0.

Definicion 2. Decimos que un funtor aditivo F: gRMod — sMod es exacto si para
cada sucesion exacta corta

oM EMEM =0
la sucesion ' .
(N VLN J VIS J VN,
es exacta.

El objetivo de esta nota es dar una caracterizacién equivalente de exactitud. En
concreto, probaremos la siguiente proposicién:
Proposicién 3. Sea F: gMod — sMod un funtor aditivo. Son equivalentes:

(i) El funtor F es exacto;
(ii) Para cada sucesion exacta
i

M 5ME M

la sucesion

YRS VLN S VT

es exacta.

La implicacién (i) = (ii) requerird resultados preliminares. Primero demostra-
mos la reciproca.

Demostracion de (ii) = (i). Dada una sucesion exacta corta
0->M SME M =0,

basta aplicar (ii) a las sucesiones exactas

0 M LM,

M EME My

MM 50
para concluir que

(IS S VAN o VIRLAS o VI

es exacta. O



Nos concentramos ahora en la implicacién faltante.
Lema 4. Un funtor exacto F: gMod — sMod preserva monomorfismos y epimorfismos.
Demostracion. Sea i: S — M un monomorfismo. La sucesién
O—>Si>M—>coker(i) —0
es exacta, asi que

0 FS ™% FM — Feoker(i) — 0

lo es también. La exactitud en FS implica en particular que Fi es monomorfismo.
Similarmente, si p: M — Q es un epimorfismo entonces

O—>ker(p)—>M£>Q—>0
es exacta y luego

0 — Fker(p) — FM "% FQ — 0

lo es; vemos asi que Fp es epimorfismo. O

Lema 5. Sif: M — N es un morfismo de R-médulos existen un epimorfismop: M — X
y un monomorfismo i: X — N tales que ip = f.

Demostracién. Basta tomar p = f[™(M): M — im(M) la correstriccién de f e i la
inclusion de im(M) en N. O

Demostracion de (i) = (ii). Sea
M LM%M

una sucesion exacta. Aplicando el Lema 5 tenemos una epi-mono factorizacién
f=1ipy g = ip’ con i,i’ monomorfismos y p,p’ epimorfismos. Ademds, como
p es epi la imagen de i coincide con la de f y como i’ es mono el ntcleo de p’
coincide con el de g. Dado que ker(g) = im(f), esto dice que im(i) = ker(p’). Se
tiene entonces el siguiente diagrama de diagonales exactas:

O\X
e

f

/0
\M

Xz
0/ \0
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Como F preserva monos, epis, y sucesiones exactas cortas, el siguiente diagrama
tiene todas sus diagonales exactas:

0 \ / 0
FX
2
FM & M o FM
Qﬂ/ Fi’
FY
0 \ 0

En particular im(Fi) = ker(Fp’). Como Fi’ es mono y Fp es epi,
im(Ff) = im(FiFp) = im(Fi) = ker(Fp’) = ker(Fi'Fp’) = ker(Fg)

como buscabamos probar. O

COMENTARIOS SOBRE CATEGORIAS ABELIANAS

Vamos a definir una familia general de categorfas para las cuales este tipo de
argumentos puede formalizarse. Lo haremos por pasos.

Definicién 1. Sea A una categoria. Decimos que un objeto a € A es inicial si para
cada x € A existe un tnico morfismo a — x, y terminal si para cada x € A existe
un tnico morfismo x — a. Un objeto que es tanto terminal como inicial se dice un
objeto cero.

Ejercicio 2. Probar que un objeto cero (resp. inicial, terminal) es tinico salvo isomorfismo.
Fijamos en lo que sigue una categoria A con un objeto cero 0 € A. Dados x,y €
A, notamos 0: x — y al morfismo dado por la composiciéon
31

xiov%y.

(Co)niticleos y (co)imdgenes. A continuacién formulamos una definicion general
de (co)imdagenes y (co)ntcleos. Sea f: x — y un morfismo en A.
Un niicleo de f es un morfismo i: k — x tal que:

) fi=0;
I) sij: z — x es tal que fj = 0, entonces j se factoriza de forma tnica a través
de i:

k%x%y
T
i
z

3!

A

Un conticleo de f es un morfismo p: y — c tal que:
) pf=0;



I) siq:y — zestal que qf =0, entonces q se factoriza de forma tnica a través
de p:

Los ntcleos son tinicos salvo isomorfismo tnico. Frecuentemente diremos que
k es el ntcleo de f, y lo notaremos ker(f), aunque estrictamente hablando el mor-
fismo i es parte —relevante y esencial— de la definicién. De igual manera que
antes, los contcleos son tnicos salvo isomorfismo tinico; empleamos la notacién
coker(f).

Ejercicio 3. Sii: k — x es un niicleo de f, entonces es i es un monomorfismo. Dualmente,
los coniicleos son epimorfismos.

La imagen de f es im(f) := ker(coker(f)) y su coimagen es coim(f) := coker(ker(f)).
Estrictamente hablandos, estos no son s6lo objetos si no morfismos. Tenemos el si-
guiente diagrama donde los morfismos indicados son los dados por las distintas
propiedades universales de nticleos y conticleos:

ker(f) X f y coker(f)
(4) | ]
coim(f) ----- > im(f)

Justificaremos la existencia de la flecha punteada. Por construccién, la compo-

sicién x y — coker(f) es cero, asi que f se factoriza a través de im(f) = ker(y —
coker(f)) por un tinico morfismo f: x — im(f).
Ahora, dado que

ker(f) — x AN y = ker(f) — x AR im(f) -y =0
y el morfismo im(f) — y es un monomorfismo, se sigue que la composicién

ker(f) — x AR im(f) es cero. Luego f se factoriza de forma tnica a través de
coim(f), y esta induce la flecha punteada que buscdbamos.

Observacion 5. Si R es un anillo, en gMod las nociones de (co)nticleo e imagen coin-
ciden con las usuales. La coimagen de un morfismo f: M — N es coker(ker(f)) =
M/ ker(f) y el morfismo coim(f) — im(f) es precisamente el morfismo dado por
el primer teorema de isomorfismo.

En Bang, la categoria de espacios de Banach con las transformaciones lineales
continuas, la nocién de niticleo es la usual, pero la de contcleo es coker(T: V —
W) = W/T(V). Por tanto la imagen categoérica es im(T) = T(V); la clausura de
la imagen como conjunto. En particular, el morfismo V/ker(T) = coim(T) —
im(T) = T(V) sélo es un isomorfismo si T(V) = T(V), es decir, si T tiene imagen
cerrada.

Observaciéon 6. Cuando el morfismo coim(f) — im(f) es un isomorfismo, como en
el caso de médulos sobre un anillo, el diagrama (4) provee una factorizacién de f
en un epimorfismo seguido de un monomorfismo. Esto generaliza el Lema 5.

Ejercicio 7. Probar que:



o , o . El
1) Un morfismo i: x =y es monomorfismo si y solo si su niicleo es 0 — x.

11) Un morfismo p: x — y es epimorfismo si y sélo si su conticleo es y EN)

1) si i: x — y es monomotrfismo, p:y — z es epimorfismo y f: z — x es otro
morfismo, entonces ker(f) = ker(if), coker(f) = coker(fp), im(f) = im(fp), y
coim(f) = coim(if).

V) se tiene que coker(0 — x) = 1 y ker(y — 0) = 1y.

V) si f es tanto monomorfismo como epimorfismo, entonces im el morfismo candnico
coim(f) — im(f) es f.

Categorias abelianas. Decimos que A es abeliana si cumple las siguientes propie-
dades:

I) para cada x,y € A el conjunto A(x,y) de morfismos tiene una estructura de
grupo abeliano, de manera que la composicién

o: Aly,z) X Alx,y) — A(x, z)

es Z-bilineal.
II) paracadax,y € A, existe un objeto x @y que es tanto un producto como un
coproducto de x e y, y tal que los morfismos canénicos

X X
x®y
y Y

satisfacen
Pxix = 1y, pyly =1y, Pxiy =0, Pyix =0.

I11) todo morfismo tiene un ntcleo y un conticleo.
V) para todo morfismo f, el morfismo canénico coim(f) — im(f) es un isomor-
fismo.

Si A cumple 1), se dice preaditiva, si cumple tanto I) como II) es aditiva, y si ademds
cumple con III), entonces se dice preabeliana.

El principal ejemplo de categorfa abeliana es el de médulos sobre un anillo.
Otros ejemplos son las categorfas de grupos abelianos y las categorias de grupos
abelianos finitos y finitamente generados.

Las categorias de conjuntos y anillos (unitales) no son abelianas, de hecho, ni
siquiera tienen objeto cero. La categoria de grupos tampoco es abeliana. En efecto:
una inclusién i: H < G tiene por coimagen a la identidad de H y por imagen a la
inclusién del subgrupo normal generado por H en G. El morfismo de comparacién
es la inclusion H = coim(i) < ((H)) = im(i) s6lo es un isomorfismo si H es
normal.

De aqui en més asumiremos que A es abeliana.
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Lema 8. Sean f: x =y, g: y — z morfismos tales que gf = 0. Existe entonces un tinico
morfismo im(f) — ker(g) que hace conmutar el siguiente diagrama:

Demostracion. Usando la propiedad universal de ker(g), lo que debemos ver es
precisamente que la composicién im(f) — y 25 2 es cero. Sea i: im(f) — yel
morfismo canénico. Como gf = 0, el morfismo g se factoriza a través del morfismo
canénico q: y — coker(f) seguido de un morfismo coker(f) By 2. Esto dice que
efectivamente gi = hqi = h0 = 0 como buscdbamos, pues im(f) = ker(coker(f)).

O

Definicién 9. Decimos que x — y 9, 7z es exacta si gf = 0 y el morfismo canénico
im(f) — ker(g) es un isomorfismo.

Habiendo definido la nocién de exactitud en este contexto, podemos decir que
un funtor aditivo F: A — B entre categorias abelianas es exacto si envia sucesiones
exactas cortas a sucesiones exactas cortas.

Concluimos con algunos resultados de interés para categorias abelianas. La Ob-
servacién 6 junto con el Ejercicio 7 arrojan los siguientes corolarios.

Corolario 10. Un morfismo es un isomorfismo si y sélo si es simultdneamente un epimor-
fismo y un monomorfimo. O

Corolario 11. Si f: x — y es un morfismo en A, existen un epimorfismo i: z — y y un
monomorfismo p: x — z tales que ip = f. O

Este dltimo corolario permite adaptar la demostracion sobre las definiciones
equivalentes de exactitud a este contexto.

Corolario 12. Sea F: A — B un funtor aditivo entre categorias abelianas. Son equivalen-
tes.

(i) El funtor F es exacto;

(ii) Para cada sucesion exacta

M 5 ME M
la sucesion
VUL VILLN S VT
es exacta.
(iii) Para cada sucesion exacta
= Mppr 2> My =2 My — -
la sucesion
o= MMp My = FMpp 1 — -

es exacta. O
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