ALGEBRA 11
Segundo Cuatrimestre — 2017

Practica 5: Mo6dulos - Primera parte

En toda la guia k es un cuerpo.

Moédulos y morfismos

1. Determinar en cada uno de los siguientes casos si la accién del anillo A sobre el grupo
abeliano M dada esta bien definida, y si hace de M un A-médulo.

(@) A= M,(k), M =k", donde B-v = Bv para todos B € M, (k) y v € k™.

(b) A= M,(k), M =k, donde B - v = det(B)v para todos B € M, (k) y v € k.

() A=k[X]yM=Kk",conp-(ay,...,a,) = (p(l)ay,...p(n)a,) para todo p € k[X] y todos
ai,...,anp €k

d A=7Z, M=2Zycona-b=ab€c Z,paratodosa € Z;yb € Z,.

2. Sean A un anillo, m,n > 1y M € M;,,(A). Mostrar que la multiplicacién matricial da un
morfismo de A-mddulos

fixe A — xMe A",

(Es cierto que todo morfismo f : A" — A" estd dado por multiplicar por una matriz?
3. Clasificar salvo isomorfismo todos los C[X]-médulos de dimensi6n 1 sobre C.

4. Sea A un anillo. Probar las siguientes afirmaciones.

(@) Sea M un A-médulo a izquierda. El producto M x A°? — M dado por m - a = am, define
en M una estructura de A°P-mdédulo a derecha. Lo notamos M°P.

(b) Sif:M — N esun morfismo de A-moédulos a izquierda, entonces f : M°P — N°P es un
morfismo de A°P-médulos a derecha.

(c) Reciprocamente, todo A°P-médulo a derecha es de la forma M°P para algtin A-mdédulo a
izquierda M y todo morfismo de A°P-mddulos estd inducido como en la parte anterior.

5. Sean N y M dos Q-médulos. Mostrar que una funcién f : N — M es un morfismo de
Q-médulos si y solo si es un morfismo de grupos abelianos.

6. Sean A un anillo y N, M dos A-médulos.

(1) Mostrar que Hom4 (M, N) es un grupo abeliano con suma dada por
(f+g)(m) = f(m)+g(m), para todos f, g € Homy (M, N),m € M.
(b) Sea Z(A) el centro de A. Definimos una operaciéon
Z(A) x Hom 4 (M, N) — Hom (M, N),
de la siguiente manera: dados a € Z(A), f € Hom4 (M, N), la funcién af estd dada por
(a- f)(m) = f(am)

para cada m € M. Mostrar que esta operacion define una estructura de Z(A)-médulo
sobre Hom4 (M, N).

7. Sean A, By C anillos y sean M un (A, B)-bimédulo y N un (A, C)-bimédulo.
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(1) Mostrar que Hom4 (M, N) posee una tnica estructura de (B, C)-bimddulo tal que

(b-f-c)(m) = f(mb)e

paratodosbc B,ce Cyme M

(b) Considerando al anillo A como (A, A)-bimédulo, mostrar que Hom 4 (A, M) = M como
A-moédulos.

8. Cambios de anillo. Sea ¢ : A — B un morfismo de anillos. Probar las siguientes afirmaciones.

(a) Laoperacion A x B — B dada por (a,b) — ¢(a)bhace de B un A-moédulo a izquierda. De
forma similar podemos obtener una estructura de A-médulo a derecha y de A-bimédulo
sobre B.

(b) Sea M un B-moédulo a izquierda. El producto A x M — M dado por a - m = ¢(a)m hace
de M un A-moédulo a izquierda. Lo notamos ¢*(M).

() Sif:M — N es un morfismo de B-médulos a izquierda, entonces f : ¢*(M) — ¢*(N)
es un morfismo de A-mé6dulos a izquierda. Lo notamos ¢*(f).

(d) Si My N son B-médulos a izquierda, la aplicacién

¢" : f € Homp(M, N) = ¢™(f) € Hom(¢"(M),¢"(N))

es un morfismo de grupos abelianos.

(e) Si M, Ny P son B-médulos a izquierday f : M — Ny g : N — P son morfismos de
B-moédulos, entonces

¢ (g0 f) = ¢"() o 9™ (f)-
En particular la aplicacién ¢* : Endg(M) — End4(¢*(M)) es un morfismo de anillos.
(f) Dar condiciones sobre ¢ que impliquen que la aplicaciéon
¢* : Homp(M, N) — Hom 4 (¢* (M), ¢*(N))
sea inyectiva o sobreyectiva cualesquiera sean los B-médulos My N.
() Siy:B — C es otro morfismo de anillos, entonces (P o ¢)* = ¢* o p*

9. Sean A un anillo, M un A-médulo a izquierda y B = End 4 (M) el anillo de endomorfismos
de M.

(@) Mostrar que M es un B-médulo a derecha de manera natural y que con esa estructura
resulta ser un (A, B)-bimé6dulo.

(b) ¢Qué relacion hay entre A 'y Endg(M)?
10. Sea A un anillo.

(@) Sea f : M — M’ un morfismo de A-mé6dulos a izquierda. Para cada A-moédulo a
izquierda P definimos aplicaciones

fp 1 g € Homy(M',P) + go f € Hom4 (M, P)

P h € Hom (P, M) — foh € Homu (P, M’).

Probar que son morfismos de grupos abelianos.

(b) Sean f : M — M'y ¢ : M — M" morfismos de A-mddulos. Probar que para cada
A-médulo a izquierda P valen las férmulas

fpogp=1(8°f)p
ghoff =(gof)l.
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(c) Probar que una sucesién de A-médulos a izquierda

f g

0 M’ M M

es exacta si y solo si la sucesién de grupos abelianos

N N

0 — Homa (N, M') —L= Hom 4 (N, M) —*"~ Hom 4 (N, M")

es exacta para todo A-médulo a izquierda N. ;Hay algtin enunciado similar que involucre
a los morfismos f3; y g3?

(d) ¢Es cierto que si

0 YAy YR

M 0
es una sucesion exacta de A-moédulos a izquierda entonces

N

N
0 —> Hom (N, M') —L> Hom 4 (N, M) ="~ Hom A (N, M) —= 0

es una sucesion exacta de grupos abelianos?
11. Probar que un A-médulo M es simple si y solo si Am = M para todo m € M\ {0}.

12. Lema de Schur.

(@) Sea f: M — N un morfismo de A-médulos. Probar las siguientes afirmaciones.
1. Si M es simple, entonces f es o bien nula o bien inyectva.
2. Si N es simple, entonces f es o bien nula o bien sobreyectiva.
3. Si M y N son simples, entonces f es o bien nula o bien un isomorfismo.
(b) Probar que si M es un A-mdédulo simple entonces End4 (M) es un anillo de division.
;Vale la vuelta?

13. Sea A un dominio integro y sean vy,...,v, € A". Sea M € M,;(A) la matriz cuyas
columnas son los vectores vy, ..., v,. Probar las siguientes afirmaciones

(a) El conjunto {v4,...,v,} es linealmente independiente si y solo si det M # 0.
(b) El conjunto {v1,...,v,} es un sistema de generadores si y solo si det M € A*.
14. Conjuntos minimales de generadores. Probar las siguientes afirmaciones.

(a) Todo médulo de tipo finito posee un conjunto generador minimal.

(b) Paratodo n € N existe un conjunto generador minimal de Z de cardinal n.
15. Sean A un anillo y M un A-médulo a izquierda.

(a) Probar que el conjunto annM = {a € A : am = 0 paracadam € M} es un ideal a
izquierda de A. Si ann M = 0, decimos que M es un A-médulo fiel.

(b) Probar que A es fiel como A-médulo y encontrar més ejemplos de médulos fieles.

16. Probar que un A-médulo es finitamente generado si y solo si es isomorfo a un cociente de
A" para algin n € N.

17. Probar que si

0 M M M 0

es una sucesion exacta corta de A-médulos a izquierda y M’ y M” son finitamente generados,
entonces M es finitamente generado.

18. Sean V un k-espacio vectorial de dimensién infinita y A = Endg(V) el anillo de endomor-
fismos de V. Mostrar que existe un A-médulo M no nulo tal que M = M & M.
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Representaciones

19. Sean A una k-dlgebra y V un A-moédulo.

(@) Sea ¢ : A — Endg(V) la funcién que asigna a cada a € A la transformacién k-lineal dada
¢ q &
por multiplicar a izquierda por a. Probar que ¢ estd bien definida y es un morfismo de
anillos.

(b) Probar que, reciprocamente, todo morfismo de anillos ¢ : A — Endg(V) define una
estructura de A-moédulo sobre V.
Un morfismo de anillos ¢ : A — Endy (V) se llama una representacion de A de dimensién dim V.

(c) Sea V un k-espacio vectorial y sea f € Endg(V). Muestre que existe exactamente una
estructura de k[X]-mo6dulo a izquierda sobre V para la cual k C k[X] actaa por multipli-
cacion escalar y X - v = f(v) para todov € V.

20. Sean € Nysea C(n) = {(A,B) € My(k) x M,(k) | AB— BA = 0}. El grupo GL, (k) actia

sobre C(n) por conjugacion, de forma que

P-(A,B) = (PAP™!,PBP )

para cada P € GL,(k) y (A,B) € C(n).

(a) Probar que para cada (A, B) € C(n) la asignacién (X,Y) — (A, B) induce un morfismo
de anillos k[X, Y] — M,(k), y por lo tanto una estructura de k[X, Y]-m6dulo sobre k.
Notamos por V (A, B) al médulo asi definido.

(b) Probar que V(A,B) = V(A’,B’) como k[X,Y]-médulos si y solo si (A,B) y (A’,B)
pertenecen a la misma 6rbita por la accién de GL, (k). Concluir que hay una biyeccién
entre los k[X, Y]-médulos de dimension n y las 6rbitas de la accion de GL, (k) sobre C(n).

Algunos lemas usuales

21. (a) Sea

M M M 0
if’ lf f"

v
N’ N N” 0

un diagrama conmutativo de A-médulos a izquierda en el cual las filas son exactas.
Probar que existe exactamente un morfismo f” : M” — N” que completa el diagrama
preservando la conmutatividad.

(b) Sif'y f son isomorfismos, entonces f” es un isomorfismo.

22. Lema de los cinco. Consideremos el diagrama conmutativo de A-médulos a izquierda

M, M, M; My Ms
Pl Rk
N, N> N3 Ny N5

y supongamos que las dos filas son exactas. Probar las siguientes afirmaciones:

(a) Siaj es sobreyectivo y ap y a4 son inyectivos, entonces a3 es inyectivo.
(b) Sias es inyectivo y ap v a4 son sobreyectivos, entonces a3 es sobreyectivo.
(c) Siajg, ap, x4 y a5 son isomorfismos, entonces a3 es un isomorfismo.
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23. Lema de los nueve. Consideremos el diagrama de A-médulos a izquierda

0 0 0
0 M’ M M
0 N’ N N”
0 P’ P p"

0 0 0

en el cual las tres columnas y las dos primeras (resp. las dos tltimas) filas son exactas. Probar

que la tercera (resp. primera) fila también es exacta.

5/2?



