Segundo Cuatrimestre 2000

Topologia - Practica IV

Espectro de un anillo conmutativo
Sea A un anillo conmutativo con unidad. Notaremos
SpecA = {p C A : p es un ideal primo}.
Para un conjunto £ C A definimos
V(E) ={p € SpecA : E C p}.
1. Probar

a) V(E)=V(Jg) con Jg el ideal generado por E.

S

(
V(0) = SpecA, V(14) = 0.
(

14 UaEA ECY) = ﬂaEA V(Ea)

V(E.E")=V(E)UV(E").

Por lo tanto existe una topologia en SpecA tal que los conjuntos V(E) son conjuntos cer-
rados.

Verificar que los conjuntos D(a) = SpecA—V ({a}) = {p € SpecA : a ¢ p} forman una base
para dicha topologia.

e) Si E C E' entonces V(E') CV(E).

)
)
c)
d)

2. a) Probar que p € SpecA es cerrado si y sélo si p es un ideal maximal de A.

b) Probar que si A es un dominio integro el punto correspondiente al ideal (0) es denso.

3. Sea ¢ : A — B un morfismo de anillos. Probar:
a) El morfismo ¢ induce una funcién ¢ : SpecB — SpecA, ¢(q) = ¢~ (q) para q € SpecB.
b) o Y(V(E)) = V(e(E)) para todo E C A.
¢) p~Y(D(a)) = D(¢(a)) para todo a € A.

Por lo tanto ¢ es una funcién continua.

Separacion
4. a) Probar que un subespacio de un espacio regular (resp. T3) es regular (T3).

b) Probar que el producto de espacios regulares (resp. T3) es regular (T3).
5. Probar que si [], ., Xo es Hausdorff, regular o normal, entonces cada X, lo es.

6. Probar que si X es totalmente ordenado, entonces es Tg con la topologia del orden.
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Probar que un subespacio cerrado de un espacio normal (resp. T4) es normal (Ty).

. (Es R¥ normal con la topologia producto? ;Y con la uniforme?

Compacidad

. Sea A un anillo conmutativo. Probar que SpecA es casi-compacto.

Probar que en R con la topologia del complemento finito todo subconjunto es casi-compacto,

pero los unicos cerrados son los conjuntos finitos. Por lo tanto hay conjunto casi-compactos que

no son cerrados.

Sea f: X — Y una funcién, con Y compacto. Probar que f es continua si y sélo si su gréfico,
Gr={(z, f(x)) e X xY: z € X}

es un conjunto cerrado.

Sean X,Y espacios topoldgicos, AC X, BCY,y W C X xY abierto tal que A x B C .
Probar que si B es casi-compacto, existe un abierto U C X tal que Ax BCU x BCW.

Si tanto A como B son casi-compactos, probar que existen abiertos U C X, V C Y tales que
AxBCUxVCW.

a) Sean T y T’ dos topologias en X. Supongamos que 7' D 7. ;La compacidad de alguna de
estas topologias implica la compacidad de la otra?
b) Si X es compacto tanto para 7 como para 7’ entonces 7 = 7" o no son comparables.

Sea G un grupo topolégico, A, B C G subconjuntos de G. Probar que si A es cerrado y B es
casi-compacto, entonces A - B es cerrado.

Mostrar que Q no es localmente compacto.

Mostrar que ], ., Xao es localmente compacto, si y sélo si cada X, es localmente compacto y
todos los X, salvo una cantidad finita, son compactos.

a) Sea f: X — Y una funcién continua y abierta. Demostrar que si X es localmente compacto
e Y es Hausdorff, entonces f(X) es localmente compacto.

b) Probar que todo subespacio abierto y todo subespacio cerrado de un espacio localmente
compacto es localmente compacto.

. Probar que la compactificacién de Alexandroff de R™ es homeomorafa a S™. (Considerar la
proyeccién estereografica p : ™\ {(0,0,...,0,1)} — R"™, p(z1,...,ZTnt1) = (1, Tp).)
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