Segundo Cuatrimestre 2000
Topologia - Practica I1

Funciones Continuas

1. Probar que cada una de las siguientes condiciones sobre f : X — Y es equivalente a pedir que f
sea continua (en z € X o globalmente, segiin corresponda).

a) Para todo A € %, (y = f(x)) existe B € %, tal que f(B) C A.

b) Para todo A C X, f (Z) C f(A).

¢) Si B es una base para la topologia de Y, f~1(B) es abierto en X para todo B € B.

)
)
)
d) Si S es una sub-base para la topologfa de Y, f~1(S) es abierto en X para todo S € S.

2. Sean xg € X e yg € Y. Probar que las funciones f: X - X XY yg:Y — X x Y definidas por
f(x) = (z,90), g(y) = (x0,y) son inmersiones (i.e. definen un homeomorfismo con su imagen).

3. Sea Y un conjunto ordenado con la topologia del orden. Sean f,g: X — Y funciones continuas.

a) Probar que el conjunto {z: f(x) < g(x)} es cerrado en X.

b) Sea h: X — Y la funcién
h(z) = min{f(z), g(z)}.

Probar que h es continua.

4. Sea {A,} una coleccién de subconjuntos del espacio topolégico X tal que X = (J, Aq. Sea
f: X — Y y supongamos que f|4, es continua para cada a.

a) Probar que si la coleccién {A,} es finita y cada conjunto A, es cerrado, entonces f es
continua.

b) Encontrar un ejemplo donde la coleccién {A,} es numerable, cada A, es cerrado, pero f
no es continua.

¢) Una familia {A,} se dice localmente finita si para cada z € X existe un abierto U C X,
x € U, tal que UN A, # 0 sélo para finitos valores de a.. Mostrar que si la familia {A,} es
localmente finita y cada A, es cerrado, entonces f es continua.

5. Sean A C X, Y Hausdorff y f : A — Y continua. Mostrar que si f se puede extender a una
funcién continua g : A — Y, entonces g estd univocamente determinada por f.

6. Sean X,Y espacios topldgicos, y sea f : X — Y continua. Se dice que f es un homeomorfismo
local si se verifica alguna de las siguientes propiedades equivalentes:

a) Paracadax € X, existen U C X y V CY talesquex €U, f(r) eV y fly:U—V esun
homeomorfismo.

b) Primero: para cada U C X abierto y V = € U, existe V C Y abierto tal que f(z) € V
y V C f(U). Y segundo: para cada = € X existe U C X abierto tal que x € U y f|y es
inyectiva.
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c¢) Primero: f es abierta. Y segundo: si A = {(z1,22) € X x X : f(z1) = f(z2)} yAr: X - A
es la funcién definida por A¢(z) = (x,x), vale que Ay es abierta. (El espacio A tiene la
topologia que hereda como subespacio de X x X.)

Probar efectivamente las tres propiedades son equivalentes.

Probar que las siguientes funciones son homemomorfismos locales:

a) f:R— S f(t) = (cos(27t),sin(27t)).

b) f: A" = A* f(z)=2",donde A*={z€C: 0<|z| <1} yreN.
Topologia Producto vs. Topologia Caja

Sea {X4}o una familia de espacios topoldgicos, y sea para cada « un subconjunto A, C X,.
Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas y cudles falsas si se toma en X =[], Xo
la topologia producto. ;Y si se toma la topologia caja?

a) Sicada A, es cerrado en X, entonces [[, Aq es cerrado en X.

b) T Aa = [, Aa.

. Sea (zn)nen una sucesién de puntos en el espacio topolégico X = [],c 4 Xa (considerado con la

topologia producto). Probar que la sucesién (z,),en converge a x si'y sélo si la sucesion mq (2y,)
converge a Ty (x) en X, para todo a € A. (Es cierto esto si se toma en X la topologia caja?

Sea R el subconjunto de R* := [,y R que consiste de las sucesiones que son eventualmente
cero (i.e. de la forma (x1,x9,...,2,,0,0,...,0,...)). Calcular la clausura de R>* en R¥ para la
topologia producto y para la topologia caja.

Topologias dadas por una métrica

Sea X una conjunto, y sea d una métrica en X. Probar que la topologia inducida por d es la
minima con la propiedad que la funciéon d : X x X — R es continua.

Mostrar que R x R con la topologia del orden del diccionario es metrizable (i.e. existe una métrica
tal que la topologia que induce la métrica coincide con la dada).

a) Comparar las topologias caja, producto y uniforme en R“. La topologia uniforme se define
de la siguiente manera;:

Primero se define en R la métrica acotada d(a, b) = min{|a—b|, 1} (induce la misma topologia
que la usual). Luego se define en R¥ la métrica uniforme como d((an)nen, (bn)nen) =

sup,,{d(an,b,)}.

b) (En cudl de las topologias son continuas las siguientes funciones de R en R¥?

Ft) = (t,2t,3t,..),
g(t) = (t,t,t,...),
h(t) = (t, 5t 5t,...).



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

¢) ¢En cudl de las topologias convergen las siguientes sucesiones?

wi = (1,1,1,1,...), —(1,1,1,1,...), 1 =(1,0,0,0,...), 2 =(1,1,0,0,...),
:(07272727"')7 (07%71%71%7"')7 y2:(%7%?0 ) Z1:<%7%a0707"-)7
w3:(07073737"')) (0707§7§7 ")a y3_(§ ’ 393 0 ) Z3_(§’§50505 )7

Calcular la clausura del conjunto de las sucesiones eventualmente cero con respecto a la topologia
uniforme de RY.

Topologias inciales y finales—Cocientes

Sea X un espacio topolégico, { X, } una familia de espacios topoldgicos y para cada a una funcién
fa : X — X4. Decimos que la familia de funciones {f,} es inicial si la topologia de X coincide
con la topologia inicial inducida por la familia. Similarmente definimos la nocién de familia final.

Sea {X;} una familia de espacios topoldgicos. Definimos la unién disjunta de los X; como el
espacio
X =1LX; = {(1’,2) T e XZ},

y le damos la topologia final para la familia de aplicaciones \; : X; — X, f(x) = (x, 7). Probar que
entonces U C X es abierto siy sélo si ‘UNX;és abierto en X; (donde ‘UNX;’={z: (z,i) € U}).

Mostrar que A; es abierta y cerrada.

Sea {X == X, } una familia inicial de funciones (o sea, X tiene la topologia inicial inducida

por las funciones fy), y f: X — [] X4 la funcién definida por

f(@) = (fa(2))a-

Sea Z la imagen de f. Probar que f : X — Z es abierta.

Consideremos el espacio de Sierpinski, S = {0,1}, 7(S) = {{1},S}. Observar que si X es un
espacio topolégico, A C X es abierto < la funcién caracteristica de A, &4 : X — S (definida
por ®(z) =1« x € A), es continua.

Probar que la familia {®y }e7, es una familia inicial para la topologia de X.
Probar que si f: X — Y es final e inyectiva, entonces es inicial.
Si f: X — Y es inicial y suryectiva, entonces es cociente (i.e. f es final y suryectiva).

Sea m : R x R — R la proyeccion a la primer coordenada.

a) Sea X el subespacio ({0} x R)U (R x {0}) de R x R, y sea g = m1|x. Mostrar que g es
cerrada pero no abierta.

b) Sea Y el subespacio (R>o x R) U (R x {0}) de R x R, y sea h = m1]y. Mostrar que h no es
abierta ni cerrada pero es cociente.

Caracterizar el espacio cociente R?/ ~ en cada uno de los siguientes casos

a) (zo,y0) ~ (z1,41) © o + Y = z1 + yi.
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b) (zo,90) ~ (z1,y1) < af + y§ = a1 + v7.

Sean X un espacio topoldgico, ~ una relacién de equivalencia en X y p : X — X/ la proyeccién
al cociente.

Sea R ={(z,y) € X x X : x ~y}. Probar que :

a) Si X/. es Hausdorff, entonces R es cerrado en X x X.
b) Sip: X — X/. es abierta y R es cerrado en X x X, entonces X/~ es Hausdorff .

¢) Sipxp: X xX — X/ x X/ dada por p X p (x1,22) = (p(x1),p(x2)) es final, y R es
cerrado en X x X, entonces X/ es Hausdorff.

Sea X = C x {0,1} con la topologia producto, {0,1} con la topologia discreta. Definimos en X
dos relaciones de equivalencia:

(l’,O) ~1 (yal) <:>$:y7é07 (xh]) ~1 (yaj) T =Y

(l‘,O) ~2 (yal) < T.Y = 17 (l’,]) ~2 (ya.]) ST =Y
Se definen X1 = X/~,, Xo = X/~, v se les da a ambos la topologia cociente. Probar que:

a) En X todo punto es cerrado, pero X; no es Hausdorff.

b) X2 ~ 52.



