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Segundo Parcial
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1. Dos polinomios f, g € C[X,Y] tienen un factor comdn no constante si y sola-
mente si Z(f, g) € C? es un conjunto infinito.

Sugerencia. Para probar la suficiencia, considere las resultantes Ry (f, g) y Ry (f, g).

Solucién. Supongamos primero que h € C[X,Y] es un factor comun no constante de f y g.
Es claro que Z(h) € Z(f, g), asi que bastara probar que Z(h) es infinito. Sin pérdida de gene-
ralidad, podemos suponer que h tiene gradon > 0 en Y, y escribamos h = Z?:O h;(X)Y" con
Ry, ..., h, € C[X]. Sia € C es tal que h,(a) # 0, entonces el polinomio > _ h;(a)Y' € C[Y]
tiene grado positivo, asi que existe b € C tal que h(a,b) = >, h,(a)b’ = 0. Esto
nos dice que la imagen de Z(h) por la primera proyeccién C> — C contiene al conjun-
to {a € C: f,(a) # 0}, que es infinito y prueba que Z(h) mismo es infinito.

Reciprocamente, supongamos que Z(f, g) es infinito. La imagen de Z(f, g) bajo algu-
na de las dos proyecciones C> — C debe ser infinita; sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que es la primera proyeccion. Existen entonces infinitos valores de a € C tal que
existe b € C con f(a,b) = g(a,b) = 0 y para ellos se tiene Ry (f, g)(a) = 0. El polino-
mio Ry (f, g) € C[X] tiene infinitas raices, asi que debe ser nulo. Sabemos que esto implica
que f y g comparten un factor no constante en C[X,Y]. O

2. (a) La curva proyectiva N de ecuacién X3 + Y3 +XYZ = 0 es irreducible y
tiene exactamente un punto singular, que es un nodo. Toda cubica irreducible
de P2 con un nodo es proyectivamente equivalente a N.

(b) La curva proyectiva C de ecuacién X3 + Y2Z = 0 es irreducible y tiene exac-
tamente un punto singular, que es una cispide. Toda ctibica irreducible de P?
con un punto ctispide es proyectivamente equivalente a C.

Solucién. (a) Sea F =X3+Y>+XYZ. Como Y no divide a F, para ver que F es irreducible
basta probar que F(X, 1, Z) es irreducible en C[X, Z]. Si no lo fuese, y considerando el grado
con respecto a Z, habria una factorizacién de la forma X + 1+ XZ = f(X)g(X,Z) con
f € C[X] no constante. Si a € C es una faiz de f, entonces para todo b € C es a® + ab = 0:
esto es absurdo, salvo que a = 0. Asi, debe ser f(X) = X™ para algtin m > 1, pero esto es
imposible, porque F(X, 1, Z) no es divisible por X.

Los puntos singulares de la curva son las soluciones no nulas del sistema

X34+Y34+XYZ=3X?>4+YZ=3Y>+ZX=XY=0.

Es inmediato verificar que el tinico es (0: 0 : 1). Afinizando en el complemento de Z = 0, la
ecuacién quda X* + Y3 + XY = 0 y el punto es (0, ). Es evidente, entonces, que el punto es
doble con tangentes distintas.
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Sea G = 0 la ecuacién de una ctibica irreducible en P? con un nodo. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que el nodo es (0 : 0 : 1) y que las rectas tangentes alli
tienen ecuaciones X =0 e Y = 0. Esto implica que la ecuacién de la curva es de la forma

aX®+ BX%Y +yXY?*+6Y3 +eXYZ =0.

con ¢ # 0. Como la curva es irreducible, G no es divisible ni por X ni por Y, y entonces a # 0
y & # 0. Haciendo cambios de variables de manera que X ~ ¥aX e Y ~ /Y, la ecuacién
queda en la forma

X3+ BX2Y +yXY 4+ V3 +eXYZ =0

con otras constantes y € # 0 como antes. Haciendo ahora Z ~ ¢Z + X + yY, la ecuacién
se transforma en

X2+Y*+XYZ=0,
como queriamos.

(b) Sea F =X>+Y?2Z. Como Y no divide a F, para ver que F es irreducible basta mostrar
que F(X,1,Z) = X3+Z es irreducible en C[X, Z]. Supongamos que X°+Z = f(X,Z)g(X, Z);
considerando el grado con respecto a Z de estos polinomios, vemos que podemos suponer
que f(X) = f(X,Z) no depende de Z. Si f no es constante, existe a € C tal que f(a) =0y
entonces 1= F(a,1,1—a®) = f(a)g(a,1—a®) = 0. Concluimos asi que f es necesariamente
constante y, en consecuencia, que F es irreducible.

Los puntos singulares de la curva son las soluciones no nulas del sistema

X34+Y2Z=3X>=2vZ=Y%*=0.

Es evidente que el tinico es (0 : O : 1). Afiinizando en el complemento de Z = 1, el punto
es (0,0) y la ecuacién queda F(X,Y,1) = X3 + Y2 = 0. Es claro entonces que (0,0) es un
punto doble con una tnica tangente de multiplicidad 2.

Sea ahora G = 0 la ecuacién de una cubica irreducible con un punto cuspide. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que ese punto es (0 : 0 : 1) y que la recta tangente doble
en ese punto es la de ecuacién Y = 0. Entonces la ecuacion es de la forma

aX®+ BX2Y +yXY*+ 673+ Y22 =0

con £ # 0. Como la curva es irreducible, es a # 0 asi que podemos suponer sin pérdida de
generalidad que a = 1. Si X ~ X + gY, la ecuacién queda en la forma

X3 +yXY?>+6Y3 +eY2Z =0,

con nuevas constantes tales que otra vez € # 0. Si ahora Z ~» €Z 4+ yX + 8Y, entonces esto
queda

X3+Y%Z =0,

que es la ecuacién de C. O

3. Determine los puntos de interseccion de las curvas proyectivas
X24+vHzZ+x3+Yv3=0, X34+vy3-2Xvyz=o0,

y calcule la multiplicidad de la interseccion en cada uno de ellos.
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Solucion. Para encontrar los puntos de interseccion, tenemos que resolver el sistema

X34+Y34+X%Z+Y%Z =0,
X34+Y3-2XYZ =0,

Si Z = 0, entonces es inmediato que tenemos las soluciones (1 : A : 0) con A> = —1.
Supongamos entonces por el contrario que Z # 0. Restando las ecuaciones, vemos que debe
ser (X +Y)?Z = 0, asi que X + Y = 0. Cuando esto vale, la primera ecuacién del sistema
se satisface, y la segunda se satisface sii XY Z = 0, asi que la tinica solucién que tenemos en
este caso es (0 : 0: 1). Asi, hay 4 puntos de interseccion,

P,=(0:0:1), P,=(1:-1:0), P,=(1:w:0), P,=(1:w':0),

con w una raiz sexta primitiva de la unidad. En particular, hay finitos puntos de interseccién
asi que las dos curvas no tienen componentes comunes y el teorema de Bézout nos dice que
la multiplicidad total de la interseccién es 3-3 =9.
Ahora bien, afinizando en Z = 1 las ecuaciones son X° + Y +X%2 + Y2 = 0 y
X3 +7Y3-2XY = 0. En P, = (0,0) las formas iniciales son Y2 y 2XY, respecivamente,
que son coprimas: esto implica que la multiplicidad de interseccién en P; es 2-2 =4.
Afinizando en X = 1, el desarrollo de Taylor de las dos ecuaciones en P, = (—1,0) es

3y —3y*+y*+2z—2yz=0,
3y —3y2+y*+2z—2yz+ y%z =0.

asi que en P, la interseccion es

By —3y?+y®+22—2yz,3y —3y> + y> + 22 — 2yz + y%z)
=By —-3y*+y*+2z-2yz,y%)
=238y —3y2+y3+22—2yz,y)+ By —3y> + y® + 22 — 2yz,2)
=2(z,y)+ By —3y*+y°32)
=3.

Sabemos que la interseccién total es 9, asi que en P; y P, la multiplicidad tiene que ser 1. [

4. Sea M C R3 una superficie y sea p € M.

(a) Si la curvatura Gaussiana en p es positiva, entonces hay un entorno V de p
en M tal que V estd totalmente contenido en uno de los dos semiespacios
cerrados determinados por el plano tangente T,M y solo interseca ese plano
en p.

(b) Sihay un entorno V de p en M tal que V esta totalmente contenido en uno de
los dos semiespacios cerrados determinados por T, M, entonces la curvatura
Gaussiana en p es no negativa.

Solucién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que p es el origen de R® y
que T,M es el plano xy. En ese caso, sabemos que localmente M es el grafico de
una funcién, asi que existe un abierto U € R? y una funcién f : U — R tales que
¢ : (x,y) € U~ (x,y,f(x,y)) € R® es una parametizacién de M cerca del origen,
yes f(0,0)=0y Vf(0,0)=0.
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(a) Usando la parametrizacion ¢ vemos que

2
_ f xxf yy f Xy
- 2 2)2°
A+F2+ 5D
asiquesiK > 0 en p, la Hessiana de f es positiva en el origen y f tiene alli o un maximo local
o un minimo local estricto. Esto significa precisamente que el grafico se mantiene localmente
a un lado del plano xy y que solo lo toca en el origen.
(b) La hipétesis significa que f tiene un minimo o méximo local en (0, 0), posiblemente

no estricto, asi que sabemos que la Hessiana o es positiva o es nula. La formula anterior,
entonces, nos dice que K(0,0) > 0. O

5. Sea I C R un intervalo abierto, sea a : I — R® una curva regular parametrizada
por longitud de arco y sea v : I — R una funcién tal que ||v(s)|| = 1y v/(s) # 0
para todo s € I. Consideremos la superficie reglada parametrizada por

¢ :(s,t) €l xR —> a(s)+ tv(s) € R

(a) Existe una tnica funcién r : I — R3 tal que si definimos 3 : I — R® poniendo
B(s) = als) + r(s)v(s), se tiene que

(B'(s),V(s))=0, Vsel.

Llamamos a la curva (3, contenida en la superficie, la linea de estriccién.
(b) La superficie es regular salvo, a lo sumo, a lo largo de la curva de estriccion.

(¢) La curvatura Gaussiana de la superficie es no positiva. La curvatura es iden-
ticamente nula sii (v/,a’ Av) =0, y en este caso decimos que la superficie es
desarrollable.

Solucién. (a) Es B’ =o' +r'v+rv’, asi que
(B'V) = (V) +r'(vv)+r{v,v).

Como ||v|| = 1, para que sea (', v’) = 0, bastara que elijamos

Notemos que la funcién
(s, t) €I x R—> B(s)+tv(s) eR®

parametriza la misma superficie.

(b) Es ¢, = B+ tv' y ¢, = v. En un punto donde estos dos vectores son linealmente
dependientes es 1), un multiplo escalar de v, asi que 0 = (1,v') = t(v/,v’): esto implica
que debe ser t = 0, esto es, el punto esta sobre la linea de estriccion.

(c) Calculamos la curvatura usando la parametrizacién vp. Es ¢ = f+tv, asique ¥, =0
y en consecuencia g = 0y K = (eg — f2)/(EG — F?) = —f2/(EG — F?) < 0. Es claro que
K =0sii f =0 sii (Y, Ap,) =0, y es inmediato que este dltimo producto interno es
iguala (v/, B’ Av). O
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