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Primer Parcial
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1. Sea F : R?> — R una funcién suave. La curvatura de la curva plana definida
implicitamente por la ecuacién F(x,y) = c¢ en los puntos donde ésta es regular
esta dada por
B F2Fy —2FF F o, +FF
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Solucién. La ecuacién F(x,y) = c define una curva regular en un entorno de cada punto
donde VF # 0. En particular, sin pérdida de generalidad podemos suponer que esa ecuacion
define implicitamente una funcién y(x) tal que F(x, y(x)) = c. Derivando, vemos que

F,+F,y' =0, F+2F, y' +F,y*+F,y" =0,
de manera que
y/:_Fx/Fy; y//:_(Fxx+2nyy/+Fyy.y/2)/Fy'

La curva en cuestion tiene parametrizaciéon x — (x, y(x)), asi que la férmula usual para la
curvatura de una curva no necesariamente parametrizada por longitud de arco nos dice que

1-y"—y' -0 —(Fy—2F,F,/F, +Fnyj/Fj)/Fy
K= =
(1 +y2)%2 (1+F2/F2)3?

que es igual a la expresién dada en el enunciado. O

2. (a) Seay:(a,b) — R? una curva regular, sea t, € (a,b) y supongamos que
r = |ly(to)ll > 0. Si para todo t € (a,b) es ||y(t)]| < r, entonces el valor
absoluto de la curvatura de y en t, es al menos 1/r.

(b) Usando la parte (a), muestre que si una curva cerrada esta contenida en un
disco de radio r, entonces el valor absoluto de a curvatura es al menos 1/r en
algtin punto.

Solucién. (a) Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que t, = 0 y que y esta parame-
trizada por longitud de arco. El desarrollo de Taylor de y alrededor de 0 es

y(t) = v(0) + T(0)t + x(0)N(0)t*/2 + R(t),
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con R(t)/t> — 0'si t — 0. Como la funcién ¢ : t — (y(t),y(t)) tiene un méximo local en 0,
su derivada alli se anula, y entonces y(0) es ortogonal a T(0) y, en consecuencia, paralelo
a N(0). Usando el desarrollo anterior, vemos que

(r(©), ¥(6)) = ((0), Y(0)) + (1+k(0)(y(0), N (0)) ) ¢* +5

con S/t? — 0 si t — 0. En particular, 0 > ¢”(0) = 1 + x(0){(y(0),N(0)) y entonces
—1 > x(0)(y(0),N(0)). Tomando valor absoluto en esta desigualdad y usando el hecho
de que y(0) y N(0) son paralelos y el segundo vector es unitario, vemos inmediatamente
que 1 < [k(0)||ly(0)|| = r|x(0)], lo que es equivalente a la desigualdad buscada.

(b) Supongamos que y : R — R? es una parametrizacién periédica de periodo p de la
curva cerrada. La funcién ¢ € [0, r] — ||y(t)]|* € R alcanza entonces su maximo r2 en algtin
punto t, € R y es inmediato que estamos en la situacion de la parte (a). O

3. Determine las formas normales general afin real, general afin compleja y orto-
gonal de la cuadrica

2x% +2xy +2xz +2y* — 2 +2yz+4x +4y + 22 +3=0.

4. Sea a: I — R una curva regular.

(a) La curva a estd contenida en una esfera sii existe un punto p tal que para
todo s € I el vector a(s) — p estd en el subespacio (N(s), B(s)).

(b) Supongamos que la curvatura de a es siempre positiva. Existe un punto p tal
qure a(s)—p estd contenido en el plano (T (s), B(s)) para todo s € I sii existen
constantes a € R\ 0y b € R tales que

T
—=as+b.
K

Solucién. (a) Si la curva estd contenida en una esfera de centro p, entonces (@ — p,a — p)
es constante. Derivando, vemos que (T,a — p) = 0y, como {T, N, B} es una base ortonormal
de R?, vemos que existen funciones a y b tales que a—p = aN +bB. Esto prueba la necesidad
de la condicién.

Reciprocamente, supongamos que hay funciones a y b y un punto p tales que
a —p =aN + bB. Notemos que a = (@ — p, N) es diferenciable, y lo mismo con b. Es

< (a—p,a—p)=2(T,a—p)=2(T,aN + bB) =0,

de manera que (a — p,a — p) es constante: esto nos dice, claramente, que a se mueve en
una esfera centrada en p.
(b) Supongamos que existen un punto p y funciones c y d tales que

a—p=cT+dB. (@D

Entonces ¢ = (a—p, T) y d = (@ — p, B) son funciones diferenciables, y derivando (1) vemos
que T = ¢'T + kcN + d’B + ©dN, de manera que ¢’ = 1, d’ = 0 y kc + vd = 0. Las dos
primeras ecuaciones nos dicen que ¢ = ¢, + s para algun ¢, € R y que d es constante. Si
fuese d = 0, tendriamos que o — p = (¢, +5)T, de manera que T = T + (¢, +S)kN y, en
consecuencia, (c, +s)x = 0. Esto es imposible. La tercera ecuacion, entonces, nos dice que

K(co+s)+1d =0,
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que, como b # 0y k > 0, es equivalente a la ecuacién del enunciado.
Reciprocamente, supongamos que existen constantes a # 0 y b tales que 7/k = as + b.
Entonces

i(a—(b/a+s)T—1/aB) =T—-T—(b/a+s)xN+7/aN = ((b/a+s)k+7/a)N =0,

de manera que p = a—(b/a+s)T —1/aB es constante y a — p esta siempre en el subespacio
generado por T y por B. O
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