Geometria Proyectiva
PRIMER CUATRIMESTRE 2004
PrRACTICA 4

Sean las siguientes curvas planas:

a) Y?-X3 ¢) (X?2+Y?)24+3X%Y -Y3
by Y2 - X3 - X? d) (X?24Y?)3 —4x2y?

Probar que P(0,0) es el tnico punto multiple de ellas.

Buscar los puntos multiples, y las rectas tangentes en los puntos multiples, de cada una de las siguientes
curvas

a) Y3-Y24+X3-X?243Y2X +3X%Y +2XY  ¢) X3+VY3-3X2-3Y2+3XY +1
b) X*4v4-X2y? d) Y2+ (X?-5)(4X*—20X2%+25)

Dibujar la parte de curva del item d) que estd contenida en A?(R).

Si una curva de grado n tiene un punto P de multiplicidad n, probar que F' consta de n rectas que pasan
por P (no necesariamente distintas).

Sea P un punto doble de una curva F. Probar que P es un nodo si y sélo si Fxx(P)? # Fxx(P)Fyy(P).

(Se supone que la caracteristica de k es cero.) Probar que mp(F') es el menor entero m tal que para ciertos
i+J=m, 5xiaxT (P) # 0.

a) Sean F,G € k[X1,...,X,] formas de grados r, r + 1 respectivamente, sin factores comunes. Probar
que F' + G es irreducible.

b) Se pueden construir curvas irreducibles con rectas tangentes dadas de antemano L; de multiplicidad
r;, de la siguiente manera: si y_r; = m, sea F = [[L;" 4+ F,,4+1, donde F,,,11 se elige de manera que
F sea irreducible.

a) Probar que la parte real de la curva c) del ejercicio 1. estd formada por el conjunto de puntos de A%(R)
cuyas coordenadas polares (r,0) satisfacen la ecuacién r = —sen(36). Buscar las ecuaciones polares
de la parte real de la curva d) del mismo ejercicio.

b) Sin es un entero impar positivo, probar que la ecuacién r = sen(nf) define la parte real de una curva
de grado n + 1 con un punto ordinario de orden n en (0, 0).
(Usar el siguiente resultado: sen(nf) = parte imaginaria de e"? | para construir la ecuacién; nétese
que un giro de m/n es una transformacién lineal que aplica la curva en si misma.)

inf

¢) Analizar las singularidades que surgen al considerar r? = sen?(nf), con n par.

d) Probar que las curvas construidas en b) y ¢) son ambas irreducibles en A?(C).
(Sugerencia: homogeneizar los polinomios, probar que estos son irreducibles y deducir la irreducibilidad
de los originales.)

Sea T : A2 — A2 una aplicacién polinémica, T(Q) = P.

a) Probar que mg(FT) = mp(F).

b) Sea T = (T1,Tz) y definamos JoT = (Tix,(Q)) como la matriz jacobiana de T' en Q. Probar que
mq(FT) =mp(F) si JoT es inversible.

¢) Probar que el reciproco de b) es falso: sea T = (X2,Y), F=Y — X2, P =(Q = (0,0).

Sea F € k[X1,...,X,]) y V(F) C A" la hipersuperficie que define. Sea P € A™.

a) Definir la multiplicidad mp(F) de F en P.

b) Simp(F) =1, definir el hiperplano tangente a F' en P.

¢) Examinar F = X2+ Y? — Z2, P = (0,0). ;Es posible definir los hiperplanos tangentes en los puntos
multiples?
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Probar que una curva plana irreducible posee solamente un nimero finito de puntos multiples. ;Es esto
cierto para hipersuperficies en A™, n > 37

Sea V C A™ una variedad afin, P € V. El espacio tangente Tp(V') se define por
Tp(V) = {(al, ...,ap) € A" ¢ para todo G € I(V), ZGXi(P)ai = O} )
i=1

a) SiV = V(F) es una hipersuperficie y F' es irreducible, probar que Tp(V) = {(a1,...,a,) € A™ :
> Fx,(P)a; =0}.

b) Con las mismas hipétesis que en a), jcémo se relaciona la dimensién de Tp(V) con la multiplicidad
de F en P?

Sea A un anillo, y F,G € A[X]. Probar que existen P,Q € A[X] tales que la resultante R(F,G) se escribe
R(F,G) = PF + QG.

Sea k un cuerpo con k = k y sea F' € k[X1,..., X,,] irreducible. Probar (sin usar el Teorema de los ceros
de Hilbert) que si G € k[X1,..., X, y V(F) C V(G) entonces F/G.
(Sugerencia: Usar la resultante.)

Sean F, G € k[X] moénicos, con k un cuerpo algebraicamente cerrado, de manera que

F=][(x-a)) G=][(x-5)).
i=1

j=1
Probar que
R(F,G) = A]J(ei = 8)), A#0, Ae k.
4,

Sean F,G € A[X], y sea ¢ : A[X]|/(G) — A[X]/(G), definido por ¢(H) = FH. Probar que det(p) =
R(F,Q).

Calcular las direcciones asintGticas y asintotas (si existen) de las curvas algebraicas definidas por los si-
guientes polinomios:

a) X?-Y%2-1 e) Y2-X3+4+X

b) X2+Y?2-1 f) X"+Yy"—-1

¢) Y - X2 9) Xm—ym

d) Y?2-X?2+X3 h) Y?—G(X), donde G € k[X] tiene grado n

Sea F € k[X,Y] de grado n. Denotemos N < n el grado de F' con respecto a la variable Y, de modo que
F = Zf;o a;(X)Y? con a; € k[X] y any # 0. Determinar cudles son las implicaciones verdaderas entre las
siguientes proposiciones:

a) N<n

=

F,(0,1) =0 (o sea, la direccion (u,v) = (0,1) (direccién vertical) es asintética para F')

SN

F' tiene una recta asintotica vertical

)
) F no contiene el monomio Y™
)
e)

axn no es constante.

Sea F' € k[X,Y] de grado n. Demostrar que existe una matriz inversible A € k**2 tal que G(X,Y) =
F((X,Y) - A) contiene el monomio Y. Demostrar que entonces el anillo de coordenadas de V(G) es una
extension entera de k[X].

Sea k el cuerpo de los reales o de los complejos. Proponer una definicién métrica de direccién asintética y de
asintota (o sea, en términos de distancia entre puntos de la curva y de la recta). Demostrar la equivalencia
con la definiciéon dada en clase.



