Geometria Proyectiva

Practica XI - Adicién en cubicas y sistemas lineales de curvas
1998 - Primer Cuatrimestre

. Si una ciibica C' no singular en IP*(€) estd dada por y*z = 23 + axz? + bz,
probar que hay una estructura de grupo tal que:

(a) O =1[0:1:0] es el elemento neutro de dicha estructura.
(b) El inverso esta dado (sobre la afinizacién z = 1) por (z,y) — (z, —y).
(c) VP,Q, R € C se tiene que P+ Q + R =0 <= P, y R son colineales.

Notar que la curva se descompone como O U (C' N (z = 1)).

. Sea C la curva y? = z° + 42 con la operacién de grupo del ejercicio 1. Si
P = (2,4), ver que T,C pasa por el origen. Concluir que P es un punto de
orden 4.

. Sea C'la curva y* = 23 + ax + b una cibica real no singular con la operacién
de grupo del ejercicio 1. Caracterizar los puntos de orden 2 de C'. Describir
geométricamente los puntos de orden 4.

. Sea C la curva y?> = 2® + ax + b con la operacién de grupo del ejercicio
1. Si P = (z1,y1) y P» = (22,y2) estan en C', mostrar que se pueden dar
coordenadas a P; + P, por medio de funciones racionales de zy, x4, y1, ya.

. Considere la curva afin ¢ = (2 = 2%). C es la imagen de la aplicacién
biyectiva ¢: k — C' dada por ¢(t) = (¢,¢*). Por lo tanto la estructura aditiva
de k induce una estructura de grupo en C' de modo que (0,0) es el elemento
neutroy que P+ @Q + R =0 & P, y R son colineales, para cualesquiera
P,Q, R € C. Por otro lado se tiene la estructura de grupo dada por ser la
parte no singular de una cibica. Ver que ambas estructuras coinciden.

. Considere la cubica

C= (yQZ =2+ :L’ZQ)
en IP*(Z>).

(a) Verificar que C es una curva no singular (utilizar la definicién formal de
derivacién de poliniomios).



(b) En vista de lo anterior se sabe que C posee una tinica estructura de grupo
que tiene por elemento neutro a P = [0 : 1 : 0]. Identificar este grupo
mediante el teorema de clasificacion de grupos abelianos. Sugerencia:
trabajar con la carta afin dada por el plano de infinito (z = 0).

(c) Si C" es otra cibica cuya estructura de grupo es isomorfa a la de C,
hallar la cantidad de puntos de inflexién de C'. (sugerencia: estudiar la
relacién entre el orden de un punto en el grupo y ser punto de inflexién).

. Supongamos que dos curvas de IP?(() de orden n se intersecan en n* pun-
tos y exactamente mn de ellos yacen en una curva irreducible de orden m.
Demostrar que existe una curva irreducible de orden n — m que contiene a
los restantes n(n —m).

. Sea C = (F = 0) una cibica irreducible en IP?(€), y £ una recta que corta
a C en los tres puntos Py, P, Ps.

Si L; es la tangente a C en P;, entonces por el Teorema de Bezout, L; corta
a la cibica en P; con multiplicidad dos, y en un tercer punto @;.

Probar que @1, @2 y ()3 estan alineados.
Sugerencia: considerar la cibica G = Ly.Ly.Ls, la cuddrica £L? = L.L, y la

familia lineal {\F + pG : A\,p € O} .



9. (Teorema de Pascal) Considere el hexdagono de la figura como subconjunto

de "

La recta L; une al punto P; con P;1, y la recta Lg une Pg con Py

(a) Supongamos que los puntos {Py,..., Ps} (los vértices del hexagono) se
hallan sobre una cuddrica irreducible. Probar que {Qi, @9, @3} (las
intersecciones de los lados opuestos del hexdgono) estan ali-neados.

(b) Probar que si las intersecciones de los lados opuestos del hexdgono estéan
alineadas, entonces existe una cuadrica irreducible que contiene a los
vértices del hexagono.

Suponer en todos los casos que el hexagono es no degenerado, es decir que
no hay 3 vértices alineados.

(sugerencia: considere las curvas G = Ly.Ls.Ls, H = Ly.L4.Lg y la familia

lineal {\G 4+ pH : A\, p € €.



