Geometria Proyectiva

Practica X - Teorema de Bezout
1998 - Primer Cuatrimestre

. Demostrar el teorema de Bezout en el caso en que una de las curvas es una
recta.

. Sea f(z,y) = y — g(x) con g un polinomio complejo de grado n, y sea
X = (f =0) C €* la curva afin definida por f. Si H, = (y —a = 0) es una
recta horizontal, probar que el nimero total de intersecciones (contadas con
multiplicidad) X N H, es igual a n. Si V, = (x —a = 0) es una recta vertical,
el numero total de intersecciones X NV, es igual a 1. Cémo se concilia esto
con el teorema de Bezout 7

. Si C es una cuddrica no degenerada en IP?(€) y § = (G = 0), con G un poli-
nomio homogéneo de grado d, entonces la cantidad de puntos de interseccion
entre ambas curvas es menor o igual que 2d.

. Sean (y y Cy dos curvas en IP?(€) definidas por los ceros de F' € €]z, y, 2]s
y G € @'[xvyvz]k-

Demostrar que si [zq,yo,20] € C1 N Cy, entonces [zg, Yo, 20] €s un punto
singular de la curva definida por los ceros de F'G.

Concluir que si una curva de IP*(() es reducible, entonces es singular.

.Sea C = (F=0) C IP*((). Un punto P € C se llama hipercispide si P es
un punto (singular) de orden d > 2, C posee una sola recta tangente £ en
P, y el orden de contacto entre L y C en P es exactamente d + 1.

Probar que si P es una hipercispide de C, entonces F' posee una sola com-
ponente que pase por P.

. Sean (' una ctibica irreducible en IP*(C) y Pi,..., Py 9 puntos de C.
Verificar que:

(a) No existe ninguna recta que contenga a 4 de los 9 puntos.

(b) No existe ninguna cénica que contenga a 7 de los 9 puntos.

. Sea C una cibica en IP*(€) con dos puntos dobles. Verificar que C' contiene
a la recta que los une.
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Supongamos que C = (F = 0) es una curva en IP?(C) y que P es un punto
simple de C. Llamemos por simplicidad F; = Fy, y Fi; = Fy;; y definimos
(a) Qp(z) = ; Fij(p)ziz; (es una cuddrica)

(b) H(z) = det (Fjj(z)) (calcular el orden de H)

(c¢) Lp(z) =Y Fi(P)z; la polar por P, (es una recta)

Probar que P es un punto de inflexion de C si y so6lo si Lp es una componente

de Qp. Concluir que P es un punto de inflexién de C si y sélo si H(P) = 0.
Sugerencia: utilizar el teorema de Bezoul (débil) y el teorema de Fuler.

. Demostrar que toda curva de orden mayor o igual que 3 tiene al menos un

punto de inflexién. Verificar que toda cénica no singular no tiene puntos de
inflexién.

Sea C una cibica en IP*((C)

(a) Demuestre que si C es no singular, entonces tiene nueve inflexiones.
(b) Demuestre que se C es irreducible con un punto doble ordinario, entonces
tiene tres puntos de inflexién los cuales estan alineados.

Sugerencia: ulilizar el ejercicio 18 de la practica IX y el ejercicio 8

Probar que toda recta que pasa por dos inflexiones de una cibica no singular
corta a la misma en un tercer punto de inflexion.

Sea C,, = (:1:3 + 2 + 22 4 3mayz = 0) una cibica de IPQ(C) con m €

(a) Verificar que C,, es singular sii m es alguna de las raices de z° 4 1

(b) Verificar que cuando C,, es una curva singular, ésta se reduce a la unién
de tres rectas.

(C) Verificar que [07 17 _1]7 [_17 07 1]7 [17 _17 0]7 [07 1,0(], [Oé, 07 1]7 [17 a, 0]7
[0,1,5], [3,0,1] y [1,3,0] son todos los puntos de inflexién de C,,
(o y 3 son las raices de z* 4 1 distintas de —1)



