Geometria Proyectiva

Practica VIII - Polinomios
1998 - Primer Cuatrimestre

. Sea k un cuerpo, y considere el conjunto
k[Xo, ..., X,]s = { polinomios homogéneos de grado d en k[X,,..., X,]}

Probar que k[Xo,...,X,]s es un espacio vectorial y que los monomios de
grado d forman una base de dicho espacio. Pruebe la férmula de la dimension

dim(k[Xo, ..., Xo]a) = ( o )

. Dado f # 0 en k[Xo,..., X,], pruebe que f € k[Xo, ..., X,] sii
f(tXO,"',tXn) — tdf(XO,"'7Xn)

en k[t, Xo, -+, X,].

. Dado F' € k[Xq, ..., X,]4, pruebe la "férmula de Euler”

" JF
;xza—xz =nkF

. Sean I' € k[Xy,...,X,]s y supongamos que X, | F. Consideremos el
polinomio f € k[Xi,...,X,] dado por f(Xi,...,X,) = F(1,X1,..., X,).
Probar:

(a) grf=grF
(b) Todo divisor no nulo de F' es homogéneo.

c) Existe una correspondencia biyectiva entre los divisores de F' v los de
p y y
f. Concluir que F' es irreducible sii f lo es.

. Sean F € k[Xo,...,X,]ay [ € Kk[X1,...,X,]. Definimos el operador
F(Xi1,...,X,)=F(1,Xy,...,X,) y asimismo el operador f*(Xo,...,X,) =
X3F(X1/Xo,..., X,/ Xo) si gr f=d. Més explicitamente, si f =3, a,X"
donde X = (Xy,...,X,), r=(r1,...,r) y gr f = d, entonces

f =YX Xt

Pruebe



10.

. Sean k un cuerpo infinito y f € k[Xo,...

(a) (FG). = F.G.

(b) (fg)" = I"g

(c) Si r es la mayor potencia de Xg que divide a F entonces X" (F.)* = F
y (=1

(d) (F+G)=Fo+ Gy Xo(f +9)" = Xo "+ X3g",
donde r =gr g, s =gr fyt=r+s—gr(f+g).

Demostrar que si F' € k[X,Y], con k algebraicamente cerrado, entonces,
existen pares de constantes a;, b; tales que

F(X,Y):aH(aiX—biY) a#0

Sean F', G € k[Xo, ..., X,] dos polinomios homogéneos de grador y r+ 1y
sin factores comunes. Probar que F' + (G es un polinomio irreducible.

, X,,] un polinomio que verifica

flaog,...,a,) =0 para todo (ag,...,a,) € k. Demostrar que f es idéntica-

mente nulo.

Sea A dominio de integridad y DFU. Probar que A[X] es dominio de inte-
gridad y DFU. Idem para A[ X, -, X,].

Sea A dominio de integridad y DFU. Dados f,g € A[X] de grado positivo,
g=go+n X+ +3gu X", gn#0

se define su resultante como el determinante de la siguiente matriz de
A(m+n)x(m+n)

fo li o L
fO fn—l fn

B(f7g) =19 G 9m
9o Im-1 9m
9o 9m
go PP gm

Jo

fn

Se denomina discriminante de f € A[X] a la resultante de f y f', es decir

Alf) = R(L,T)-

Probar que son equivalentes:



11.

12.

13.

14.

15.

16.

(a) fy g tienen un factor comin de grado positivo.

(b) Existen polinomios no nulos ¢, ¢ € A[X]| de grados menores que n 'y m
respectivamente, tales que ¥ f = ¢g.

(c) Existen polinomios Ay B € A[X] tales que: grA <grg,grB<grfy
Af+Bg=0

(d) R(f.g)=0

Verificar que un polinomio f € A[X] tiene un factor muiltiple sii su discrimi-
nante es 0.

Calcule el discriminante de un polinomio genérico f € A[X] de grado 2.
Idem con f de grado 3 y de grado 4.

Dados f,g € A[X;, -+, X,], podemos pensarlos como polinomios en D[X,],
donde D = A[Xy, -+, X,_1]. Eso es

I=0+nX,+ -+ g X", guF#0

con f;,g; € D. Reescriba los resultados del ejercicio 10 aplicados a este caso.

Dados f,g € k[X;,--+, X,], con f irreducible. Suponga k cuerpo algebraica-
mente cerrado. Pruebe que si g(ay,---,a,) =0 cada vez que f(ay,---,a,) =
0 (a; es una r-upla de k"), entonces f | g.

Sean F,G € k[Xo, X1, -+, X,] homogéneos de grado n,m respectivamente.
Supongamos que

F:An—I'An—lXO—I"I’AOXg
G:Bm—l'Bm—lXO—l"l’BOXSn

con A;, B; € k[ X1,---, X, ]i, y AoBo # 0. Sea R(X1,---, X,) la resultante de
F y G respecto de Xj.

Pruebe que R € k[ X1, -, X, ]mn-

Sean f,g € k[X] ménicos, con k cuerpo algebraicamente cerrado, de manera

que
n

=Tl -a) g=T[=—5)

=1 7=t
Pruebe
R(fag):aH(az_/B]) G#O,GEIC
2¥]



17. Sea T un cambio de coordenadas lineal T": IP"(k) — IP"(k) (r > 2).
Pruebe

(a) T induce un isomorfismo de T k[ Xo, -+, X:]n — k[ X0, -, X,], para
todo 0 < n.

(b) Dado F' € k[Xq,---,X,],, existe un cambio de coordenadas tal que
F = Ad + Ad_lX() + -+ A()XSL con Az € k[Xl, e 7Xr]i-

(c) Dados F, G homogéneos de grado n, m respectivamente, existe un cam-
bio de coordenadas de manera que en el nuevo sistema, se tiene

F:An—I'An—lXO—I"I’AOXSL

G:Bm+Bm—1XO++B0X6n
con A; € k[Xy, -+, X,]i y AoBo # 0.



