Geometria Proyectiva

Practica V - Primera forma fundamental
1998 - Primer Cuatrimestre

. Calcular la primera forma fundamental de las siguientes superficies parame-
trizadas en los puntos regulares:

(a) Elipsoide: r(u,v) = (asin(u)cos(v), bsin(u)(sin(v), ¢ cos(u))
(b) Paraboloide eliptico: r(u,v) = (aucos(v),b(u)sin(v), u?)
(c) Paraboloide hiperbélico: r(u,v) = (au cosh(v), businh(v), u?)
(d) Hiperboloide de dos hojas:

r(u,v) = (asinh(u) cos(v), bsinh(u) sin(v), ¢ cosh(u))

. Hallar la primera forma fundamental de la esfera S? en la parametrizacién
dada por la proyeccion estereogréfica.

. Las curvas coordenadas de una parametrizacién r(u,v) forman una red de
Tchebyshev si las longitudes de los lados opuestos de cualquier cuadrilatero
formado por ellas son iguales. Mostrar que una condicién necesaria y sufi-
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ciente para esto es que 5> = 5= =0

. Probar que si las curvas coordenadas de una parametrizacién forman una red
de Tchebyshev, entonces es posible reparametrizar el entorno coordenado
de modo que los nuevos coeficientes de la primera forma fundamental son
E=1,F =cos(8),G =1, donde 0 es el angulo entre las curvas coordenadas.

. Mostrar que toda superficie de revolucion puede ser reparametrizada de ma-
nera que queden £ = E(v),F=0y G =1.

. El gradiente de una funcion diferenciable f : S — IR es una aplicacién
diferenciable grad(f) : S — IR® que asigna a cada punto p € S el vector
grad(f)(p) € T,S C IR* de modo que vale < grad(f)(p),v >,= df,(v) para
todo v € T},S. Mostrar que:

(a) Si K, F'y (@ son los coeficientes de la primera forma fundamental en una
prametrizacién r : U C IR? — S | entonces grad(f) esta dado en r(U)

por
gradl) = = T Ba—

En particular, si S = IR? x {0} C IR® con la parametrizacién usual

r(z,y) = (x,y,0) se tiene grad(f) = f.e1 + fye2 donde {ey, ez, €3} es

la base candnica de IR®. Notar que este caso coincide con la definicién

habitual del gradiente de funciones en IR?.
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(b) Si p € S permanece fijo y v varia en el circulo unitario de T,,S, entonces
grad(f)

grad(f)| ’
grad(f) da la direccién de maxima variaciéon de f en p.

es decir que la direccién de

df,(v) es méaximo si y sélo si v = |

(c) Sigrad(f) # 0 en todos los puntos de la curva de nivel
C.={q€S:[(qg) =a}

entonces C, es una curva regular en S y grad(f) es normal a C, en todos
los puntos de la curva.

Mostrar que en un punto hiperbdlico, las direcciones principales bisectan las
direcciones asintdticas (sug: analizar la indicatriz de Dupin).

. Mostrar que si una superficie es tangente a un plano sobre una curva, en-

tonces los puntos de esta curva son planares o parabdlicos.

Describir las regiones de S? cubiertas por la aplicacién de Gauss para las
siguientes superficies:

(a) Paraboloide de revolucién: z = 2% + y?

(b) Hiperboloide de revolucién: z? 4+ y* — 22 =1

(c) Catenoide: z? + y* = COShQ(Z)

Suponiendo que el plano osculador de una linea de curvatura C C S, que

nunca es tangente a una direccion asintética, forma un angulo constante con
el plano tangente de S a lo largo de C, probar que C es una curva plana.

Sean Aq, ...... , Am las curvaturas normales en p € S alolargo de las direcciones
que forman angulos de 0, %T’ ...... , Q(mm;l)ﬂ respectivamente con una direccion
principal. Probar que A; + ...... + Ay = mH donde H es la curvatura media

en p (sug: considerar el teorema de Fuler.)

Si S es una superficie reglada, hallar las expresiones para sus primera y
segunda formas normales, su curvatura y estudiar las direcciones principales.

Idem ejercicio 12 pero para S = {(z,y,2) : f(z,y,z) = 0}.

Determinar las curvas asintoticas y lineas de curvatura de
S={(z,y,2): z = zy}.

En este ejercicio se analiza la pseudeoesfera.

(a) Determinar una ecuacién para la curva plana C con la propiedad de que
la longitud del segmento de la recta tangente entre el punto de tangencia
y la intersecciéon con una linea L (en el plano) que no corta la curva es
constantemente 1. Esta curva es la tractriz.
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(b) Por rotacién de la tractriz alrededor de la recta L se obtiene el conjunto
S. Determinar si S es una superficie regular y hallar una parametrizacion
en un entorno de un punto regular. S es la pseudoesfera.

(c) Mostrar que la curvatura Gaussiana en todo punto regular de la pseu-

doesfera es -1.

Sea [¢p(v)cos(u), d(v)sin(u),(v)] la parametrizacién de una superficie de
revolucion con curvatura Gaussiana constante k. Para determinar ¢ y ¢ se
elige v de modo que (¢')? 4+ (¢')* = 1 (es decir que v es la longitud de arco
de la curva generatriz). Mostrar que:

(a) ¢ satisface ¢" + k¢ =0y = [+/1 — (q'o/)de. Se toma 0 < u < 2m y el

dominio de v de modo que la dltima integral esta definida.

(b) Todas las superficies de revolucién con curvatura constante k = 1 que
intersecan perpendicularmente el plano xy estan dadas por

d(v) =Ccos(v) y P(v)= /OU 1 — C?sin®(t)dt

donde €' es una constante. Determinar el dominio de v y hacer un
grafico de la curva cortada con el plano xz para los casos C' =1, €' > 1
y C < 1. Observar que C' = 1 representa S?.

(c¢) Todas las superficies de revolucién con curvatura constante k = —1 son
de uno de los siguientes tipos:

i. ¢(v) = Ccosh(v)y ¢¥(v)= [y \/1 — C2sinh?*(t)dt.
ii. ¢(v) = Csinh(v) y ¥(v) =[5 \/1 — C2 cosh?®(t)dt.
ii. ¢(v) =€y (v) = [y V1 — eldt.

Determinar el dominio de v y hacer un grafico de cada superficie cortada
con el plano zz.

(d) La ultima superficie del item previo es la pseudoesfera del ejercicio 15.
(e) Las tnicas superficies de revolucién con k = 0 son el cilindro circular

recto, el cono circular recto y el plano.

Considerar la superficie obtenida por la rotacién de la curva y = 2% con

—1 < z < 1 alrededor de la recta * = 1. Mostrar que los puntos obtenidos
por rotacién del (0,0) son puntos planos de la superficie.

Determinar los puntos umbilicos del elipsoide z—z + Z—; + j—; =1.

(Ver Struik, sec. [2.6], al final).



