Geometria Proyectiva

Practica III - Coénicas y cuadricas
1998 - Primer Cuatrimestre

. Demostrar que las secciones planas de un cono (interseccién del cono con
distintos planos) en IR® son cénicas. Interpretar la clasificacién de las cénicas
en términos de la posicién del plano utilizado para la seccion.

. Dados dos puntos p,q € IR* y un niimero real positivo a sea

X ={ze€ R :d(z,p)+d(z,q) = 2a}

con d((x(h yO)? (3717 yl)) = \/(l'l - 370)2 + (y1 — yo)Q.

(a) Demostrar que X" es una elipse.

(b) Los puntos p y ¢ son llamados focos. Ver que el punto medio entre los
focos es el centro de la elipse.

(c) Toda elipse puede obtenerse por esta construccién.

. Dados dos puntos p,q € IR* y un niimero real positivo a sea
X ={ze€ R :d(z,p) —d(z,q) = 2a}

con d igual al ejercicio 2. Probar que X es una hipérbola y que toda hipérbola
se puede obtener de esta forma.

. Mostrar que dada una elipse que refleje como un espejo los rayos de luz en
el plano, los rayos emitidos desde un foco pasan, luego de reflejarse, por el
otro foco.

. Para p € IR y L C IR* una recta que no contiene a p, sea
X ={re R :d(z,p)=d(z,L)}.

(a) Probar que X" es una parabola.
(b) Toda pardbola se obtiene de esta forma.

(c) El punto p es el foco de la pardbola y la recta L es su eje. Una parabola
que refleja la luz concentra los rayos de direccion perpendicular a su eje
y provenientes del semiespacio que contiene al foco en este punto.
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Sea C' C IR? la cénica de ecuacién cuadrdtica F' = 0y p € IR? — C. Hallar
los puntos z € C tales que la recta tangente a C' en z pasa por p.

Considere el cilindro {(z,y,z) € IR*: 2* 4+ y* = 1}. Halle parametrizaciones
que lo cubran.

Hallar una parametrizacién del hiperboloide de dos hojas
{(z,y,2) € R?: —2® —y* + 2* = 1}.

La proyeccidon estereografica permite definir un sistema de coordenadas
para la esfera S* (y mas en general para S™). Para esto, considérese la esfera
S de radio unitario, con eje vertical z y apoyada sobre el plano zy, descripta
por 22 +y* + (2 —1)* =1y sea N =(0,0,2) € S su “polo norte”. Se define
m:S — N — IR* como 7(z) = q € IR? si q es la interseccién de la linea que
pasa por N y z con el plano z = 0.

(a) Mostrar que 7~ : IR* — S estd dada por
4u 4v 2(u* 4 v?)
w2447 w02 4+47 w0244

).

(b) Mostrar que, usando la proyeccién estereografica es posible cubrir la
esfera con dos parametrizaciones.

pi~" (u,v) = (

Generalizaciéon del ejercicio 9. Sea Q = (F = 0) C IR" una cuddrica.
Tomemos p € () un punto regular y un hiperplano H C IR" que no contiene
a p. Definimos 7 : Q—{p} — H por w(z) = L(x,p)NH, donde L(z,y) denota
la recta que pasa por = e y. En realidad, esta relacion no es necesariamente
una funcién ya que para algunos = € Q@ — {p} puede ser que L(z,p)N H = .
(a) Determinar el dominio, imagen y regién de inyectividad de 7.

(b) Calcular su inversa en donde tenga sentido.

[Se sugiere comenzar por los casos n = 2 y n = 3. Puede ser til considerar
primero las formas candnicas|.

Demostrar que por cada punto del hiperboloide de una hoja
{2 € R a4yt =22 = 1)

en IR? pasan dos rectas contenidas en el hiperboloide.

Piense que rectas (o variedades lineales) contienen las otras cuadricas (sin
demostracién).

Escribir la ecuacion de una superficie cubica en IR® que contenga exacta-
mente una recta. Escribir otra que contenga exactamente tres rectas.



