Geometria Diferencial 2009

Practica 5 - Formas

. Sea f: M — N una funcién diferenciable. Sea o € T'((T*N)®") un campo de
covectores de grado r, al que identificamos, en cada y € N, con un campo de
aplicaciones multilineales T, N x --- x T, N — R.

Probar que f induce un campo de covectores de grado r, f*(a) € T((T*M)®"),
que via la identificacién anterior se define por

S ) (@) (v, 0n) = alf(x)) (df () (01), - - df (x)(vr))

Si (U, ¢) es una carta de M alrededor de z, (V%) es una carta de N alrededor
de y = f(z), f(U) CV y « se escribe localmente como

alw) = Y, (2)dd, @ @ di,,

encontrar las coordenadas de f*(a) en la base dp;, ® -+ ® dy;, .
Probar que si « es un campo de covectores simétricos (resp. antisimétricos),
f*(a) también lo es.

. Sea M una variedad, w una 1-forma en M. Sean (U, ¢), (V,4) dos cartas
alrededor de un punto z € M. Si w(z) = >, a;dg; = Y, Bidy;, encontrar la
relacion entre los «; y los ;.

. Si w es una k-forma, jes cierto que w Aw =07 /Y si dim M = 37

. Sea M una variedad diferenciable, (U, ¢) una carta y w € QP(M). Calcular
dw|y en las coordenadas de (U, ¢) para los casos 0 < p < 2.

. Sea w € QP(M). Probar que

p+1

dw(Xl, PN ,Xp+1) = Z(—l)i_lXiW(Xl, N 7Xi7 ce ,Xp+1)

=1
—|—Z(—1)Z+]CL)([X“XJ],X1, ce ,XZ', Ce ,Xj, Ce 7Xp+1)-

i<j
. Sea F : R?® — R? un campo vectorial diferenciable en el sentido usual.

a) Demostrar que wh(z)(v) := (F(x),v) define una 1-forma en R?®. Encontrar
las coordenadas de w}. en la base {dz, dy, dz}. Reciprocamente, probar que
una 1-forma w en R? determina un tnico campo G en R? tal que w}, = w.
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b) Demostrar que w%(x)(u,v) := (F(x),u X v) define una 2-forma en R3.
Calcular sus coordenadas en la base {dx A dy,dz A dx,dy A dz}. Recipro-

camente, probar que toda 2-forma w define un tnico campo G en R? tal

que wE = w.

c) Sea f € D(R?) = Q°R3). Encontrar la relacién entre
1) df y Vf;
2) rot F'y dwk;
3) div F' y dw? (aqui identificamos Q*(R?) ~ D(R?) usando la base dz A
dy N dz).

Concluir, usando la relacién dod = 0, las férmulas rot V = 0 y divrot = 0.

Probar que una variedad es orientable si y sélo si su fibrado cotangente lo es.

. Sea M una variedad y T'M su fibrado tangente. Probar que T'M es orientable.
. Probar que si M tiene un atlas de la forma A = {(U,x); (V,y)} donde U NV

es conexo, entonces M es orientable.
Ver que si M es paralelizable, entonces es orientable.
Sean M y N variedades diferenciables. Probar que son equivalentes:

a) M y N son orientables
b) M x N es orientable

Probar que la esfera S™ y R™ son orientables. Probar que el n-toro T" y el
cilindro son orientables.

Sea M una variedad orientable conexa y f : M — M un difeomorfismo. Si
A es un atlas orientado compatible con la orientacion, probar que para dos
cartas (U;, ¢;) € A (i = 1,2) el signo de J(¢s 0 f o ;") es constante (donde
estd definida la composicién). Interpretar.

Sea V' un espacio vectorial con base {vy,...,v,}; sea {v],...,v:} su base dual.
En V®@V* consideramos el elemento I = > | v;®@v;. Probar que este elemento
no depende de la base elegida.

Sea M una variedad de dimensién n y T*M su fibrado cotangente. Sea (U, ¢)
una carta de M, sea V' = 7~ !(U) el abierto correspondiente de T*M y ¢ : V' —
d(U) xR = (¢1,...,0n, 8%1, e %). Tomamos la 2-forma en V' dada por
J =31 di; A dib,y,. Probar que no depende de la carta (U, ¢); es decir, si
(U',¢') es otra carta, V' y J' se definen de manera analoga, entonces J = .J’
en la intersecciéon V NV’ (usar el ejercicio anterior). Deducir que esto define
una 2-forma global J € Q2(T*M). Probar que es no degenerada y cerrada.

Una variedad con una 2-forma no degenerada y cerrada se dice simpléctica.



