Sequndo Cuatrimestre 2001

Geometria Diferencial - Practica VIII

1. Sean 7 : R**1\ {0} — P*(R) la proyeccién usual de Rn+ 1\ {0} en P*(R), E(xq,...,z,) =
Z x,ai el campo de Euler, y para cada A € R\{0}, L, : R*™\{0} — R"*1\ {0} la aplicacién de
i

=0

multiplicacién por A. Sea w € QP(P"(R)) una p-forma en el espacio proyectivo, y sea n = 7*(w).
(a) Probar que la contraccién de 1 con el campo de Euler es la forma nula, esto es, ig(n) = 0.
(b) Probar que L3(n) = 7.

Consideremos ahora una p-forma n € QP(R"*1\ {0}) que verifica (a) y (b). Probar que 7 induce

una p-forma w € QP(P™*(R)) tal que 7*w = 7. En tal caso decimos que la p-forma 7 desciende a

P*(R).

(Sugerencia: definir w(m(x))(v1 + 2R, ..., v, + 2R) = n(z)(v1,...,vp), donde hacemos la identi-

ficacién TP™"(R)(7(x)) ~ R"* 1 /zR.)

2. Usar el ejercicio anterior para probar que P"(R) es orientable si n es impar, probando que la
n-forma n € Q*(R"*1\ {0}) definida por

1 n . .
n(zo,...,Tn) = W Z(—l)’azidxo A ANdx; A --- ANdxy,
i=0

desciende a P"(R) y es nunca nula.

Observacion: la n-forma n se identifica con el campo de covectores multilineales alternados
definido por
rog ... Ip
. 1 - (%1 -
n(xo, ..., xn)(V1,...,0n) = Tl det

— rvn —

3. Sea i : S™ — R"1\ {0}. Probar que i*(n) define una n-forma en S™ nunca nula (n la n-forma
del ejercicio anterior), con lo cual S™ es orientable.

4. Ahora pruebe que P"(R) no es orientable si n es par. Proceda de la siguiente manera:

(a) SiP"(R) es orientable, y w € Q"(P"(R)) es la n-forma que define la orientacién, entonces
7*(w) es una n-forma en R™*!\ {0} nunca nula.

(b) Por el ejercicio anterior, § = i*(7*(w)) es una n-forma en S™ nunca nula, por lo que
0(z) = f(xz)V(z), donde V es la n-forma que define la orientacién en S™ y f € C(S")
(por ejemplo, V' puede ser i*(n), con 1 la n-forma del ejercicio 2).

(¢) Como L} (7*(w)) = 7*(w), deducir que (L_1)*(#) = 6, y por lo tanto f(z) = (—1)"T! f(—x)
para todo x € S™.

(d) Deducir entonces que, si n es par, 6 es nula en algin punto, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto P"(R) no es orientable si n es par.



