Sequndo Cuatrimestre 2001

Geometria Diferencial - Practica I

1. Coordenadas polares, esféricas y cilindricas.

(a) Sea M =R2\ {(0,0)}. Consideremos la carta (U, ), donde U es M menos una semirrecta
L,y o(z,y) = (r(z,y),0(x,y)), donde r(x,y) es la distancia del punto (z,y) al origen, y
O(x,y) es el dngulo desde L a la semirrecta que pasa por el origen y por (z,y). Probar que
si se varia la semirrecta, las cartas obtenidas son compatibles y que con dos de ellas se cubre
todo M. Probar ademads que la estructura diferenciable de M coincide con la usual.

(b) Hacer lo mismo con R3\ {(0,0,0)}, usando coordenadas esféricas.

(c) Hacer lo mismo con R3\ {(0,0, 2) : z € R} usando coordenadas cilindricas.

2. Esferas.
Consideremos la esfera S™ = {(z1,... ,2n41) € R ia?f +..- + 22 | =1} CR*TL
(a) Considerar las cartas (Un,¢n) v (Us,ps) donde Uy = S™\ {(1,0,0,...,0)} y Us =

S"\ {(-=1,0,0,... ,0)}, y ¢n ¥ ©s son las proyecciones estereograficas desde el polo norte
y el polo sur respectivamente. Probar que inducen una estructura de variedad diferenciable

en S™.

(b) Consideremos los conjuntos U;” = {(x1,... ,2p41) € S" 1 2; > 0y U, = {(@1,... ,Tpt1) €
S™ : x; < 0} y las funciones goz?t : UZ-jE — {(y1,...,yn) € R" : -1 < y; < 1 Vj},
gpfc(xl, cooy Zpg1) = (X1, o+ s Ti—1,Tig1, ... ,Tnt1). Probar que también definen una estruc-

tura de variedad diferenciable en S™.

(¢) Defina una estructura de variedad diferenciable en S™ generalizando la idea de tomar dngulo
respecto a una semirrecta.

Probar ademads que los tres atlas son equivalentes.

3. Espacio proyectivo real.

Consideremos en R™*1\ {(0,...,0)} la siguiente relacién de equivalencia: z ~ y si y sélo si
x = Ay para algin A € R\ {0}, y sea M el conjunto de clases de equivalencia. Notemos con
(xg : 21 : -+ : xy) la clase de equivalencia de un punto (zg,z1,... ,zy,). Sean U; = {(z¢ : -+ :
) € M :xz; A0} y ;2 Up — R™, definidas por

Probar que las cartas (U, ¢;) definen en M una estructura de variedad diferenciable de dimensién
n. Esta variedad se llama el espacio proyectivo real de dimensién n, y lo notamos P"R

4. Variedades dadas de forma implicita.
Sea F': R™ — R una funcién diferenciable y a € R, y sea M = {p € R" : F(p) = a, y D,F # 0}.
Los siguientes casos son ejemplos de esta construccion:
(a) F:R3(R?) — R, la ecuacién de una cuddrica (cénica) sin puntos singulares, a = 0.
(b) F:R? - R, F(x,y) = y?> — P(z), P un polinomio de grado d, a = 0.



Usar el teorema de la funcién implicita para construir atlas de M (en el caso general, o sélo para

(a) o (b)).

5. Considerar en R las siguientes cartas:
(a) (R,id),
(b) (R, ), p(x) = a*.

Probar que las dos cartas no son compatibles, pero que las variedades definidas por el atlas
formado por cada una de las cartas son difeomorfas.



