Analisis Complejo

PRIMER CUATRIMESTRE 2008

Ejercicios complementarios - Homografias

Llamamos plano complejo ampliado al conjunto C=Cu {o0}. Una homografia es

una funcién 7': C — C del tipo T'(z) = Zjifl, con a,b,c,d € C, ad — bc # 0.

1. Probar que el conjunto H de las homografias es un grupo bajo la composicién.

2. a) Sean zy, 23, z4 puntos distintos de C. Probar que existe una tnica homo-
grafia T tal que T'(z2) =0, T'(23) =1y T(24) = 00.
b) Deducir que dados puntos distintos ws, ws, wy de C hay una tinica homo-

graffa que aplica z; en w; (i = 2,3,4).

3. Probar que toda homografia es composicion de algunas de la siguiente lista:

1
](2)2—7 Ha(Z):(lZ,CLE(C7CL7AO, Tb(z):Z+b,b€C

4. Una circunferencia de C es un subconjunto igual o bien a una circunferencia
del plano complejo o bien a la unién de una recta del plano complejo junto
con el punto del infinito. Probar que una homografia manda circunferencias en
circunferencias.

5. a) Hallar homografias que transformen

1) los puntos 0,4, —i en 0, 1, 00;
2) los puntos 0,4, —i en 1, —1,0.
b) Probar que la imagen de la circunferencia de centro 0 y radio 1 por la
primer homografia del item anterior es la recta {Re(z) = 1}.
6. Para o € C tal que |a] # 1, demostrar que la homografia

Z—
T(z) = —
(Z) —oz+1

transforma a la circunferencia {|z| = 1} en si misma y a a en 0.

7. Sean A, B € C?*2 matrices no singulares que respresentan las homografias T}
y T, respectivamente.
a) ;Qué homografia representa la matriz AB?
b) ;Qué homografia representa la matriz A='?

¢) {Qué homografias representan las matrices diagonales?



8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

d) {Cuando dos matrices distintas representan la misma homografia?

Demostrar que una homografia T'(z) = %t aplica R en R si y sélo si se puede

cz+d
escribir con coeficientes reales.

. Dados z1, 29, 23, 24 puntos distintos de C, la razén doble (z1, z2, 23, 24) €s

21 — 22 23— 24

(21,22,23,254) — .
Rl T R4 k3 X2

Observar que (z1, 22, 23, 24) es la imagen de z; bajo la homografia T' tal que
T(ZQ) = 0, T(Zg) =1 y T(Z4) = OQ.
a) Probar que si T € 'H entonces (T(Z]_),T(ZQ), T(Z3),T(z4)) = (21, 22, 23, 24).

b) Demostrar que z1, 22, 23, 24 estan en una circunferencia si y sélo si su razén
doble es un nimero real.

Sea C' una circunferencia de C y 2y, 23, 24 puntos de C. Dos puntos z y z* se
dicen simétricos respecto de C' si (z, 29, 23, 24) = (2%, 22, 23, 24).

a) Probar que la definicién anterior no depende de los punto elegidos zs, 23, 24
sino de C.

b) Probar que cada punto z € C tiene un solo punto z* simétrico respecto

de C'. A la aplicacién que a cada z € Cle asigna su simétrico respecto de
C se la llama simetria respecto de C'. Probar que para cada homografia T’
que aplica R en C', la funcién

ToT1: @ — (/C\
es la simetria respecto de C.

c¢) Probar que si S es una homografia y z, z* son simétricos respecto de una
recta o circunferencia C, entonces S(z) y S(z*) son simétricos respecto de

S(C).

Probar que el simétrico del centro de una circunferencia C' (respecto a C') es
00.

Probar que en caso en que C' sea una recta, esta nueva nociéon de simetria
coincide con la simetria usual.

Dados tres puntos distintos z1, 29 y 23 en C, demostrar que existe una tnica
recta o circunferencia que pasa por z; y hace que 2z, y z3 sean simétricos.

Hallar homografias que transformen

a) la circunferencia |z| =2 en |z 4+ 1| =1y ademds —2 en 0 y 0 en 4;
b) el semiplano superior Im(z) > 0 en |z| <1y a en 0 (donde Im(c) > 0).

Sea S(z) = BZH5. Sean 2z = 1y 2z, = S(2,-1) para n > 2. Hallar lim,,_.c 2.



