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Vibraciones libres de una membrana (1)

e () C RR?: dominio (abierto y conexo)

l plano ocupado por la membrana en
equilibrio;
o e t € |0,+00): tiempo;
e U(x,t): desplazamiento vertical del
punto z = (x1,72) €  en el ins-
tante t > 0.
Notaci 6n
. oU . 0*U
U(x,t) = —(x,t); Ulx,t) .= —=(x,t);
o Ula,t) i= So(wt) Ulat) i= oo (2,)
02U 0°U
o AU(x,t) := x,t).

8—a:%(x’t)+8—x§(
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Vibraciones libres de una membrana (2)

Ecuaciones

e Ley de Newton (fuerza = masa x aceleracion):
pU(z,t) = TAU(z,t), x€Q, t>0.

p: densidad,

T": tension de la membrana.

e Condiciones de contorno (membrana sujeta en todo el borde):
U(x,t) =0, 2x€0Q, t>0.

e Condiciones iniciales (desplazamiento inicial y partida del reposo):

U(x,0) =Uy(x) (dato) 'y U(x,0)=0, x €.
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Vibraciones libres de una membrana (3)

Datos N _ _ _
Ecuaci on Diferencial Parcial

e Geometria: ) C R2:

El desplazamiento transversal de
la membrana satisface el siguiente
Q problema de valores iniciales y de

contorno:

Hall t) tal
e Densidad: p = 1; allar U (x, ) tal que

e Tension: 1" = 1; ( U = AU, x e, t>0,
e Desplazamiento inicial: < U =0, xed), t>0,

Up(z), ze€Q U=lo, 2l t=0,

U =0, x e, t=0.

(tal que Up|an = 0).
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Separaci on de variables. Problema de autovalores (1)

Buscamos soluciones no triviales (es decir, no identicamente nulas) de variables

separadas

Uz, t) = u(x)v(t)

del problema anterior, sin atender a las condiciones iniciales:

U=AU 2€Q, t>0,
U =0, xed), t>0.

Uz, t) =u(z)v"(t) y AUz, t) = Au(z)v(t)

— - = C (const.) VxeQ, Vtel0,+o00).

U=0, €00, t>0
— u(z)v(t) =0, z€dQ, t>0
— u(z) =0, =z €.
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Separaci On de variables. Problema de autovalores (2)

Au —Au+ Cu =0, x € (),
U u =0, x € 0f).

SiC' > 0,Lema de Lax-Milgram — u =0

2

— (<0 = dw>0: C =—w —

(w?

Hallar w > 0y u = 0 tales que

—Au = w?u, x € (),
u =0, x € 0f),

e (: frecuencia natural de vibraci 6n de la membrana,

e 1. modo propio de vibraci 6n de la membrana.
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Formulaci 6n variacional

—Au = wu = —/ Auv:wQ/uv Yo € Hi(9).
Q Q

Formula de Green:

/Auv—/Vu Vv — —v—/Vu Vo Vo€ Hi(Q).
89

Problema variacional de autovalores

Hallar w > 0y u € H}(Q), u # 0, tales que

/Vu-szwz/uv Vv € Hj(Q).
Q Q
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Existencia de soluci 0n. Caracterizaci on espectral (1)

Consideremos el operador solucion

T: L2(Q) ‘" HL(Q) = L2(Q),
f = w,
donde w es la solucion del problema
w € Hy(Q /Vw Vv = / fv Vv eHy(Q)

—Aw = f, x € (),
w = 0, x € 0fD.

Este es el problema de cargas de la membrana; vale decir, w es el desplazamiento

vertical de la membrana sometida a una distribucion de cargas f(x).

Lema de Lax-Milgram == Jlw € H3(Q) vy

— T: L2(Q) “B"H(Q) = T: L(Q) “B" L2(Q).
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Existencia de soluci 0n. Caracterizaci on espectral (2)

Aautovalorde T <= Ju € L?*(Q),u#0: Tu = \u.
Ademas, si A # 0, entonces u = +Tu € H{(Q).
A\ # 0 autovalor de T <= Ju € H{ (), u Z 0, tal que

)\/Vu‘Vv:/V(Tu)-Vv:/uv Vo € Hy(Q)
Q Q Q

1
(z)/Vu-V’U:X/uv Vo € Hj(Q).
Q Q

Ademas, escogiendo u = v,

2 fQu2
)\/Vu-Vu:/u — )\ = 2>O.
0 0 fg\vu‘

1
Por lo tanto, A es un autovalorde I' <= A #0yw = \ﬁ es una frecuencia

natural de vibracion de la membrana. Ademas las autofunciones de I’ son los

modos propios de vibracion de la membrana.
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Existencia de soluci 0On. Caracterizaci 0n espectral (3)

El operador T' : L?(€Q)) — L?(Q) es autoadjunto .

En efecto, sean f, g € L?(Q). Seanw := T f y z := T'g; es decir,

w € Hy(Q /Vw VU—/fv Vv € Hj(Q),

z € H5() : /Vz-VU:/gU Vo € H(9).
Q Q

[sao=[ s2= [ Vo-ve= [ 9290
— [gw=[ws= [ @g

En consecuencia, 7' : L?(€Q) — L?(Q) es autoadjunto.

Entonces,
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Existencia de soluci 0n. Caracterizaci on espectral (4)

Teorema. (Caracterizacion espectral de operadores compactos y autoadjuntos.)

e 7' admite una sucesion de autovalores { A, },, - todos de multiplicidad finita
(es decir la dimension de cada espacio propio {u c Lz(Q) : Tu = )\nu}
es finita).

e\ >Ny >---> ), > -+ > 0 (donde cada autovalor se repite tantas
veces como su multiplicidad) y A,, — O.

e |as autofunciones correspondientes {un}neN pueden escogerse de manera
que resulten una base Hilbertiana de L% (2); es decir:

/ Un Uy = dnma
Q

Vg € L2(Q), Ja, = / gu,, n € N : g = Z Oy Uy -

° {un}nEN ortogonales en HO / Vu, - Vu,, = )\—5
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Existencia de soluci 0n. Caracterizaci on espectral (5)

Corolario. El problema de vibraciones naturales de la membrana (autovalores de
menos el Laplaciano):

e tiene una sucesion de frecuencias naturales de vibracion {wn}nEN’ todas de
multiplicidad finita.

e 0 <w <wyg <---<w, <... (donde cada frecuencia natural se repite
tantas veces como su multiplicidad) y wy, = 400,

e Los modos propios de vibracion correspondientes {un}neN constituyen una
base Hilbertiana de L (2); es decir:

/ Unp Uy = dnma
Q

Vg € L*(Q), 3Ja, ::/

oo
gu,, n € N : g:Zanun.
§2 n=1

° / Vuy, - Vi, = w?L(Snm.
Q
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Soluci on del problema de vibraciones libres (1)

Recordemos que estamos buscando soluciones no triviales de variables

separadas U (x,t) = u(x)v(t) del problema
U=AU, z€Q, t>0,
U =0, xred), t>0,

y que en tal caso se tiene
v"(t) Au(x)
v(t)  u(z)

con C = —w?% para alguna de las frecuencias naturales w,,, n € N.

= (C (const.) Vax e, Vtel0,+4o00),

Para cada frecuencia natural se tiene

v'(t) + wpu(t) = >0,
) =

— ov(t) = A, cosw,t + By, sinwyt, con 4,,, B,, € R.
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Soluci 6n del problema de vibraciones libres (2)

Cualquier combinacion lineal de soluciones

N
U(x,t) = Z (A, coswy,t + By, sinwpt) uy, ()

n=1

VA,, B, e Ron=1,...,N,VN € N, es solucion del problema

U=AU z€Q, t>0,
U =0, xed), t>0.

Del mismo modo, VA,,, B,, € R, n € N, para los que la serie
oo
Z (A, coswnt + By sinwyt) u, () =: Uz, t)
n=1

converja y las derivadas de la funcion U (x, t) definida por la serie, U, U y AU,
puedan calcularse derivando dentro de la sumatoria, esa funcion U (z, t) es

también solucion de este problema.
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Soluci 6n del problema de vibraciones libres (3)

En particular podemos escoger los coeficientes A,, y B,,, n € N, de manera que

se cumplan las condiciones iniciales:

Como {uy, },, . s una base Hilbertiana de L*(£2), esto se cumple si y solo si

A, = / Uoiy,, n € N,
Q

B, =0, n € N,

Con estos coeficientes puede demostrarse lo que sigue:
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Soluci 0n del problema de vibraciones libres (4)

Teorema. La solucion del problema de vibraciones libres de una membrana sujeta
en todo su borde y sometida a un desplazamiento inicial U,

/

U = AU, xe, t>0,

U =0, xed), t>0,

U = Uy, reQ, t=0,

U =0, reQ, t=0,
es ,

U(x,t) = Z A, cos wpt Uy (),
con "~

® w,,. las frecuencias naturales de vibracion de la membrana,
® U, los modos propios de vibracion y
o A, = fQ Uou,, los coeficientes de Fourier de Ug en la base Hilbertiana

{un}nEN'
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Frecuencias naturales y modos propios de vibraci on

Si el desplazamiento inicial es un modo propio de vibracion,

UO = Um,

Q Q

y, consecuentemente,

entonces

U(x,t) = coswmt Um(x).

Es decir que la solucion del problema de vibraciones libres es un movimiento

oscilatorio armoénico de frecuencia w,,, y amplitud ,,, .

Por esa razon, a w,, se las llama las frecuencias naturales vy a u,, los modos

propios de vibracion de la membrana
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Vibraciones forzadas (1)

Si sobre la membrana inicialmente en reposo actia una densidad de fuerzas
periodica en el tiempo con frecuencia w y amplitud f () (es decir, f(x) cos wt),

el problema de vibraciones forzadas resultante es el siguiente:

( U = AU + f(z) coswt, x e, t>0,
U =0, x e ), t>0,
U =0, re, t=0,

\U:O, re, t=0.

Para resolver este problema, basta encontrar una solucion particular Up (1, t) del

problema

Up = AUp + f(x) cos wt, reQ, t>0,
UP:O7 :IJE@Q, tZO,

independientemente de las condiciones iniciales.
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Vibraciones forzadas (2)

En efecto, si escribimos
U(ZIZ‘, t) — UP(xv t) + UH(xat)v

Uy (x, t) resulta la solucion del problema homogéneo

2

Uy = AUy, xe, t>0,
Uy =0, xe ), t>0,
Ug = —Up, re, t=0,
UH:—UP, re, t=0,

\

y éste es un problema de vibraciones libres que se resuelve como antes.
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Vibraciones forzadas (3)

Veamos ahora como obtener una solucion particular Up (1, t) del problema

Up = AUp + f(z) coswt, xreQ, t>0,
Up =0, r e, t>0.

Como {uy, },, . s una base Hilbertiana de L*(€2), si f € L?(12), entonces
Ja,, n € N, tales que

f(x) = Z apun(z), x €.

Del mismo modo, para cada t € [0, 4+00), Ja,(t), n € N, tales que

oo

Up(z,t) = Z Ay, (D) up ().

n=1
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Vibraciones forzadas (4)

Sustituyendo  f(z) = >, apun (),

Up(z,t) = ) ay(t)un(x),
AUp(z,t) = > an(t)Aup(x) = —wl > an(t)un (),

en la ecuacion diferencial
Up = AUp + f(x) coswt,

se tiene

) + wian(t) — oy coswt]| u, (z) = 0

||M8

— YneN: d/(t)+wia,(t) = aycoswt, t>0.
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Vibraciones forzadas (5)

Una solucion particular de

1/

a'(t) + wia,(t) = a,coswt, t >0,
es
: Oln
si w # Wy, an(t) = - cos wt,
ant .
Si W = Wy, an(t) = 2—(2’2 sin wt.

En consecuencia, una solucion particular del problema de vibraciones forzadas de

la membrana es la siguiente:

oo

Up(z,t) = Y an(t)un()

n=1

con ay(t)

M.E.F. para problemas de vibraciones de sistemas acoplados fluido-estructura
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Resonancia

Si la frecuencia w de la fuente de excitacion externa coincide con una de las
frecuencias naturales de la membrana w,,, la solucion del problema de

vibraciones forzadas de la membrana es

- not
U(x,t) = Ugl(z,t) + Zl w%a_ —5 Cos wtuy(z) + Zw()? sin wt U, ().
nngno

Los dos primeros términos son acotados pero el tltimo sumando tiene oscilaciones
de amplitud creciente seglin ¢ — 4-00. En consecuencia, la amplitud de los

desplazamientos de la membrana explota como este ultimo sumando.

Este fenOmeno se conoce como resonancia . Para evitarlo, es necesario conocer

las frecuencias naturales de la membrana.
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