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Desigualdad de Jensen:
Para f cóncava y v.a. X , E[f (X)] ≤ f (E[X ])

Desigualdad de Información:
Para densidades f y g,∫
f (x) log(g(x))dx ≤ ∫

f (x) log(f (x))dx

Kullback-Leibler Divergence KLD:
KLD =

∫
f (x) log(f(x)g(x))dx
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Estimador de Máxima Verosimilitud MLE

LIK =
∏
x
p(x)n(x) = exp{n∑

x

n(x)

n
log(p(x))}

= exp{n∑
x
p̂(x) log(p(x))}

≈ exp{n∑
x
p0(x) log(p(x))}

= K ∗ exp{−nKLD(p0, p)}
Vemos el papel del KLD y vemos por qué MLE es
consistente:
LIK es cercano a una función determińıstica que tiene
su único máximo en ”la verdad” p0.
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Vemos Y (dato incompleto) con modelo complicado
pero Y = Y (X) para X (dato completo) con
modelo sencillo.

Ejemplo 1: Riesgos en competencia
Longevidad de componentesX = (X1, X2, . . . , Xk)
son independientes
Longevidad de la máquina y causa de fallo
Y = (miniXi, nombre del minimizador)
Problema: Estimar las distribuciones de los Xi

Ejemplo 2: Mezcla de distribuciones
X =(altura, sexo), Y =altura
Altura de persona de sexo i ∼ N(µi, σ

2)
Problema: Estimar µ1, µ2, σ, α (proporción de mujeres)
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Siendo Y función de X , ∀x tal que Y (x) = y,

fX(x; θ) = fY (y; θ)fX|Y=y(x; θ)

de lo cual
log fY (y; θ) = log fX(x; θ)− log fX|Y=y(x; θ)

Como no depende de x, podemos tomar esperanza
c/r a cualquier distribución sobre los x consistentes
con y, e.g. la distribución condicional de X dado
Y = y para valor arbitrario θ0 del parámetro θ.

log fY (y; θ) = E[log fX(X ; θ)|Y = y; θ0]
− E[log fX|Y=y(X ; θ)|Y = y; θ0]

= Q(θ, θ0)−H(θ, θ0)
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La diferencia entre el caso θ y el caso θ0

log fY (y; θ)− log fY (y; θ0) = [Q(θ, θ0)−Q(θ0, θ0)]
− [H(θ, θ0)−H(θ0, θ0)]
≥ Q(θ, θ0)−Q(θ0, θ0)

debido a la desigualdad de la información.

Si logramos encontrar θ con Q(θ, θ0) > Q(θ0, θ0), el
(no calculado) log verosimilitud escala aún más. Se
reemplaza θ0 por el nuevo θ y se itera el reemplazo:
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Algoritmo EM (Expectation - Maximization)

∂Q(θ, θn)

∂θ
|θ=θn+1 = 0

El (?) ĺımite θ̂ = θ∞ es MLE de θ, porque

∂Q(θ, θ̂)

∂θ
|θ=θ̂ = 0

y para todo θ0, debido a la desigualdad de información,

∂Q(θ, θ0)

∂θ
|θ=θ0 =

∂ log fY (y; θ)

∂θ
|θ=θ0
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Distribuciones de tipo exponencial

fX(x; θ) = h(x) exp{θt(x)− b(θ)}

∂ log fX(x; θ)

∂θ
= t(x)− b′(θ)

∂Q(θ, θ0)

∂θ
= E[t(X)|Y = y; θ0]− b′(θ)

Se reemplaza el no observado t(Xi) por su esperanza
E[t(X)|Y = yi; θ0] dado lo que sabemos y se lo trata
como si fuera t(Xi)

Pero no en forma final sino como etapa iterativa

7



Mezcla de distribuciones

LIK dato incompleto: αf0(y) + (1− α)f1(y)

LIK dato completo: (αf0(y))
I((1− α)f1(y))

(1−I)

cuyo logaritmo acumulado es

log(α) ∑n
i=1 Ii + log(1− α) ∑n

i=1(1− Ii)

+ ∑n
i=1 Ii log f0(yi) +

∑n
i=1(1− Ii) log f1(yi)

Lo único que necesitaremos es

E[I|Y = y; θ0] =
α0f0(y;θ0)

α0f0(y;θ0)+(1−α0)f1(y;θ0)
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El nuevo α es sencillamente

1

n

n∑
i=1

E[I|Y = yi; θ0]

y los demás parámetros se actualizan resolviendo

n∑
i=1

E[I|Y = yi; θ0]
∂

dθ
log f0(yi)

+
n∑

i=1
(1− E[I|Y = yi; θ0])

∂

dθ
log f1(yi) = 0
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