ALGEBRA Il
Primer Cuatrimestre — 2016

Préctica 8: Producto tensorial y localizacién de médulos

Producto tensorial

1. Sean A un Z-médulo de torsién y D un Z-médulo divisible. Probar que A ®z D = 0.

2. Probar que Q ®7 Q = Q.

3. Sea A un anillo conmutativo y sean I, ] < A.

(a) Probar que (A/I)®4 (A/]) =2 A/(I+])).

(b) Concluir que Zy, ®z Zy = Zg4, con d = med(m, n).

4. Sean A un anillo, a C A un ideal bildtero y M un A-médulo a izquierda. Mostrar que existe
un isomorfismo A/a®a M = M/aM.

5. Sean A y B anillos, M un A-médulo a derecha, N un A-B-bimédulo y P un B-médulo a
izquierda. Probar que:

(@) M®y4 N esun B-médulo a derecha;
(b) N ®p P es un A-médulo a izquierda;
(c) existe un isomorfismo natural

M®4 (N@gP) = (M®aN)®pP.

6. Sea N un A-moédulo a izquierda y sea { M };c; una familia de A-mddulos a derecha. Probar
que existe un isomorfismo natural

(@Mi> ®N=PM eN.

iel iel

7. Sean A un anillo, M un A-médulo a derecha y {M;};c; una familia de submoédulos de M
tal que M = Y ;c; M;. Probar que si N es un A-médulo a izquierda tal que M; ®4 N = 0 para
todoi € I entonces M ®4 N = 0.

8. Sean k un cuerpoy V y W dos k-espacios vectoriales. Hallar una base de V @ W en funcién
de bases de V' y W. Concluir que si V y W son de dimensién finita, también lo es su producto
tensorial.

9. Sea A un anillo conmutativo y sean M y N dos A-médulos.
(1) Probar que si M y N son finitamente generados, entonces M ® 4 N también lo es.
(b) Probar que si M y N son proyectivos, entonces M ® 4 N también lo es.

10. Producto tensorial de dlgebras. Sea k un cuerpo y sean A y B dos k-dlgebras. Mostrar que la
féormula

(a@b) (@ @0b') = (ad") @ (bD).
define una estructura de k-algebra en A ®y B. (jProbar que ese producto estd bien definido!)

11. Sean k un cuerpo, A una k-dlgebra y n, m € N. Probar que existen isomorfismos de
algebras:

(@) A[X] = k[X] @ A;

(b) Mu(A) = M, (k) A;

(€) Mum(A) = My (A) @k My (A).
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Médulos playos

12. Sea A un anillo.

(1) Probar que todo A-médulo libre es playo.

(b) Probar que todo sumando directo de un A-médulo playo es playo.

(c) Concluir que todo A-médulo proyectivo es playo.

13. Sean A un anillo conmutativo y M y N A-mddulos playos. Probar que M ®4 N es un
A-médulo playo.

t14. Sea
0O-M ->sM—->M'" =0

una sucesion exacta de A-modulos a izquierda con M” playo. Probar que para todo A-médulo
a derecha N la sucesién

0N M - NogM—>Nes M —0

es exacta.

Localizaciéon de médulos

En esta secciéon A es un anillo y S C A es un subconjunto central multiplicativamente cerrado.
El morfismo natural A — Ag nos permite ver a cualquier Ag-médulo como un A-médulo.

15. Localizacion de médulos. Sea M un A-médulo a izquierda. Probar que:
(1) Existen un Ag-médulo a izquierda Mg y un morfismo de A-médulos jpr : M — Mg con
la siguiente propiedad universal: dado un Ag-médulo a izquierda N y un morfismo de

A-médulos f : M — N, existe un tnico morfismo de Ag-médulos f : Mg — N tal que el
siguiente diagrama conmuta:

M*f>N

“ A

Ms

Equivalentemente: para todo Ag-médulo a izquierda N, la aplicacién Homy4, (Ms, N) —
Hom (M, N), f — f o, es una biyeccion.
(b) El médulo Mg es isomorfo a As ® 4 M como Ag-médulo.

(c) Siparatodos € S la aplicacion m € M — sm € M es biyectiva, entonces jp : M — Mg
es un isomorfismo.

(d) Sif:M — N esun morfismo de A-mddulos, existe un tnico morfismo fs : Mg — Ng tal
que el siguiente diagrama conmuta:

M$N

o

Mg — > Nj

16. Sea M un A-médulo a izquierda finitamente generado. Probar que Mg = 0 si y solo si
existe s € S tal que sM = 0. ;Qué ocurre si M no es finitamente generado?
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17. Exactitud de la localizacion. Probar que para toda sucesioén exacta corta de A-mdédulos

0 ML S 0,
el diagrama obtenido al localizar en S
0 ML 5 Mg 5 0
S S S

es una sucesién exacta corta de Ag-médulos. Concluir que Ag es un A-médulo playo.

18. Sea M un A-médulo a izquierda. Probar las siguientes afirmaciones.

(@) Si M es libre entonces Mg es libre como Ag-mddulo.

(b) Si M es proyectivo entonces Mg es proyectivo como Ag-moédulo.

(c) Si M es finitamente generado entonces Mg es finitamente generado como Ag-médulo.

19. Sea M un A-médulo y sean P, Q € M submoédulos. Probar que:

(@ (P+Q)s=Ps+Qs;
(b) (PNQ)s=PsNQs;
(c) (M/P)s= Ms/Ps.
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