ALGEBRA Il
Primer Cuatrimestre — 2016

Practica 4: Localizacién

En toda esta practica los anillos son conmutativos.

1. Sean A un anillo y S C A un subconjunto multiplicativamente cerrado. Probar las siguien-
tes afirmaciones.

(@) SiS CU(A) entonces Ag = A.

(b) Si0 € S entonces Ag = 0.

2. Sean A un anillo, f € Ay S = {1,f,f%...}. Probar que S C A es un subconjunto
multiplicativamente cerrado y que

Ag =2 AIX]/(Xf —1).
3. Sean A un anillo, S C A un subconjunto multiplicativamente cerrado e I C A un ideal. Sea
S la imagen de S por la aplicaciéon canénica A — A/I. Probar que (A/I)g = Ag/IAs.

4. Sean A un anillo, S, T C A subconjuntos multiplicativamente cerrados de A y T’ la imagen
de T por la aplicacién canénica A — Ag. Probar que U = {st:s € S, t € T} es un subconjunto
de A multiplicativamente cerrado y que (As) = Ay.

5. Sean A un anillo y S € A un subconjunto multiplicativamente cerrado.

(1) Supongamos que A es un dominio de integridad. Mostrar que la aplicacién canénica
A — Ag es inyectiva.

(b) Encontrar condiciones necesarias y suficientes para que la aplicacién canénica A — Ag
sea inyectiva.

6. Sean A un anillo y p € Spec(A). Mostrar que S = A \ p es un conjunto multiplicativamente
cerrado. En general, escribimos A, en lugar de Ay, .

7. Sea X un espacio métrico y sea A = C(X) el anillo de las funciones continuas X — R.
Probar que para cada xg € X el conjunto S(xg) = {f € A : f(xp) # 0} es multiplicativamente
cerrado. ;Es inyectiva la aplicacién canénica A — Ag?

8. Sean A=C(R),U=(0,1)yS={f € A: fnoseanulaen el intervalo (0,1)}.

(a) Probar que S es multiplicativamente cerrado en A.
(b) Sear:C(R) — C(U) la restricciéon de funciones. Mostrar que existe un tinico morfismo
7:C(R)s — C(U) tal que conmuta el diagrama

C(R) ——C(U)

7
canl
R .

C(R)s

(c) Mostrar que 7 es un isomorfismo.

~i

+9. Sean A un anillo, S € A un subconjunto multiplicativamente cerradoy f : A — Ag la
aplicacién canénica.
(@) Mostrar que si I C Ag es un ideal, entonces f ~I(I) es un ideal de A. De esta forma se

obtiene una aplicacién f* : 1d(Ag) — Id(A) del conjunto de ideales de Ag al conjunto de
ideales de A.
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(b) Mostrar que f* preserva inclusiones e intersecciones y que es inyectiva.

(c) Si ] C A es un ideal, entonces ] estd en la imagen de f* sii ] = f~1(JAg) sii ningtn
elemento de S es un divisor de cero en A/].

(d) Mostrar que f*(Spec As) C Spec A de manera que, por restriccién, obtenemos una inyec-
cién f* : Spec Ag — Spec A. La imagen de esta aplicacién es exactamente {p € Spec A :
pNS =0}

10. Sea p € N un niimero primo y p = (p) el ideal primo de Z correspondiente. Mostrar que

si I C Zjy es un ideal no nulo, entonces existe r € Ny tal que I = p'Z,,.
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