Clase del 24/05/16

1. Modulos inyectivos

As como la nocién de médulo proyectivo P estd relacionada con las
propiedades del funtor Homy (P, —), la de médulo inyectivo concierne al
funtor contravariante Homa(—, I).

Si M es un A-médulo, Hom 4(—, M) es exacto a izquierda, es decir, para
cualquier sucesién exacta
f

X y 4.7 0

la sucesién
0—— Homa(Z, M)~~~ Hom (Y, M)~ Hom(X, M)

es exacta. Resulta natural preguntarse, en caso de que f sea un monomor-
fismo, si f* es epimorfismo o no. La respuesta es que en general esto no es
cierto, como se puede ver con el siguiente (contra)ejemplo:

1 Ejemplo. Tomemos X =Y = Z y sean f : X — Y el morfismo tal
que f(n) =2ny g:Z — Zsg la proyeccién canénica a Z = Zsg. Tenemos la
siguiente sucecion exacta:

0 Z Z Zo 0

Aplicando el funtor Homy(—, Zs2), se obtiene la sucesién

0 — > Homy(Zs, Zs) —~> Homz(Z, Zs) —— Homz(Z, Z>)

Lo Lo Lo
Esta sucesion no puede ser extendida por cero a la derecha manteniendo la
exactitud porque, en caso contrario, la dimensién como Zs-espacio vectorial

del objeto del medio sera la suma de las dimensiones de los objetos de las
puntas. En efecto, podemos explicitar f*: si ¢ € Homy(Z, Zs),



asi que f* = 0. Evidentemente, entonces, f* no es epimorfismo.

Notemos que el problema se debe a la 2-torsion de Zs: si hubieramos
puesto un Z-moédulo donde fuese posible dividir por 2, el razonamiento para
ver que f* = 0 no habria funcionado. Veremos luego que si M es un Z-
médulo divisible entonces Homyz(—, M) es exacto.

2 Definicién. Un A-mdédulo M se llama A-inyectivo si el funtor Homa(—, M) :
aMod — Ab es exacto.

Asi, un A-médulo M es inyectivo si y s6lo si Homa(—, M) transforma
monomorfismos en epimorfismos, si y sélo si dado el siguiente diagrama de
flechas llenas de A-mddulos se lo puede completar (de manera no necesaria-
mente tinica) con la flecha punteada de manera tal que el diagrama completo
sea conmutativo:

3 Observacion. Si M es un A-B-bimédulo, el funtor Hom 4 (—, M) toma va-
lores en la categoria Modpg. Como una sucesiéon de B-mdédulos es exacta si y
sblo si es exacta vista como sucesién de grupos abelianos, un A-B-bimédu-
lo 4AMp es inyectivo como A-mddulo si y sélo si el funtor Homa(—, M) :
AMod — Modpg es exacto.

4 Ejemplos.
Z no es un Z-médulo inyectivo. Consideramos, para ver ésto, el diagrama

en el que las flechas son la inclusion Z — Q y la identidad de Z en Z:

0—=Z——Q

7
idl %/
¥
Z

Es claro que no hay ningtin morfismo Q — Z que restringido a Z sea la
identidad, pues de hecho no hay ningtin morfismo no nulo de Q en Z.

Si k es un cuerpo, todo k-espacio vectorial es k-inyectivo.

Si A es un dominio integro y K es su cuerpo de fracciones, entonces K es
un A-médulo inyectivo. Sea S = A — {0}; recordemos que si f : X — Y es
un monomorfismo, entonces fg : Xg — Yg también lo es.

Si ahora g : X — K es un morfismo cualquiera de A-médulos, tenemos



el siguiente diagrama:

fs
g XS*iYS
gs// ///
///A
gs
ﬁ/

Las flechas llenas f y g son los datos originales y, por otro lado, zg tx € X —
7€ Xse Z}S/ son las flechas canénicas de localizacién. Como los elementos
de S son inversibles en K, el morfismo g : X — K se factoriza a través
de Xg mediante gg. Si ahora sélo consideramos Xg, Yg y K, el diagrama
esta en la categoria de K-espacios vectoriales, en donde todos los objetos
son inyectivos. Luego existe un morfismo gg que preserva la conmutatividad.

Definimos entonces § : ¥ — K poniendo § = gg o z}q/ Como en el
diagrama anterior todos los cuadrados y tridngulos conmutan, se sigue que
g = go f, es decir, que § extiende a g.

Como caso particular del ejemplo anterior, Q es un Z-médulo inyectivo.
5 Observacion. Si M es un submoédulo de un médulo inyectivo, entonces

M no tiene por qué ser inyectivo (considerar Z C Q), sin embargo veremos
ahora que un sumando directo de un inyectivo es inyectivo.

Dado que la definicién de inyectivo es dual a la definicién de proyectivo,
muchos de los resultados para proyectivos se dualizan y se obtienen enuncia-
dos sobre mdédulos inyectivos, que se demuestran muchas veces dualizando
las demostraciones anteriores:

6 Proposicién. Sea A un anillo y (M;);cr una familia de A-mddulos. En-
tonces:

(a) [licr M; es inyectivo siy solo si cada M; es inyectivo.

(b) Si @,c;r M; es inyectivo entonces cada M; es inyectivo. La reciproca
no es necesariamente cierta.

Demostracion. Sea f: X — Y un monomorfismo y consideremos el cuadra-
do conmutativo

f*
Homy (Y, [Lie; Mi) —— Hom (X, [L;e; Ms)

[1£;
Hie] Homa(Y, M;) — Hze[ Hom (X, M;)




La flecha f* es un epimorfismo si y sélo si la flecha [[ f lo es. Y [] f es
un epimorfismo si y sélo si todas las f; lo son. Esto demuestra la primera
afirmacion.

Supongamos, por otro lado, que M = @, ; M; es inyectivo y sea ig € 1.

Entonces M = <®z€ I—{io} MZ) X M;,. La primera parte implica entonces
que también M;, inyectivo. O

El siguiente resultado dice que para verificar la exactitud a derecha de
Homa(—, M), basta aplicar el funtor a las inclusiones J — A, donde J
recorre el conjunto de ideales de A.

7 Teorema. (Baer) Un A-mddulo M es inyectivo si y sdlo si tiene la si-
guiente propiedad: para todo J ideal de Afy para todo f:J — M morfismo
de A-mddulos, existe f: A — M tal que f|; = f.

0—sJ——A

7/
fi L7
+  f

M

Demostracion. Es claro que si M es inyectivo, entonces tiene la propiedad

del enunciado. Veamos ahora que un médulo M con esa propiedad de ex-

tension con respecto a ideales de A es en efecto un A-mdédulo inyectivo.
Dado un diagrama de lineas llenas

0—>X-2.v

7/
lf/f
+  f

M

queremos ver que existe f. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que X es un submédulo de Y y que g es la inclusién —si no, reemplazamos
X por g(X)y fpor fog™l.

Sea %) el conjunto de pares (Y, f') con Y C Y un submddulo de Y tal
que Y’ D Xy f' € homy(Y’, M) tal que f'|x = f. Ordenamos a ) poniendo

(Ylv f/) g (Yﬂaf”) — Y/ g Y” y f”|Y/ = f/.

Es facil ver que (2), <) es un conjunto inductivo superiormente, asique tiene
algun elemento maximal (Yp, fo).

Supongamos que Yy C Y, y que la inclusion es estricta, y sea y € Y —
Yy. Entonces (y,Yp) contiene estrictamente a Yp. Sea J = {a € A : ay €
Yo}; como Yp es un submédulo de Y, J es un ideal de A (verificarlo!). Sea
¢ J — M tal que ¢(a) = fo(ay) para cada a € J. Por hipdtesis, ¢ se puede
extender a ¢ : A — M. Veamos que fy se puede extender a un morfismo
fi <y7 Yb) — M.



Sea x = ay + yo donde a € A e yg € Yy. Ponemos

fi(z) = é(a) + folyo)

Esto estd bien definido: si ay + yo = a'y + y{,, entonces

(a—d)y =ys—yo € Yo,

es decir, (a — d’) € J, asique

#(a) — ¢(d') = pla—d') = (a — a')
= fo((a —a")y) = fo(yo — wo)
= fo(yo) — fo(wo)

Reordenando los términos de estas igualdades, vemos que

o(a) + fo(yo) = é(a’) + fo(yp)-

Esto nos dice que la funcién estd bien definida. Es claro, ademds, que
(Yo, fo) < ({y,Yp, f1)) en 2. Esto contradice la maximalidad de (Yp, fo),
sique debe ser Yy =Y. ]

8 Ejercicio. Utilizando el teorema anterior, dar una nueva demostraciéon
de que Q es un Z-médulo inyectivo.

9 Ejemplo. Q/Z es un Z-médulo inyectivo, asicomo también Zp~ para
cualquier primo p.

10 Definicién. Un A-mdédulo M se dice divisible si para cualquier a € A
no nulo y cada m € M, existe m’ € M tal que am’ = m.

11 Ejemplo. Q es un Z-modulo divisible.

Para obtener mas ejemplos de moédulos inyectivos, probaremos los si-
guientes dos lemas:

12 Lema. Un grupo abeliano G es divisible si y sélo si es un Z-mddulo
mnyectivo.

Demostracion. Para ver la suficiencia de la condicién, utilizaremos el Teo-
rema de Baer, es decir, probaremos que todo diagrama de grupos abelianos

O——I1—-+7

|

G

en el que donde I es un ideal de Z, se completa con un morfismo Z — G.



Como Z es un dominio de ideales principales, si I C Z, existe n € Ny
tal que I = nZ. Si n = 0 se puede extender el morfismo 0 por 0. Si n # 0,
como G es un grupo abeliano divisible existe v € G tal que h(n) = nv. Por
linealidad, esto implica que h(jn) = jnv para todo jn € nZ, asique podemos
definir b : Z — G de forma que h(m) := mu.

Veamos ahora la necesidad. Supongamos que G es un Z-modulo inyec-
tivo. Sig € Gy n € Z, n # 0, queremos ver que existe ¢ € G tal que
g=ng"

Definamos para eso un morfismo hy : Z — G poniendo, para cada m € Z,
hg(m) = mg y consideremos el monomorfismo dado por la multiplicacién
por n, A\, :x € Z — nx € Z y el diagrama

Como G es inyectivo, existe iig : Z — G que hace del diagrama anterior
un diagrama conmutativo, esto es, tal que

Fig(nm) = hy(m) = mg

para todo m € Z. Si tomamos ¢’ = hy(1), es

ng' = nhy(1) hAy(”) = hyg(1) =g.

Esto muestra que G es divisible. ]

13 Proposicién. SiG es un grupo abeliano divisible, el A-mddulo Homyz (A, G)
es 1nyectivo.

Demostracién. Sea N un submédulo de M y h : N — Homgz(A,G) un
morfismo de A-médulos a izquierda. Recordemos que la estructura de A-
médulo a izquierda en Homy (A, G) estd dada por la estructura a derecha
de A, es decir, si ¢ € Homz(A,G) y a, a’ € A, entonces (ag)(a') = ¢(d'a).

Definamos f : N — G de manera que f(n) = h(n)(1) para todo n € N.
Como G es Z-inyectivo, existe un morfismo de grupos abelianos f : M — G
que extiende a f. Obtenemos una extension h:M— H omz(A,G) de h
poniendo

h(m)(a) = f(am)

sia € Ay m € M. El morfismo h es A-lineal a izquierda (verificarlo!) y el
diagrama conmuta porque, sin € N, es

h(n)(a) = f(an) = f(an) = h(an)(1)



y, como h es A-lineal,

h(an)(1) = (ah(n))(1) = h(n)(a).
Esto termina la prueba. ]

14 Ejercicio. Adaptar los resultados anteriores para demostrar que si A
es un dominio de ideales principales y M es un A-mddulo, entonces M es
A-inyectivo si y sélo si es A-divisible.

Dado un A-médulo cualquiera M, siempre se puede encontrar un A-
médulo proyectivo P y un epimorfismo P — M. Podemos preguntarnos si
el enunciado dual es cierto: dado un A-moédulo cualquiera M, existe siempre
un A-mddulo inyectivo I y un monomorfismo M — I7 La respuesta es siy se
da en dos etapas. Primero resolvamos el problema en la categoria de grupos
abelianos:

15 Lema. Sea M un grupo abeliano cualquiera. Entonces existe un grupo
abeliano divisible D y un monomorfismo M — D.

Demostracion. Supongamos primero que M es ciclico y no nulo. Entonces
hay dos posibilidades: o bien M = Z o bien M = Z,, con n € N. En el primer
caso, M =2 Z — Q. En el segundo, se tiene que M = Z, — Q/Z, con el
monomorfismo de Z, en Q/Z definido por 1 +— 1

Si ahora M es arbitrario y m € M, (m) es ciclico y existe un monomor-
fismo (m) < D,, con D,, un grupo abeliano divisible. Como los Z-médulos
divisibles son inyectivos, para cada m € M, existe un morfismo M — D,,
que extiende al monomorfismo anterior, de manera que conmuta

0 (m) /M
/
|
D,

El morfismo f,,, no tiene por qué ser inyectivo, sin embargo es claro que

m ¢ Ker(fp,).

Consideremos ahora D =[], ca/_ 0y Pm y el morfismo

firxeMw— (fm(x))meM—{O} € H D
meM—{0}

Como todos los D,, son Z-modulos inyectivos, D es un Z-mddulo inyectivo.
Ademds Ker(f) = (,en—qoy Ker(fm). Pero si m € M, m ¢ Ker(fn) 2
ker(f). Esto nos dice que f es un monomorfismo. O]

16 Proposicion. Sea M un A-mddulo cualquiera. Existe un A-mddulo in-
yectivo I y un monomorfismo M — 1.



Demostracion. Si consideramos a M como grupo abeliano, sabemos que
existe un monomorfismo M — D, con D un grupo abeliano divisible. Tene-
mos entonces una cadena de isomorfismos y monomorfismos:

M = Homa(A,M) — Homgz(A, M) — Homgz(A, D).

Si llamamos I = Homg(A, D), resulta de la proposicién 13 que I es A-
inyectivo. O

17 Proposicion. Sea M un A-mddulo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) M es inyectivo.

(b) Toda sucesion exacta corta

0 M X Y 0

se parte.
Demostracion. Veamos que (1) implica (2) Consideremos el diagrama

0—>M—>

s/
IdMl s
»
M
Sabemos que existe una flecha punteada que hace conmutar el diagrama,
porque M es inyectivo. Esto nos dice que la sucesion

0 M X Y 0

se parte.

(2) implica (1) Supongamos que M es un A-médulo que satisface la
condicién 2(). Existe un monomorfismo f : M — I con I inyectivo. Consi-
deremos la sucesién exacta corta

0 M I Coker(f) —=0

Sabemos que esta sucesiéon se parte, luego M es un sumando directo de un

inyectivo. En particular, es un factor directo y vemos que M es inyectivo.
O



