FCEyN - Departamento de Matematica Analisis 1

Funciones implicitas e inversas
por Leandro Caniglia

1. Convergencia uniforme

Hasta ahora habiamos visto sucesiones de puntos, entendiendo por “puntos” elementos
de R o de R". La palabra “punto” la utilizamos més generalmente para referirnos a un
elemento de un “espacio”. A su vez por espacio entendemos un conjunto con alguna estruc-
tura “geométrica”. Estas nociones de punto y espacio son intuitivas. No hacen referencia
a ninguna definciéon matemadtica. Es como cuando decimos “numero”; la matematica no
tiene una defincién de numero ya que no estudia esa nocién en general sino en partic-
ular (nimeros naturales, enteros, complejos, algebréicos, reales, etc.). Lo mismo ocurre
con espacio. Hay espacios vectoriales, topoldgicos, métricos, pero no hay una definicién
matematica de espacio. En esta seccion vamos a estudiar brevemente un “espacio” en
donde los “puntos” son funciones.

Definiciones. Supongamos que D es un subconjunto cualquiera de R". Tiene sentido
considerar el conjunto de funciones de D en R". Dada una funcién f en este conjunto,
decimos que f es acotada si existe M > 0 tal que

—

If@ <M VZeD.

Las funciones acotadas de D en R forman un espacio vectorial (de dimensién infinita
si D es un conjunto infinito). La suma de funciones acotadas es una funcién acotada en
virtud de la desigualdad triangular en R™

— —

I+ 9@ < [[F@] + llg@)]]

y de la igualdad

— —

IAN@ = AL LF @)

A este espacio vectorial de funciones acotadas de D en R™ lo vamos a denotar B(D,R™).
En este espacio vectorial definimos una norma poniendo

—

1f]):= sup | F(@)]].

reD

El cero de este espacio vectorial es la funciéon nula que a cada & € D le asigna 0ecR™.
La definicién anterior de “norma” cumple con las propiedades que se suelen exigir a
las normas:
i) ||f|| >0y ||f|| =0 si, y s6lo si, f es la funcién nula.
i) [Desigualdad triangular] 17+ gl < 111+ 1g1l-
i) [[Af]] = AL [LFI]
Estas propiedades las puede comprobar facilmente el lector a partir de las definiciones.

Definicién. En todo espacio tiene sentido considerar sucesiones de puntos y ciertamente
B(D,R™) no es una excepcién. Diremos que una sucesién de funciones acotadas (f,,), es
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uniformemente convergente si existe una funcién (la cual resulta necesariamente acotada)

—

f:D — R™ tal que

Ve>0,Ing e N: n>ng = ||fn — f <e

Si la sucesién de funciones ( f;b)n converge uniformemente, es claro que dado ¥ € D
la sucesion de vectores (f;,(Z)), de R™ también va a ser convergente (su limite serd f(&)).
La convergencia uniforme es muchismo mas fuerte puesto que dado €, el valor de é no
depende del punto & como en el caso de la segunda sucesién.

Definicién. Decimos que una sucesion ( ﬂ)n de funciones acotadas es de Cauchy si para
cada € > 0, existe ng € N tal que

nm=nog = |fo—ful <e

1.1 Lema. Cada sucesién de Cauchy (%), en R™ es convergente.

Demostracion. Al proyectar los términos de la sucesion a cada una de las m coordenadas
obtenemos m sucesiones de Cauchy en R. Como en R las sucesiones de Cauchy son
convergentes, en cada coordenada obtenemos un limite. El punto de R" cuyas coordenadas
sean esos puntos limites es el limte de la sucesion original g

1.2 Teorema. Cada sucesién de Cauchy (f,)n en B(D,R™) es uniformemente conver-
gente.

Demostracién. Para cada @ € D la sucesién (f(Z))n es de Cauchy en R™. Por el lema,
tiene un limite, el cual depende de &, que llamaremos §(Z). Esto define una funcién

g:-D—R™

7 — lim f,,(Z).

Por definicién la funcion § tiene la siguiente propiedad: para cada € > 0, existe nz € N
(dependiente de ¥) tal que ||f,(Z¥) — §(Z)|| < € si n > nz. Es suficiente probar que
I fo—7 | < 2€ para n suficientemente grande. Tomemos ¢ € D arbitrario. Dado que la
sucesién de funciones es de Cauchy, existe ng tal que || ﬁL — ﬁLO | < esin > ng. Elijamos
ny := max(ng,n;), donde n; es el entero dependiente de t tal que I fn(@) — G| < e si
n = ng. Para n > ng tenemos

(@) = GEN < 1@ = Fas O+ 1L.f @) = @)

<|If = full + €
= 2e.

Como ng no depende de ¢ y ¢ era arbitrario, deducimos que Hf:b — g|| < 2esin >0, como
queriamos demostrar g
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1.3 Teorema. Si ( fn) es una sucesiéon de funciones continuas y acotadas que converge
uniformemente hacia una funcién f , entonces f también es continua y acotada.

Demostracion. Como toda sucesién convergente es de Cauchy, es claro (teorema anterior)
que la funcién f es acotada. Por lo tanto soélo falta probar que es continua en cada punto de
su dominio. Dados &y € D y € > 0, existe ng tal que ||f, — f|| < ¢/3 sin > ng. Para ese ny,

la continuidad de ﬁm en T asegura la existencia de 0 > 0 tal que ||fT;LO (Z)— f_,;o (Zo)| < €/3
si ||& — Zo|| < 0. Luego, para un tal ¥ tenemos

— —

1F(@) = F@)| < IIF@) = fro @] + || fro (F) = Fro (@)l + || fro (Fo) — F(
<|IF = Faoll +€/3 4 1f = Fuol

— €

3l

U

como queriamos demostrar g

Ejercicio 1. Pruebe que el subconjunto de funciones continuas de B(D,R™) es un sube-
spacio vectorial. (Indicacion: un subespacio de un espacio vectorial V' es un subconjunto
S de V que tiene las siguientes tres propieadades: (1) 0 € S; (2) §+1% € S, simpre que 3y
testén en S,y (3) A\§€ S para todo A € Ry todo 5€ S.)

El espacio vectorial B(D,R™) posee como subespacio al conjunto de funciones con-
tinuas y acotadas de D en R™, que notaremos C°(D,R™). El teorema anterior se puede
interpretar diciendo que en C°(D, R™) toda sucesién de Cauchy es convergente. En efecto,
toda sucesion de Cauchy converge uniformemente a una funcién de B(D,R™) (anteiltimo
teorema) la cual resulta continua en virtud del dltimo teorema.

2. Aproximaciones sucesivas y puntos fijos

Los resultados de esta seccién son teoremas de existencia en el sentido de establecer condi-
ciones bajo las cuales es posible asegurar la existencia de una funcién que resuelva un
problema determinado. Aqui la palabra ezistencia tiene un alcance minimo: los teoremas
nada dicen acerca de la forma en que esas funciones podrian ser calculadas o construidas,
simplemente se limitan a garantizar su existencia. Este tipo de resultados hacen que la
parte computacional de la teoria quede sin ser explorada. Aunque pueda resultar sorpren-
dente, en matematica pura, la mera existencia de una funcién cumple un papel de enorme
importancia y no impide que la teoria siga avanzando y obteniendo beneficios de éste tipo
de resultados no computables.

2.1 Proposicién. Supongamos que B := B(0,a) y B’ := B(0, ) son dos bolas abiertas
en R" y R™ respectivamente. Supongamos dada una funcién continua

: B x BB—R™
(&) = v(, )

) ||U(Z,91) — U(Z,92)|| < k- ||th — ¥2| para todo & € B donde k es una constante



FCEyN - Departamento de Matemdtica - Anélisis 1 Funciones implicitas e inversas

i) ||7(Z,0)|| < B(1 — k) para todo Z € B.
Entonces, en estas condiciones existe una unica aplicacién §: B — B’ con la siguiente
propiedad
y(@) =v(z,y(x))  (VZeB).
Ademas, la funcion i es continua en B.

Demostracion. Fijemos ¥ € B. Para ese ¥ construimos inductivamente una sucesion
(;); de la siguiente manera: 7o := 0, 71 = 0(Z, %), ¥» = U(Z, 1), etc. En general
U; := U(Z,y;—1). Para ver que esta sucesién estd bien definida tenemos que probar que
todos los ¢; pertenecen a B’ (en caso contrario no tendria sentido hablar ¢(Z,7;)). Esto
equivale a ver que l7i]| < B. Ahora, es claro que esta propiedad es cierta cuando i = 0,1
puesto que 5, =0 € B’y §; = U(Z, 0) que tiene norma menor que ( en virtud de (ii) y del
hecho de que k < 1. Por otro lado, si i > 0 tenemos

19; = Giall = [|0(Z, Gi—1) — V(@ i2)[| S k- [|Gi-1 — Gizl|-
Por la misma razén
G = Giall < B - |Fim2 — Gimsll < K> |Fis — Gicall < -
y asi sucesivamente llegamos a
15 = Fiall < K Mg (1)
ypara 1l <j <1

|0 — Gijll < ¥ — Gicall + |Gi-1 — Giall + - + |Fiejr1 — iyl
ST HET 4+ BT

_ KT R . (2)
1=k
= kiJ . i
1—k [71]]
Luego, para j =1 .
1— kZ i
lyil < 57— -l ll < BA = &) < 5. (3)

Para resaltar ahora el hecho de que la sucesién (%;); depende de Z, ponemos ¥; = ¥;(Z).
Esto define una funcién y;: B — B para cada ¢ > 0. Ademas, estas funciones verifican

4i(T) = U(Z, §i—1(T))- (4)

Como 3 es la funcion constante nula, deducimos inductivamente de la igualdad anterior
que todas las y; son continuas. Ademds, de (2) se deduce inmediatamente que estas
funciones forman una sucesién de Cauchy. Por los teoremas de convergencia que vimos, el

4
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limite de la sucesién es una funcién continua ¢: B — B’. Haciendo tender i — oo en (4)
queda

y(@) = (7, y(7))

lo que prueba la existencia de la funcion 3. Falta demostrar la unicidad. Pero si g es otra
funcion con la misma propiedad, es decir

§(@) = v(@, §(%)),
resulta de las hipotesis que para cada ¥ € B es
15(Z) = G@ < k- [|7(Z) — §(@)| < |17(Z) — g(@)||

con lo cual §(Z) = ¢(¥) para todo & € B g

2.2 Corolario (Teorema del Punto Fijo). Supongamos que B := B(#,3) es una bola
abierta en R" y que ¢: B — R" es una funcién que verifica las siguientes dos condiciones

) ||U(h) —0(ga)|| < k- ||#h — 2| cualesquiera sean 4y, ¥> € B, donde k es una constante
0<k<ly

ii) [|9(go) — %oll < B(L — k).
Entonces, en estas condiciones, existe un unico punto z' € B tal que ¢(2) = 2.

Demostracion. La primera condicion asegura que ¢ es continua. Por lo tanto se puede
aplicar el teorema a la funcion

B x B—R"
(%, ) — V(¥ + %o) — o

que no depende de &, y deducir la existencia de una funcion z tal que
Z(%) = v(Z(T) + o) — Yo

de donde
7(Z(Z) + yo) = Z(%) + o

lo que muestra que los puntos z(Z) + 4y son puntos fijos de ¥. La unicidad (que a su vez
equivale a que Z sea una funcién constante) se deduce de la condicién (i) g
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3. Teorema de la funciéon implicita

Como todas las nociones que hemos venido estuidando hasta ahora, el contenido geométrico
del Teorema de la Funcién Implicita es claro y sencillo. Imagine el grafico de una funcién
f de R? en R. Su aspecto es el de una superficie en R*. Piense ahora en la interseccién de
esa superficie con el plano z = 0. El dibujo que obtiene sobre ese plano (o cualquier otro
plano horizontal) es el de una curva. Esa curva yace en el plano xy. Sus puntos verifican
la ecuacién f(x,y) = 0. Pérese ahora en un punto de esa curva, digamos (a,b). En un
entorno de (a,b) tenemos una descripcién de la curva: ésta comprende a todos los puntos
(x,y) tales que f(z,y) = 0. Sin embargo, esta ecuacién es implicita puesto que no muestra
claramente como despejar y en funciéon de x ni x en funcién de y. Una ecuacion explicita
serid de la forma y = g(x) o = h(y). Cualquiera de estas dos ecuaciones seria preferible a
la implicita puesto que siempre una ecuacién explicita puede transformase en una implicita
de manera trivial poniendo f(z,y) = y—g(z) (o x —h(y), segin corresponda). La pregunta
es entonces: jcuando es posible encontrar una funcién que describa explicitamente y en
funcién de z o x en funcién de y en un entorno de (a,b)? Esta es una pregunta que
atiende tinicamente a la existencia de una funcion que resuelva el problema. La pregunta se
desentiende del problema siguiente que consiste en encontrar una tal funcién en el supuesto
caso de que no haya un impedimento tedrico inapelable. Es decir, la pregunta es filosofica,
no computacional y sin embargo tiene una respuesta totalmente computacional, a saber:
cuando alguna de las derivadas parciales 0f/0z o 0f /0y sea diferente de 0 en (a,b). Esta
seccion estd dedicada a probar este teorema. Por supuesto, su enunciado y demostracién
los daremos con un poco mas de generalidad para funciones de varias variables.

Notaciones. Si f:4 — R™ es una funcién diferenciable en un abierto 4 de R" x R™ y

=

(d, g) € A es un punto de A, existe un entorno U de a tal que los puntos de la forma (Z, b)
con ¥ € U pertenecen a A. Queda asi definida la funcién

f1:U—R™

T f(Z,b)

que fija en b las m tltimas coordenadas y deja variar las n primeras. A la diferencial de
f1 en el punto @ la notaremos D f (a b) Esta diferencial es una transformacién lineal de
R" en R™. Andlogamente, si fijamos la segunda variable obtenemos la funcién

fa: V—R™
y— fla@y)
definida en un entorno V de b cuyos puntos ¢ satisfacen (d,y) € A. A su diferencial en el
punto b la notaremos Ds f(d, b).

Ejercicio 1. Pruebe que con las notaciones recién introducidas vale la siguiente relacion

— —» -

Df(a,b)(5, 1) = D1 f(a@,b)(5) + Ds f (@, b)(?).

Endomorfismos y automorfismos. Una transformacion lineal L: R"™ — R" cuyo do-
minio y codominio coinciden se denomina un endomorfismo. La matriz asociada a un

6
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endomorphismo es cuadrada de n x n. La transformacién lineal es biyectiva si, y sélo si,
su matriz A tiene inversa A~!'. En ese caso se dice que la transformacién lineal L es un
automorfismo de R".

3.1 Teorema. Supongamos que f A — R™ es una funcién diferenciable y con todas
sus derivadas parciales continuas en un abierto A C R"™ x R™ (el mismo m que el del
codominio). Supongamos ademds que (a, l;) € A es un punto del dominio de f tal que
F(@,b) = 0 y que la diferencial D, f(@,b) (notacién anterior) es un automorfismo de R™.
En estas condiciones, existe un entorno U de @ y una tnica aplicacién continua #: U — R™
tal que

—

i(@=>5b y v¥eU: f(& (@) =0.

Ademas, u es diferenciable en U, todas sus derivadas parciales son continuas y su diferencial
en cada punto de U estd dado por

— —

Dii(#) = — (Do f(&,4(%))) ™" o (D1 f(Z, ©(Z))).

Demostracion. Llamemos L: R™ — R™ a la diferencial Dgf(c_i, g) Por hipoétesis L es un

automorfismo de R" y por lo tanto tiene una inversa L_l._’Si reemplazamos f por L=1o f
podemos suponer, sin pérdida de generalidad que L = D5 f(d,b) es la identidad. También,

reemplazando f por la funcién (Z,7) — f(@+ &,b + 7)) podemos suponer que (@,b) es
(0,0) € R" x R™. Consideremos la funcién

U(5,) = = f(5.%).
La funcién @ est4 definida en un entorno de (0,0) en R™ x R™. Hacemos ahora la siguiente

Afirmacion. La funcién ¢ verifica las hipétesis de la prop. 2.1.

Demostracion de la afirmacion. De acuerdo a las definiciones tenemos

— — - — - —

77(5’7{1) - ,l_)’(g,t;) =11 —t2 (f(§ t ) (ga t2))

Por otro lado, las condiciones de diferenciabilidad de f aseguran que dado € > 0y arbitrario
existen dos bolas abiertas B := B(0,«) y B’ := B(0, 3) tales que

— — — — — — — — — —

If(5,11) = f(5,12) = (f2 = B2l < | f(5.62) — f(5.82) — Daf(5,H1)(
. 7

puesto que la matriz de Do f (Z,7) estd formada por derivadas parciales de f (con respecto
a las ultimas m variables) y tales derivadas son continuas por hipétesis. Por lo tanto si
tomamos € tal que 0 < € < 1/2, tendremos

—

— — —y— T bud - 1 — —
|0(5,t1) — V(5,t2)|| < €~ |[ta — 1] < 3 lt2 —t1|

7
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que asegura el cumplimiento del punto (i) en la prop. 2.1. Para ver que se satisface el
punto (ii) de la misma prop. calculemos

—, — —,

7(5,0) = —f(5,0).

—

Como f(0,0) =0y f es continua, podemos achicar ain mas « para que sea

17,00 < 5

con lo cual logramos que se verifique la condicién (ii)

o0l <5 (1-3).

Esto pone fin a la demostracién de la afirmacién.

Ahora podemos aplicar la Prop. 2.1 a ¥ y deducir la existencia de una tinica funcion
continua u: B — B’ tal que
u(8) = U(5, u(5))

—

— (5) - f5,(5))

1
oy

es decir B
f(8,1(8)) = 0.
Vamos a mostrar que @ es diferenciable en B (aqui tal vez tengamos que achicar «
un poco mas). Si llamamos S(%) := D1 (%, u(%)) y T(Z) := D2 f(Z, u(¥)), obtenemos

Df(#,i(&))(5,8) = S(2)(3) + T(¥)(F)
de donde

=0

lim

1F(Z+ 5, a(@) + 1) — f(&,a@@) — S@)(5) — T@) |
(3,)—(0,0) |

(&)

Tomemos & y #+5en B y pongamos t := #(Z+5) —(Z). Yahemos visto que f(Z, @(Z)) = 0
y que f(Z+ §,4(Z) +t) = 0, de modo que vale la siguiente propiedad:
Dado 7 > 0, existe r > 0 tal que si ||5]],||f]] < r, entonces

IS@)(3) = T@ @) <n- GO <n- (18] + 7]
y como T'(Z) es un automorfismo,
IT74(&) 0 S(@)(3) — | <n- I @I - (I51] + [IF]]).
Eligiendo n < 1/2-||T(Z)| para & € B y definiendo
a:=2|T" &) o S(@)|| + 1,

8
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nos queda

I8 - £ < 5 - (11 + D)

es decir ||t]| < a||5]|. Luego

[+ (T71(@) 0 S@) B < ma+1) - ITH@)] - |15]

N | =

siempre que ||5]| < r. Reemplazando ¢ por su valor llegamos a lo que querfamos demostrar g

3.2 Corolario (Teorema de la Funcion Inversa). Supongamos que f A — R" es una
funcién diferenciable, con todas sus derivadas continuas en un abierto A de R" (el mismo
’ que en el codominio). Si la transformacién lineal Df(@) es un automorfismo de R™,
entonces existe un entorno abierto U de @ en R tal que la restriccion f \U de f a U
establece una biyeccién de U en un entorno abierto V = f(U) de b := f(@) en R" cuya
inversa es también diferenciable.
Demostracion. Pongamos ﬁ(f, y) = f(f) — ¢) para Z,i € R". Como lez(ﬁ, l;) = Df(&)
es un automorfismo, podemos aplicar el teorema (de la funcién implicita) intercambiando
los roles de & e 3. Al hacer eso, deducimos la existencia de una funcién «:V — R"
diferenciable, con derivadas parciales continuas, definida en un entorno abierto V' de b en
R" que envia b en @ y verifica

fl@@)) —y = h(@@,y = 0.

La funcién u es inyectiva (puesto que tiene una inversa a izquierda). Por lo tanto induce
una biyeccién de V en U := @(V). Pero U = u(V) = f~1(V) es abierto, lo que termina la
demostracion g

Epimorfismos. Antes de enunciar el siguiente teorema, necesitamos recordar algunas
cosas sobre transformaciones lineales. Ya vimos que una transformacién lineal L: R" —
R™ tiene asociada una matriz A de m filas y n columnas. Esta asociacién coloca en la
iésima columna de A al vector L(€;), imagen por L del iésimo vector canénico €; de R".
Es bien sabido que la imagen de L es un subespacio lineal de R™. La dimensién de ese
subespacio coincide con el rango de la matriz A, es decir el maximo nimero de columnas (o
filas) linealmente independientes que posee A. En particular, L es sobreyectiva si, y s6lo si,
A tiene rango m. Las aplicaciones lineales sobreyectivas se llaman epimorfismos. Ejemplos
de epimorphismos son las proyecciones 7; que a cada T le asignan su ¢ésima coordenada x;.
Mas generalmente es posible definir una proyeccién sobre varias coordenadas. Pongamos
por caso la funcién
m R"—R"™

(«le s ,fEn) = (xn—m—kly s ,CL‘n)

que a cada vector de n coordenadas le asigna el vector de sus tultimas m coordenadas,
desde la (n —m + 1)ésima hasta la nésima. La transformacién lineal m es un epimorfismo
(demuestre). De algiin modo es el epimorfismo més sencillo que podemos definir de R™ en
R™. Obviamente ésto sélo es posible si n > m.

9
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3.3 Corolario (Teorema del Rango). Supongamos que g: A — R™ es una funcién
diferenciable, con derivadas parciales continuas en un abierto A de R", donde n > m. Si @
es un punto de A tal que Dg(d@) es un epimorfismo, entonces existe una funcién inversible
y diferenciable h:V — U de un abierto V de R" sobre un entorno abierto U de @ en R"
con inversa diferenciable y tal que

go fL(xl,...,:z:n) = (Tp—ptls---sTn).

Demostracion. Llamemos L a la diferencial Dg(@). Supongamos primero que las tltimas
m columnas de la matriz de L son linealmente independientes, es decir, supongamos que
los vectores L(€,—m+1),-- ., L(€,) forman un conjunto linealmente independiente en R™.
Bajo esta suposicién tomemos dentro de A un entorno de @ de la forma A; x A con
Ay CTR"™y Ay € R™. Dentro de A; x Ay pensaremos a los puntos de R"™ como
pares (Z, %) en donde & representa a las primeras n — m coordenadas e  a las ultimas m.
Consideremos la funcion .
G: A; x A,—R"
(@, 9) — (7, §(Z,7)).

La diferencial DG(@) tiene asociada una matriz de la forma

——
M —
[D1G(@)]  [D2g(@)]

donde I,,_,, es la matriz identidad de (n—m) X (n—m), 0 es la matriz nula de (n—m)xmy
los corchetes denotan a las matrices de las diferenciales D1 g(a@) y D2g(a) (vea las notaciones
al comienzo de la seccién §3). De acuerdo a nuestra suposicién, [D2g(@)] es una matriz de
rango maximo y por lo tanto inversible. En consecuencia M resulta inversible. Podemos
aplicar entonces el Teorema de la funcién inversa y deducir la existencia de una inversa de
G definida en un entorno abierto V de b := G(@) = (a1, .- -, an-m,91(a@), . - ., gm(a@)). Por
la forma de F es claro que su inversa tiene la forma

(Z,9) = (Z.k(Z,7)).
Usando esta informacién llegamos a
(7,9) = G(Z. k(7. 9)) = (7. 4(Z, (7, 9)))
de donde
Por lo tanto h(Z, ) = (Z,k(Z, 7)) es la funcién que querfamos encontrar. Falta estudiar
el caso general, en el que las m columnas independientes de la matriz de L no son las

ultimas. Pero si ¢ es una permutacion de las variables que envia esos m indices a los
indices n — m + 1,...,n, entonces & es un automorfismo (lineal), la composicién g o &
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es una funcién del tipo ya considerado. Asi, si h es la funcién que nos sirve para g o &,
entonces & o h nos servira para g g

3.4 Corolario (Multiplicadores de Lagrange). Supongamos que § = (g1,...,9m): 4 —
R™ es una funcién como en el Teorema del Rango (corolario anterior). Llamemos Z al
conjunto de ceros de ¢, es decir,

Z=g'(0)={7e 4| g(z) =0}

y supongamos que Dg(Z) es un epimorfismo para todo 2 € Z. Si f: A — R es diferenciable
y @ es un extremo local (maximo o minimo) de la restriccion f|; de f a Z, entonces existen
A1, ..., Ay en R tales que

Df(a) = Z AiDg;(a@)

Demostracidn. Por el Teorema del Rango (coro. anterior) aplicado a la funcién gy al punto

a € 7, existe una una funcién hV —U biyectiva, diferenciable, con inversa diferenciable,
donde U es un entrono abierto de a@ y tal que

Goh(1, .., @n) = @nemsts o Tn).

Pongamos 7 := g o h. Entonces 7 es un epimorphismo y, por ser lineal, coincide con su
diferencial. Si b := h™1(d), tenemos

-,

7 = DR(b) = D§(a@) o Dh(b).

Dibujemos todas las funciones en un diagrama:

Pz — znu 2 R
I
v "~ v L R
NEF
R

donde las flechas verticales rotuladas con ¢ son las inclusiones y la flecha ﬁ_l(Z ) — ZNU
es la restriccién de h. Por hipétesis, f|z tiene un extremo local en @. En consecuencia la

restriccién
fo h|frl(z):h_1(Z) — R
tiene un extremo local en b = h~1(@). Y como

RYZ)=Vna0)=Vn{(@1,...,Tn-m0,...,0) | z; € R}

11
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deducimos que las n — m primeras derivadas parciales de f o h deben anularse en b. Eso
significa que la diferencial de f o h en b es de la forma

d(foh)
es decir . .
D(foh)B)= > Nm= > AD(gioh)®)
i=n—m-+1 1=n—m-+1
0 sea

Df(@)oDh(b)= Y X\Dg;(d)o Dh(b)
i=n—m-+1

-,

y componiendo a derecha por la inversa del automorfismo sz( ) obtenemos

Df(d) = Z AiDg;(a)

t=n—m-+1

como queriamos demostrar g
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